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AVERTISSEMENT. 


La Societe suissc de Physique a pris I’initiative de publier 
3 aeuvres de Walther Ritz, le jeune pliysicien morl le 
juillet 1909, a I’ag-e de 3 i ans. 

Elle ne s’est pas propose seulemenl, en conlribuant a faire 
mnaitre des travaux scientihques d’une rare beaute, d’at- 
fer encore une fois I’attention des mathematiciens et des 
lysiciens sur Fo^uvre d’un esprit d’elite. Mais elle est 
•nvaincue qu’en facllitatiL la diffusion d’idees nouvelles et 
irdies elle favorise les progres de la Science. Beaucoup 
entre elles, tneme celles qui ont des a present prouve leur 
condite, ouvrent des voies nouvelles et reclament des conti- 
lateurs. Nous souhaitons que cette publication (')contribue 
les susciter. 


M‘“" Raphael Ritz a voulu consacrer a la inemoire de son 
s les sommes qui lui avaient ete allouees pour favoriser ou 
compenser ses travaux scieutifiques et pour lui permettre 
; prendre soin d’une sante particuliereinent precieiise et 
)ntinuellenient inenacee. 


YI 


AVHRTISSEMKNT. 


11 convient de citer parmi ceux qui onL ainsi pris 
cette publication : 

Un gTOupe d’ainis anonymes de Goettingue. 
Llnstitut de France. 

L’Ecole poly technique federate. 

La Societe suisse de Physique. 



PHErACK. 


Wallher Ritz naquit le 22 fevrier 1878 a Sion (Valais). 
Son pere etait RaplnuM Kilz, le peinLrc ])ion connu par ses 
ysages valaisans, ses iiUcrieurs cL ses scenes do la vie 
pulaire. Kleve de TEcole de Dusseldorf, conteinporain el 
marade d’eludes de Vaulhier, de Ivoller el: de Boecklin, il 
Lourna en i 8()5 vivre en Valais, son pays natal. En 1870, 
epousa la fille de Tingenieur INoerdlinger, de Tiibingue. 

Rilz dut a son pere le sens de la beaute de la nature, 
connaissance des populalions du Valais, de leurs usages, 
leurs Iradilions, de leurs legendes. Toute sa vie il con- 
rva un tres profond attaclieinent pour son pays el aimait 
ns des conversations pleines de charine a le faire connailre 
>es amis. 

Brillainnient doue, Rilz (iL sans ellbrl de l)onnes eludes au 
fcee communal de Sion. 11 cut, Ires jeune, avec la surele 
: jugemenl (jui presida plus lard au choix des sujeLs de ses 
ivaux, rinluilion qu’il pourrail faire des decouvei'les 
ienlifiques el sVn ouvrit a sa mere (jui le comprit. 

En 1897, il enlra a I’Ecole polytechniqiie de Zurich pour 
preparer a la carrierc d’ingenieur. Mais il ne tr'ouva 
jis les etudes techniques qu’une demi-salisfaclion. Son 
prit epris d'absohi s’accommodait inal des deinonstralions 
mmaires a Tusage des ingenieurs, des comprornis enlre les 




solutions theoriques et les exigences de la vie reelle. . 
quand, en 1900, une pleuresie inal guerie rendit impc 
pour lui le climat humide de Zurich, alla-t-ilchercher c 
milieu scientifique de Goettingue an regime intellectue 
conform e a ses gouts. 

Son sejour a Gcettingue fut la partie la plus heurei 
savie. Sa saute n’etait [)as encore assez compromise 
rempecher de suivre avec toute I’ardeur de sa natiir 
seignernent des maitres (ju’il avail choisis. Hilbert et 
surtout eurent une influence durable siir la formation < 
esprit. C’est Voigt qui regut sa these sur la Theor 
spectres en serie, le 19 decembre 1902. II trouva a Goet 
pai’mi ses cornpagnons d’etude des amis deh oues avec 1<: 
il entretint jusqu’a sa mort uri commerce d’idees (|ui 
dant les annees d'eloignement, le maintint en contact ; 
mouvemenl scientifique. 

llpassa Fete de 1903 a Leyde, attire par H.-A. Lor 
deja preoccupe des problemes electrodynamiques, pu: 
dant un se^jour relativernent court a Bonn, il eut la sr 
tion de decouvrir lui-merne une raio du spectre du pot; 
que les formules de sa these lui avaient fait prevoii’ 
tard, dans les ihesures faites par d’autres, il devait i 
compter les succes de cette espece. 

En novembre iqod, il se rendit a Paris, on il troi 
accueil amical aupres de A. (mtton qui lui ouvrit son I 
toire a I’Ecole Normale et qui, dans la suite, ne cessa ( 
tei‘esser vivement a lui. Mais le travail de laboratoiia- 
gait lentement a son gre et lorsque, fatigue par une j 
de lutte contre les diflicultes matcnielles de Texpe 
il ne tenait aiicun resultat positif, il cherchait a e 
rimpression de temps perdu en suivant sans mesu 
penchant pour les speculations abstraites. 


PUEFACK. 


IX 


parLir de Thiver 190/1, le soin de sa sanle tient line 
Hide place dans sa vie. Apres nn sejour an saiiatoriiiin 
St. Blasien, dans la Foret Noire, il put pendant cpiekjues 
aaines passees a Zurich rnener a bonne fin la preparation 
> plaques photograpliiques sensibles a rinfra-roiige a la- 
:ille il avail travaille a Paris. Puis ce furent des sejours 
lapallo, aux Mayens de Sion. 11 passa Pbiver 1900- rqoC) a 
m oil, jj^Tace a la sollicitude niaternelle el a Pexcellence 
cliinat valaisan, il reunit les conditions de vie les plus 
orables a son retablissement. Malgre tout, cet liiver fut 
e dure epreuve pour lui. 11 y avail quelque chose de dou- 
ireusernent tragique dans son cas : Fardeur an travail 
i le devorait ctait a la fois sa rneiJleure raison de vivre 
de Tavis du inedecin, le principal olistacle a sa guerison. 

L lui interdit de travailler plus d’un quart d'heure par 
ir, prescription qu’il s’elibrca vaineinent de suivre, 
isque c’est de cette e|)oque qiie datent ses idees nouvelles 
‘ IVdectrodynaruique. Deja coininencait une lutte dans 
uelle il besila souvent entre deux voies a suivre : ou vouloir 
erir eii sacrifiant son travail, ou depenser sans compter ce 
i lui restait de forces pour conserver ])lus surement a la 
[uice les idees ({ui bantaient son cerveau. Ce fut la 
ixieine maniere qui I’empoi'ta. Au cours de I’biver suivant 
’il passa a Nice, il ecrivait : c( Voiis m’accoi‘derez que je ne 
is dans la meme inesure (|ue dbiutres me reposer sur 
v^enir comme devant compenser le present. 11 ne me reste 
it-etre que pen de temps, el je siiis fermement resolu a 
^ser ce temps dans des milieux scientifiques et intellectuels 
i seuls peuvent me donner le conlenternent, le sentiment 
vivre, et sout ainsi peut-etre une condition de sante? Cher 
i, je ne puis espeiMu* ni les joies de la farnille ni le bien- 
e du vieux garcon qui joiiit de sa sante; il ne me reste que 


la Science et la vie intellecLuelle ; eL vraiinent je ne me 
pas la force, pour un resultat incertain, de continuer a j 
terrer ainsi. » A partir de ce moment il n’interrompil { 
le travail que pendant les acces de fievre et les jou 
d’epuiseinent de plus en plus frequentes. C’est a Nice 
eut rintuition geniale du rnecanisme electromagnetiqu 
raies spectrales par lequel il penetra plus profonde 
que personne avant lui dans la connaissance de ce m 
d’une merveilleuse beaute et d’une inimitable prec 
qu’est rinterieur de ratome. Ayant troiive au cours de 
un peu de repos a \A'aldkirch, pres du lac de Constan 
se decida a retourner dans les centres de travail intelk 
en Allemagne, pensant y retrouver le temps beureu 
(icetlingue. 11 passa Thiver 1907-1908 a Tubingue, 
trouva, avec Pamitie de F. Paschen, I’occasion d’un eel 
de vues des plus feconds. Lui soumeltant ses idees 
riques sur les spectres, il recevait la primeur de me 
qui apportaient a sa theorie de nombreuses et eclat 
contirmations. 

bin 1908, il ernigra vers Goettingue oil Tattiraient ta 
souvenirs. Il eut la joie de s’y sentir compris par ceu; 
avaient etc ses maitres et de prendre nettement conscier 
sa celrd:)riLe naissanle. L’etat precaire de sa sante lui va; 
connaitre plus coinpletement les amities qudl avait si 
pirer. 11 eut aussi la satisfaction d’achever la plupart de 
vaux commences, notammentson beau travail sur le prol 
classique des plaques vibrantes. M. Henri Poincare, lo 
son passage a Goettingue, demanda a le voir et lui ann 
en le felicitant, Pintention qiPavait PAcademie des Sci 
de lui decerner un prix en recompense de ses travau 
prix Lecomte lui a ete attribue apres sa mort. Son 
litation comme prival-docent a PUniversite fut son d< 


succes. II elait fier d’etre adopte pluLot que juge par no jury 
comprenant Hilbert, le regrette Minkowski, Voigt et Runge. 
Son electrodyiiamique est restee inachevee. Au cours de sa 
derniere maladie, I’idee de la tiiche a acconiplir subsiste et le 
soutient jusqu'a la lin. Le jour meme de sa rnort, il dit a 
la soeur qui le veille : « Soignezunoi bien, rna soeur, il est 
si necessaire que je vive encore qiielques annees pour la 
Science ». 


Ritz a eu le sens tres net de I’iniportance relative des pro- 
blenies. Il a vu que rextrernc precision des raies spectrales 
fait de leur etude run des moyens d’exploration les plus 
puissants des propri(Res cachees de la matiere. Dans sa these 
il aborde cette etude par la seule voie ou elle par'aissait alors 
accessible, par I’analogie supposee avec les vibrations elas- 
tiques. Cette tentative, rnalgre toiite I’ingeniosite inise a sou 
service, n’a qu’un succes relalif: elle conduit a des fornuiles 
ineilleures ((ue celles de ses predecesseurs, a noinbre egal 
de coostantes. Mais il s'est rendu coinpte uindl est impos- 
sible de croire a la realite pliysi(|ue des lois de Force compli- 
queesqu’il avait irnagineeset de la neccssite de les remplacer 
par autre chose : le probleinc etait pose dans son esprit. 
11 avait ete vivement frappe surtoiitdu vice capital de loutes 
les solutions faisanl appcl aux vibrations elastiques qui font 
intervenir — lord Rayleigh y avait deja insiste — le cai're 
de la frequence alors que les lois experirnentales s’expriinent 
au rnoyen de la premiere puissance. Ce n’est quo cinq 
ans plus lard, a Nice, qu’il entrevit pour la premiere fois 
Tune des parties essentielles de la solution : la frequence du 
mouvement periodicjue d’un electron lance dans un champ 
rnagnetique s'expritne par la premiere puissance du champ. 



11 reslait, pour achever la conslmction d’un inecanisiiK 
naiit les rales de Thydrogene, a obtenir des champs rn 
tiques echelonnes suivant les inverses des carresdesno 
entiers. La premiere solution qu’il donna alors etait loj 
inenL admissible mais tres improbable, (duelqiies mois 
il la remplacait par une autre d’une seduisante siiriplici 
champ- est obtenu au rnoyen d’elements rectilignes, 
poses bout a bout, tous de la meme longueur, et don 
partie possede des poles magnetiques de meme grar 
tandis que les autres sont a I’etat rieutre. 11 rnontra 
tard comment son mod^e electromagnetique pea 
moyen de modifications pen importantes, represenl 
series des metaux alcalins. 11 faut a cet eflet faire qu- 
hypotbeses accessoires qui reviennent a ajouter un trai 
veau a I’image de la constitution intime de ratome. 
considerait pas cette derniere partie de son travail c 
achevde. Voici ce qiihl dit dans une lettre : 

« Tubingen, fevr. 1908. 

)) Je viens d’envoyer aux AnnaLen mon Memoire s 
spectres et les champs atomiques. Ce n’est pas que j 
satisfait, loin de la; mais apres divers essais pour decou 
nouvelles relations numeriques, je n’ai pu que constat' 
mon ancienne formule est toujours ce qu’il y a de mie 
faudra des hypotheses detaillees sur la structure des f 
pour aller plus loin, et le courage et les forces m’ont tr^ 
probleme peut d’ailleurs fort bien ne pas elre mur a 1 
qu’il est. » 

Dans le Memoire en question il donne aussi, au 1 
du meme mecanisme, une nouvelle theorie du phen 




XIll 


de Zeeman. H.-A. Lorentz a explique le premier la cleconi- 
position mag-netiqiie en triplet par le mouvement dmn 
electron souniis a des forces quasi-eiastiques, rnais on salt les 
difficiiltes renconti*ees a etendre cette theorie aux raies a 
decomposition multiple. La theorie electromagnetique de 
liitz les siirmonte sans peine. 

(( Mon investigation sur le plienomene de Zeeman se 
resume on ceci : tout mouvement periodique de la molecule 
(exemples; toupie, pendule, etc.) decompose une raie nee 
d'un champ atomique (le theoreme ne s’applique pas a une 
force elastique, com me la vent Lorentz) en un certain 
nombre de com[)Osantes avant les polarisations que vous 
savez, et des rapports ratio/uiels entre les distances. La dis- 
tance maximum observee pour un triplet correspond, dans 

inon systeme, = valeur cathodique; la valeui' cathodique 

irest jamais depassee. Chez tmrentz les mernes faitss’enoncent 
en disant quhl y a des triplets inferieurs et superieurs a cette 
valeui', mais quo la valeur liinite est le double de la valeur 

catliodique Ce passage dii simple au double de^, dans 

rinterpretation des experiences faites jusqudci, est caracte- 
ristique de I’liypothese d’un champ atomique el Tenonceque 

tire des experiences ma theorie (^ = ^cathod. j me semble 

preferable a celui de Lorentz ^ ^ 2 cathod. j 

» J’obtiens avec facilite les triplets et quadruplets inverses, 
et les decompositions en i 5 iignes, recemment observees, 
sent pour moi un jeu. Je simplifie la loi des rapports 
rationnels, la forme de ma theoiie nhntroduisant que les 
entiers o, i, 2, d, parfois 4 : tandis que Runge monte 
jusqida 21. » 
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PftKl'ACIi. 


II reussit, enfm, a rlonner urie porlee encore plas ^^‘ande h 
ses idees sur Torigine des spectres en series en y raLlachant 
une remarcjuable loi de combinaison entre les foixnules deb 
diverses series d’un merne corps, donnant des series nouvelles 
sans I’emploi d’aucune constante noiivelle. 11 applicjiia celle 
methode, dans le Memoire : Ueber eln neues Gr.setz der 
Seriefi$pektren, a rhydrogeiie, aux melaux alcalins et 
alcalinO'terreux, au cuivre et a I’heliurn et Lrouva dans l(»s 
spectres de ccs corps uiie riche moisson de condrinations. Los 
nouvelles raies non seriees recemiuent decouvertes par 
Lenard dans les metaux alcalins, entre auires, vinrenL se 
placer dans les nouvelles series ainsi calculees. 

D’apres quelques notes trouvees dans ses papioi’s, nous 
avons aussi reconstitue une ebauche de iheorie. des spectres^ 
de baudes, fondee sur remploi d’un rnecanisrne ayant unr 
proche parente avec celui des spectres en series. Nous y 
avons ajoute une discussion sur la structure des handos 
sugger^e par quelques notes de Ritz et des souvenirs de 
conversations. 

11 s’etait propose, des Tachevement de sa these, de faire 
lui-ineme des inesui'es spectroscopiques. C’esL ainsi qu’il a 
ete amene ^ etudier les plaques au collodion d'Abney, sen- 
sibles a Tinfra-rouge, que personae n’avnit su re[)i'o(luiro. 
Apres de nornbreux t&tonneinents, il a reussi a cleLeriniuor 
les conditions de succes de cette experience, puis, avec des 
plaques a la gelatine, a depasser la liinite de sensibilite 
atteinte par Abney, La Note publiee par Ritz aux Camples* 
Rendus de C Academic^ qui ne contient que des indications 
sornnaaires sur ce precede, ne permet pas de le realiser. 
Nous avons pu, avec I’aide de M. A. Cotton, extraire de ses 
cahiers de laboratoire une description complete de la methode 
de preparation qui lui a donne ce rcsultat remarquable. 



» La methode do Riiz se preLe mieux au calcuL nam 
rique. Elle consiste d represenier la solution comme u 
somme de termes d^une forme donriee affectes de coej 
dents indetermines et a determiner ces coeffidents par 
methode des moindres car res, 

» C^est une mdhode d’ingenieur; seulement Ritz t 
paroenu dans deux cas^ celui du probleme de Dirichlet 
celui de C elasticite , d montrer d’une fagon tout d ft 
rigoureuse qu'en prenant un nomhre suffisamm,eni grai 
de termes^ on peut approcher autant qu’on le vent de 
solution exacle, II a montre aussi quelles eiaient les pr 
prietes analytiques essentielles de cetie solution^ teh 
qu^elles daientdejd connues par la methode de F reddioU 
» Les memes precedes de demonstration seraient- 
applicables d tous les problemes analogues et, par exempt 
aux probUmes de Fourier ? Ritz le croyait, je le cn 
aussi, mais le temps lui a manque pour le verifier. » 

Les trois Memoires contenant cette nouvelle methode 
les resultats qu’elle a donnes sont : I’expose general para 
Journal fitr reine und angewandte Mathematik et pi 
sente plus tard comme these d’habilitation, le Memoi 
Ueber eine neue Methode zur Losung ge^^visser Randwe. 
aufgaben pr^sente le i6 mai 1908 k la Societe Royale c 
Sciences de Goettingue et le Memoire, cmrit en janvi 
1909, sur la theorie des vibrations d’une plaque carree 
bords libres, publie aux Annalen der Physik, II ecrivait 
cours de I’execution de ce dernier travail : 

c( Goettingue, i 5 decembre 1908. 

cc La theorie des figures de Chladni va etre pour ma n: 
thode une bonne occasion de montrer ses qualites. Je trou 


un resultat remarquablement simple: soil u,„(x) la defor- 
mation d’une verge vibrante a extremites libres (m''-"'® har- 
monique), de meme longueur que le c6te de la plaque carree 
vibrante; eh bien! toutes les vibrations de celle-ci sont, a 
quelques pour cent pres, donnees par les expressions : 

(x, y paralleles aux cotes du carre). J’ai calcule pour 
m — o^ I, 2; n=-i, 2.... les approximations superieures a 
pres, cela concorde tres bien avec les experiences les 
plus precises ; etje donnerai pour la premiere fois, la serie 
des figures exactes de Chladni jusqu’au 3 o'®“' harmonique ! ! 
Cela m’a fatigu^, mais il n’y a aucun rapport entre la fatigue 
et la celebrite de ce probleme reste insoluble malgre tant 
d’efforts. » 

Le troisi^ime groupe des travaux de Ritz a pour objet la 
plus importante question, peut-6tre, de la Physique actuelle : 
les lois de I’lillectrodynamique g^nerale et de I’Optique. II 
s’etait propose d’ecrire d’abord une etude critique montrant 
I’insuffisance des theories anterieures et de faire ensuite la 
synthese d’une electrodynamique nouvelle comprenant I’op- 
tique. La partie critique seule est achevee. G’est elle qui fait 
I’objet principal de I’important Memoire public en fevrier 
1908 aux Annales de Chimie et de Physique qui contient en 
outre, k litre d’acheminement vers la synthese, la delimi- 
tation de I’ensemble des lois elementaires possibles pour 
Taction mutuelle de deux electrons. 11 a donne un expose plus 
condense de sa pensee aux Archwes des Sciences physiques 
et natureUes et dans deux articles de Philosophic scienti- 
fique : Du Rdle de V Either en Physique et La Gravitation 
publics dans la revue ; Scienlia. Dans le premier de ces 
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PREFACE. 


articles il montre I’impossibilite de conserver le concej 
ether malgre les services qu’il a rendus. Mais la voie dar 
laquelle il s’est engage est toute dilTerente de cede qu’or 
suivie Lorentz et Einstein. 11 remarque que la Mecaniqu 
classiqiie satisfait au principe de relalivili et que la theori 
de remission fondee sur elle est, en consequence, conforme 
ce principe. Attribuant les phenomenes electriques et lum: 
neux a une energie projetee par I’electron avec la vitesse d 
la lumiere il pent conserver I’universalile du temps, 1 
parallelogramme des vitesses, le solide invariable auxque 
ont renonce les electrodynamiques rivales. Dans sa theorif 
Faction elementaire entre deux electrons, par un retot 
iinprevu au point de vue newtonien et a celui de W. Webei 
ne depend que de la distance, des vitesses relatives et d( 
accelerations. Rilz conserve la Constance de la masse, rei 
dant les forces infinies pour la vitesse limite. Ce sont l^i d 
trcs grands avantages. Ils sont lies au postulat de la commi; 
nication de Fheure par le transport d’horloges et non a 
moyen de signaux electromagnetiques. Cette conception d« 
choses est-elle reellement fdconde? 11 n’a pu en fournir 1 
preuve, mais il avail la ferme conviction qu’il y reussirai 
11 Fexprimait dans les lettres donl nous donnons ici d< 
extraits ; elles contiennent aussi des indications sur 1 
manidre dont il entrevoyait le developpement ulterieur de £ 
theorie : 


« Waldkirch, 19 aofit 07. 

« L’etude attentive de Foptique m’a montre que rnes byp< 
theses etaient insuffisantes pour certains phenomenes te 
que Fenlrainement des ondes (de Fizeau) ; au lieu de laiss< 
mon « emission a filer tout droit a travers les corns, mod 


fianl leiir luouvemenl s’lls simt t‘lt'<'lris(‘.s, inais n’claiit j)as 
luodifitM' (‘II c-iih'uh*, j<! v<*is tju’il y a action ft reaction; la 
parlie (!<* remission (|ui frappe nn eh'ctroti redivi'c^e <‘n noii- 
vellt* onde a parlir <le c(* centre. .I’enln'vois <‘ncor<‘ heaucoup 
d’autres clio.ses, et <*n soinnie nne lielle llieorie pliysitpie. 
Mais mon travail criti<jne ne renlre pas dans ce cadn‘, el 
d’ailleurs je ne ptmx le laisser dormir indelininnml. ,Ie nn? 
suis dit <[ue ce sonl la denx cln»ses din’erenles et me suis 
d<^cide a piddier ina critique (Tahord toute neprative - de 
la llnH)rie de lau'entz, d’intnxluire I’hvpolhese de I’enussion 
seuleinent dans le htii de pouvoir ajoutt'r la ()arti<* positive 
do mil critiipie (tpii est rex[>ression inalheinatiipie la pIn.H 
g('‘nerale jiour raelion I'detnenlaire de deux electrons, ren- 
danl couipte de toules les expih-iences electrodynamiijues y 
coinpriscidles de Hertz); j’indique seuleinent les lipriie.s g«'*ne- 
ralos de la theorie physique telle que je la <‘on<;ois ; et me 
borne a une recherche mntheinatirpie critiipie, dont lesresul- 
tats sonl le complement indispensable de la critiipie n«'‘ga- 
tive, el ipii sonl merne assez curieiix, enx anssi. » 

« VVnldkirch, 17 Sept. 1907. 

«... Wenn ieh kann, sende ich Dir die (’.orrectnrhog'en 
meiner kritischen Arbeit. Doch erwarte ieh hi’ichstens, duss 
Du zup-eben vvirst mich i.eetdre: Die Klektrodynamik ist 
noch giinz ini Argen, der .Velher ist anfzuf'eben und das 
Emissionshild wieder aufznnehmen. Du wirslsehen, duss ich 
demselhen noch nicht seine derinitive b'assunp; p:ep:eben hahe; 
so wio ich es im Kopfe halie ist es viel einfacher nnd befrie- 
digender, dank der Auf’^ithr tlrs Su/u’rpusitietnsftfi/ifiprs. 
Aber die.ses babe ich in meiner kritischen Arbeit nicht auf- 
gebon vvollen ninl es war mir wichtig zu untersucheti, vvie sich 
die Dingo mil und ohne dieses wichtige Prinzip ausnehmen. h 



« Goettingue, lundi de Pentecote 1908. 

« Je vais main tenant revenir ci I’optique des corps en 1 
vernent, mais sans enthousiasme, par acquit de conscit 
Je ne saurais douter, en effet, qu’on ne viendra a mes ii 
quelle que soit la perfection que je leur donne, qu’extr 
ment a contre-coeur ; une conversation avec X apres 1 
coup d’autres conversations, m’en a persuade. Personr 
parvient a me faire une objection valable, el j’ai fait lai 
lui-m^me. Qa n’y fait rien, on trouve mes idees « sch 
lich ». Pourtant, j’ai trouve en dehors dii crilerium reli 
I’influence d’un aimant ferme sur un rayon ^ (’) que 
connaissez, un autre criterium realisable au moyen des 
santes installations de la telegraphie sans fils. G’est I’a 
d’une antenne verticale, rectiligne, sur du fer ou sur un 
de Braun. Si le resultat est negalif, comme cela est poss 
c’est I’enterrement de la theorie de Maxwell. Si no 
faudra voir le detail : les choses pourraient se passer co 
le veut Lorentz, sans que, au reste, scs Equations s 
justes. En tous cas le resultat serait interessant. » 

n Gottingen 17. Xn. 08. 

« Die « Scheusal-Theorie » in den Annales de Chim 
de Physique ist nicht wahre Theorie, sondern nur G( 
beispiel. An der wahren Theorie, die unter grOssten Scl 
rigkeiten langsam wachst, wirst Du kaum etwas auszusi 
haben, gesetzt ich erlebe ihre Vollendung. » 


(1) Deviation ou absence de deviation des rayons p par un aimant 
ou un sol^noide ferm^, dans les diverses positions relatives. 


ous avoiis ajoulf' aux travaiix siir riOltH’trtidviiamlqiH* !«• 
:)urs (riiahiiitation (|ii’il a jirniKHict' !«• a uiais 
; sa lt'(,*()n iiiauj^iirali*. II n’a [in iiH'Urc la (!<*rnifn* iitain .i 
Xfiosc (ju’il avail riiitciilinn di* jitdilior ct timis avonH dd 
coiisliUier d'a|)n'‘s dcs hmuilidus. ii n’a saiin dtmtr [«!» ia 
;*ction dc fcirtiic qn’il auraif Mtt lui dtumrr, t’J tmil i-i* 
conlii'nl d'f*Kst‘iili(d chl di'ja ('•iinin’t' daiH si*‘> tra- 

Mai.s nous avous crii devoir le eon'OTver, ne mu ait re 
conuiie resiiine eu langue atleinande d’line jiartjr de Min 
re e<TiU! (‘Utierenienl en fran«;ais. 


avail, siir d'aulres tjuesliiHis eijeore tjlle relies ijiii sosil 
ees <lnn8 ses ei’rits, ties idees neuves et sail*, dtiiile 
ules dotil il avail jiarte a srs amis, SI etait runvaiiirn 
* aulre.s (|ue lt*s [indilemes de la Meraniijue s|alisti<|Me 
ml si difllciles que [tarre que ies vi-ritaldes niethodes de 
il reslenl eneore a trouver, et d sendde, d .qttes ime »|e 
litlres, que [leudanl I’liiver [iass«'> a .‘■iii. Hiasieu it se mmI 
de res ((ueslioiis aver im eiMiuneneeitienl de surres ; 

eiiieii vveitfjehenden Ansat?. gel'iuiden, jjauj; neuer 

'cine norh nielit dajfeweHene Methoile in der kineliM hen 
irie der Malerie), dureh die irii den Sal/. beweiHiui v%ei de, 
die irrc'versililen I'irseiieinungen wie Warnieleiiung, 
ung auf einem gevvissen (irundgeset/ lM*i «hen, tmd 
dieses aus der I'.ieSiironentfieiirie, rnmldniit mil der 
ihniiclieii kineliselieu 'I'Sienrie sirli AeuvuWen lassi, gan/ 

ig... 1. 

;b idees auxquellesil fait alltisinn dans eelle lettre eiaient 
encore les siemies queiques aimees |iius lard ? S! esi 
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PREFACE. 


difGcile de s’en rendre cornpte et les reclierches alter 
faites dans ses papiers n’ontrien donne a cel egard. 11 n 
parucependant quecette indication meritait d’etre conse 
comme aussi les extraits de lettres que nous donnons 
loin et dans lesquelles il exprime son intention de revis 
theorie de la polarisation rotatoire etde I’absorption. Ju 
ses derniers jours il n’avait pas renonce a metlre ce prc 
execution. 


C’est donner une image bien incomplete de la riches! 
sa nature que de ne parler que de ses travaux scienlifii 
Il avail un sentiment artistique tres affine, une vive con 
hension de la peinture, il aimait la musiquc donl les c 
d’oeuvre avaient dans son &me sensible une repercussion 
fonde. 11 faudrait dire aussi I’affection qu’il avail pou 
amis el pour sa famille a qui son jugemenl si silr en 
circonstance etait devenu indispensable. Il faudrailappr 
sa parfaite independance d’esprit, ennernie des ideas re 
I’altrail de sa conversation pleine d’apergus pittoresquei 
laquelle le souci de I’expression juste donnait parfois co 
une nuance d’besitation qui etait un charme de plus. 

Mais sachant qu’il eht prefere le silence ^ toute mai 
tation un peu excessive, nous eviterons d’^crire cc 
n’aurait pas manque d’eveiller son ironique et rnali 
sourire. 


PiERHE Weiss. 


iiKSAMMKiJi'; 


WAi;nii;it unz 


(K1 Vlll-S, 


/t II 


TllEOlUK l»Ell SKlUENSI'EkTUEN, 


«lt*r I '■ 4 t siA’r I tn 

vrr*»llal /*! 


Dll* itirrku iiriltgrii lfr%rl#t% ilir %i»ii ll*iliiirr ^ * i, lk*iv^t’r littil 
lltiltg**, mill Ittillirrg iii i.irlrii L-siiiriHjirkli'rii riililri'kl 
Hiiiil, irigrii iif4#iliiillirfi, iftr lMgrii%riiii iirgiittprii ill*’** IJf-ltl’’ 

*ifi4rrrti T%|iii% lir*iili^rii ilii* illi** mt% 
liar Klrktrciiiviiiiiitik, Dl4^il$#.itAtNllir«#rir iiiiti ifyitrutbiyiiiiik l»r 
kitmilan Fiillr %mi \%'iilirritii iit li«t#Jrr*‘ii ili'a 

Sctiwiiinitigfc'iiililrii V, Ftittkliiiiirii %% illktirlialtrr giiii^.er 
iliirga*ilt*lll, Ilir gr»%»ia rrir tlir*ii*r /,*ililrii 

iimtait liililrit^ -iiirli iiiiiiirr ilt*** ilrr ’irti%%iiigrittlt»ii 

K<ir|itT mill 4%irt aiiillirfini \\ artrii 


i’l J.-l, llAi-iiii, IIW ,iii« , I, p. 



von V Linendlicli viele Eigentr)ne liegen, so fiiidel genai 
Gegentell fiir die den Senenspeklren (und vvie es sclieint, auc 
Bandenspektren) entspreclienden scliwingenden Systeine sLal 
So ist das Wasserstoflspektrum bekanntlicli mil ansserot 
licher Genauigkeit darstellbar durch die Balmersche Fonnc 
man schreiben kann 


ro« . 

-y- = 109673,0 



wo AderReihe nacli die aiif Vakiiuin reduzierten Wellenli 
der Wasserstofrtinien in Angstriimeinbeilen (io“^cm) bed 
wenn di = 3, 4? • ^9. gesetzL wird ( ' ). Mit iinendlicli vvac 

dem ni naheni sich die 1 /X imnier waclisend einer endl 
Grenze, in oerenlNahe unendiicli viele Spektrallinien si(di luj 
Dabei ist die Genaiiigkeit, mit vveicber sicb diese Foi-mel i 
Erfabrung anscliliesst, eine so ausserordentllche, und die Fe 
der Messungen so gross, dass nur vvenige plijsikalisebe G' 
in dieser Hinsicbt mil jener Formel vergleicbbar sind. Belir 
such sie tbeoretiscli zu begriinden wird man somil zunaclu 
der VoraussetzLing ibrer absoluten Genauigkeit ausgeben di 
Die ganz abnliclien Gesetze aoderer Linienspektren sind n 
imten ziisammengesteilt. Audi sie zeigen slels eine Haufungi 
der Schwingungszalilen im Endlicben. 

Dass eine solche Haufungsstelle auf(jrund der bekaniite] 
ferenlialgleichung 

dt^ ^ dz-^)' 


die fiir alle Schwingiingsprobleme der Elastizitats- imd El 
zilatstheorie massgebend ist, nie eintreten kann, ist bekannl 
fesigehaltene Begrenzimg ist der strenge Beweis von J 
Poincare (-) erbracht worden. Zwar kimnen bei geeignet gc 
ten Bedingungen mehrere Eigenschwingungen sebr nabe zi 
menfallen, docb ist ihre Zahl stets endlich, und sie weisen 


(M Naheres vgl. H. Kayskr, Handbuck der Spektroskopie, 11 . AuH. 
1902, p. 5 o 4 . 

(-) H. Poincare, Bendic. del circ. mat. di Palermo, t. VllI, 1894. p. 


nicht aiiiiaheriid die von der Balinerschen Fennel geforderte 
G e s e tz ni a s s i g’k e i t an f . 

Damudi scheint die A.nlelmung an die gelaufigsLen Hypotliesen- 
l)ildiingen der Physik sehr erschvvert. Bedenkt man noch., dass 
der Sclduss aus den Schvvingungszahlen eines ziir Zeit iins nocli 
ganz iinbekannten Systems auf die Gesetze seiner Bewegung kein 
eindeiitiger ist, so vvird man die Aiifgabe der Tlieorie so stellen 
diirfen : 

Unler iiKiglichster Anlelinung an Mcchanik oder Elektrodyna- 
mik sollen physikaliscli anschauliclie, mathematische Operationen 
angegel)en werden, deren Interpretation durch die Scliwingungen 
eines geeigneten <c Modells » fiir diese auf die Gesetze der Serien- 
speklren fiiliren; sie soil gestatten, die empirischen Formeln zii 
verbessern, unler einlieillichen Gesichlspunkt zu ordnen und neue 
<iesetze aufzudeciken. 

In diesem Sinn der Fragestellimg holVe ich die Aufgabe im 
folgenden gek’ist zu liaben. Nacli einer Uebersiclit des vorliegenden 
em|)irisclien Materials und der bisberigen tbeoretisehen Versuebe 
werden zuntichsL aus einem geeigneten, mdglichsl einfachen An- 
salz fill' die |)oLe.ntielle Fnergie eines zvveidimensionalen Kon- 
linuums (es sind Fernwirkungen angenominen) die Bewegungs- 
gleichungen desselben auf Grund des Prinzips der klelnsten 
Aktion al)geleitet. Es ergeben sicb eine Hauplgleicliung und ge- 
vviss<^ Randbedingungen; die Lilsung dieser Gleichungen zeigt, 
<lass die Gesaintheit der Eigensebwingungen des Systems das 
V\ a ss ers lolls | ) e k tr u m d a rs tell t. 

Vuf die Spektren anderer Elemente wird man gefuhrt, vvenn 
!rian die Mau|)Lglei(diung der Bewegung nod die Gestalt des Sy- 
stems ungeanderL liisst und nur die Randbedingungen variiert. 
Diese A n naknie filin' t ndmlich za Forme! n ^ die bei geringeier 
Anzahl der verfil gbaren Konsfanien eine besonders im rolen 
Tail des Spektrunis {vesenLlich ho here Anndherung an die 
F rfd hrun g darstcllen a/s bis/ier erreicht ivar. Audi ergelien 
si(di llezieluingen zvviseben versebiedenen Serien, die zum Teil von 
Rydberg wegen der (Invollkomrnenlieit seiner Formel nur ver- 
mutet werden konnten. Der sogenannten zweiten Ivonstante der 
Formeln von Kayser und Runge, die von Element zu Element 
auffallend wenig veranderlich sicb zeigte, entspricht in den neuen 


Formeln eine exakt iinwerseUe Grosse^ etc. Da somlt d 
inachten Voraussetzungen melir als bloss formate Bedeutii 
haben scheinen, wurde schliesslich. der Versiich geniaciiL, 
geeignete Hiilfshypothesen die A usstrahlungsfdhigkei^ 
Obertone des Systems zu erzielen. 

Auf Bandenspektren findet die Theorie keine Anvveiiduujj 


Die empirischen Gesetze. 

Mit \ wird im folgenden stels die Welienldage in Luft 
Rowlands Skala und in Angstrcimeinheiten bezeiclinet ; mil 
WelLenzahl^ d. h. die Anzahl Wellenlangen, die im Va 
auf i cm fallen; abgesehen von der Liiftbreclmng isl v— lo 
V ist der Anzahl Schwingungen pro Sekiinde proportiooal . Ki 
sei N der Koeffizient der Balmerschen Formel, au.s Uov> 
Messungen filr Ha, Hp, Hy abgeleitet. Es ist also 

N = 109675,0. 

Dann schreibt sich die Batmersche Formel 



Von Pickering (M ist im Spektrum des Sternes Puppis 
die Wasserstofflinien sehr stark zeigt, eine ueue Seric von I 
gefunden worden, deren Wellenzahlen sich sehr genau dar*s 
lassen durch die Formel 





(/n H- 0,5)5 


(/n = 3 , 4 , 5 , . . .) 


(^m — 2 falU ins Ultrarot). Pickering hat diese Serie in 
Balmerschen zu einer Formel vereinigt, vvobei der Balmer 
die geraden, derneuen die ungeraden Ordnungszahlen zukorr 
Doch haben ivayser (-) und Rydberg (•‘) nachgewiesen, dass 
der Analogie alleranderen Spektren diese Darstelliing nor zi 


( 1 ) H.-W. PicKERim, Barvard College Observatory Circular, Nr. 12 
As trophy s. Journ,, t. IV, 1896, p. 869. 

( 2 ) H. Kayseii, Astroph. Journ., t. V, 1897, P- 

( 3 ) J.-R. Rydberg, Journ., t. VI, 1897, P* 288. 


1. 


7,1 H SKIUKNHPKKTHEN. 


iiK’i^lich isK <iass uir viehuc^br in der Bidiner'scdien (lit* so- 

ta'stc* N<dH‘ns(‘riis in <b‘r Pick<‘rin^s(dien (li(‘ zvv<‘ite Ne- 
bt‘ns(‘ri<‘ vani \\ asstnslnl! halnni. 


Kin* /// r~" i f‘r|;ibt sicb mm v — tu 1 Njudi 

\nali>^it^ cbn* andartm S|H*klrfni s<)llt(* tbin^ b(‘rv<)rra^<m(l slarkt‘ 
(juir, (lie* ( irmullinit* tier I lau|ilsrri(Mln‘S(‘ Wcdlcmliiu^e aufvveiscni, 
w as sic’li fa‘sliiti|»t bal ( * ). I )it‘ wc‘il<‘r(m Iaui(‘n der Haupt- 

sfM'ie liegt'n in» l'hnuinb*tUm und siiul vvcj^cm d(n‘ altnospbariscdicn 
Vljsorpiltm uusitdiUmr. I)ia borniel (b‘r llauptserie isl. luudi 
B vdber^ 



Daniudi lH*Ht«du das W assei*Hlnirsp(*klinim dt‘r N(d)(dslern<^ aiis 
ilrtd Srriim: fiin'r st»hr inlfiisivcnt, \v<‘itiiu IHtraviobuieindi^entbni 
St‘rii‘. init stdiarfVm LInirn, der « nmi|)lH(n‘ie a; einer vveni|‘er in- 
teusivim a Nidamsin'ii* »» mil verbrtnt<*rien Lluitm, der cinzigan, 
dia v\ir kCmstlicdi darsttdlrn krmnau : imd ainar nocb H(!hwa<dun*en, 
atun' HcJiarlVnm «» zwaittm Nabansaric* a, di(‘ an dams(dl>an Punkt 
andi|»t wia dii' erniv Nabanst*ria, In jadar diasar Seri<*u niimnldie 
InNmsital ab mil \\a<diHandai* ( )rdmingszahl. 

(iiui/, iihnlirh ^abaul arwalsl siali dasSpaklrtim von Lithium (*"^) 
Anali liiar urdnan sl< b <lia Idnlan in drai S(*rii‘u mil gauan (lain 
lH*s(iroabanau AussalH'n; wiadar zaigt slab ain iminar niibaras 
7aisammaiiru«*kaii dar Linian jt^lar Saria, wann man von Bol 
nacdi \ iolatl gabl, 

Vnah Nil, K, III), CIs zaigan dJasalba Ersabainung’, nur sind dia 
Idniati doppidt. \ tin Hiirtlaj (* ) nnd Julius ( ^ ) isl liamarkl wordan, 
class dar Abstiiml dar Kompunautan jadas Ibuires^ gema.ssan in dar 
Skida dar AVallara/alilaii, iilsovi— konstant isl. Dii^s « (iesalz 
dar konsliiiitan l.>i flare iizaii »» but stab von b(iabsl allgameinar 
(iidtigkait an%it»san. 


( ‘ I Ilvwiriiii, im\ ri(., |i, 

C IHe IJfiirii siiitl WiifirHciiPiiiliali sehr Fwut'r, vgl, A. UA«KNaACin Ann, 

ti, l, I\, IlftK-Jj !»,. 

( ^ I \V '!M. ff Airrm , /aura, ftwm, tar., i, ihS-a, p. ; PhiL Mug,, fa s4rie, 
t, \X\I, |i, ri'w|, 

(‘I V. A, JrriaM., Xftiuuri,, tier Kun ikmt, a, Wt^te.tnch, AmHtenfum^ 

u %XXt, tmn., * 
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OEUVEES Dli WALTllKR EITZ. 


Dies gill fiir die Nebenserien. Fiir die Ilauplscirlc vver' 
Paare mil ziinetimendem v iminer erigcr; das I^uu' ze 
selbe Differenz v, — Vo wie die Nebenserlen. 

Die Elemente der zvveiten IMeiKlelejefscdu^n (iruppe 
Triplets an Slelle der Doppellinien; die Hau|)lserie isl noc 
gefunden, fur die Nebenserien gilt wieder das (i(‘setz d 
St an ten Differenzen. 

Bei Helium (') hat man zvvei Nebenserien und elne Hai 
von Doppellinien, dann noch zvvei Nebenseri(;n und eine‘ 
serie von einfachen Linien. Das sogeuaniUe (.ompoiii 
train (-) von O zeigt dieselbe Anordnung, nur dass an Sn 
Doppellinien Triplets treten; an Stelle der einlacdien 
Doublets. 

Wenn die Linien einer Serie Avegen ibres gmneinsaine* 
ausgepragten plwsikalischen Cliaraklers sidion sehi' friib ii 
Fallen als zusammengehorig erkannt vvai'en, so baben die 
suchungen von Range and Pascben (^ ) (ilxu* das Verbal i 
Serienlinien im magnetischen Feld diese Zusamnienge*hr»] 
unabhdngig von jeder matheinatischen DarsUdlung, <1 
dargetaii. Danacli zeigen alle Linien einer und ders<db<M 
qualitativ und quantitativ dieselbe ineist ziemlicdi konq) 
Zerlegung, wenn man die Skala der Wellenzahlen zu ( 
legt; die verscbiedenen Komponenien cines Triplets gelx 
schiedene Zerlegungeiij ebenso die verscbiedenen wS<n*iei 
Zerlegung (in der v-Skala) entsprecbender Linien verschi 
Elemente ist qualitativ und quantitativ dieselbe. Man hat I; 
von aller Willkiir Ireies Mittel, die Linien zu Serien zu ord 

Es handelte sich nun darum, fiir diese Serien Forineln 
stellen, die der Balmersclien entsprechen. Dies isl gleic 
von Kayser imd Runge (') und Rydberg (») versuchl w 
und zwar ordneii sie die Spektren im vvesentlicdien g 
dei'selben Weise. 


(') C. Runge u. F. Paschkn, Aslrophys. Joarn., t. lU, p. 

(=") C. Runge u. F. Paschen, Wied. Ann., t. LXI, i8()7, p. 6 'h. 

( 3 ) C. Runge u. F. Paschen, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zi 
1902, p. 38 o u. p. 720; Abhandlungen d. k.Akad. d. Wissen$ch. zu Berl 
(^) H. Kayser u. C. Runge, Abhandlungen d. k. Akad, d, Wissei 
Berlin, 1889, 1^91 j 1892. 

(^) J.-R. Rydberg, K. Svenska Akad. HandL, t. XXIII, 1889. ' 


I )i(‘ l>aliu<‘rN(‘lH* laul<‘l 


‘ :N (4 - 7 ); 


vs Iaj4 uain* viiiv luitw i(*kcltnio von {\vv k’orm 


( w ) 


<HhT 


I h V 

A fH fit ^ 

« , // r* 

C tt ) - -z \ ”•■ 7 


[ m ™- I , 3, . . . 


anziis«‘lznn und mil dint orston (iliodcni ahzuhia'idnni . In ilnani 
aus^(*dc‘hul<‘ii \ nlrrsutduiii^fn Imbeu KaNs(‘r und aiif 

( irntid ihriT sv\tr hdinni \Ii‘Nsun*;<‘n na<*h|4(‘\v i<*s(‘o, dass di<» z\v(dte 
Kornnil dii* litHdnuditun^ in din* 'Tat scda* j^innui darstidlt. Dahoi 
zfigti* sii'li, da^^i uttdsl <lii* nitnlri^slcn ( )i*dnni)»Nzald(ni ('z o(ler.’>) 
dm* rrstcn rotinu bindairhletcn lania nntsprri’bnn ; war (lias niclil 
d(*r Indb (*(|»iilM*n dti* boruicin laniini ini llltrarol, die saillu^r 
in dar dal von ladiiniinn (M nnd l.anis(-^) ^Wisshnilidls lundi - 
i;a\vic‘s«*n sind* aina sidnina Bi'^UiliMtin^ <i<.p l^’oriindn. M(‘rk\viirdij»(0’ 
\v(‘is(» blaibt dai* zuaila koanizi(*nl // zvvi.saln'n /.iandlcdi (*nf»(‘n 
(Inni/ant ain^aHrldo>sai», walirand dai* <‘rsla nnd dt*r driiu* vou 
S(?ri(* zn Saaia stark \arii(*r<*n. \\ abnoid ainn* Inn dm' (n’sU‘ii 
Naliansaria die Abv\ai<*liung(’n yAsisaheu Hei'lmung und lk*<)l>a(di- 
inn|^ inidsl iniiarhalb dor b'oldorgreiizen ll(*f;an, haban Kay.st*r 
und Hnngf* liai dar niadri|»Htini ( Jrdiinngszahl in dar llan|)lserie 
und darzwailan Nabousaria salir starka Xbvvaiabungan, dia bisauf 
'Mh) 1 . K. I bai r*H t anfslaigan. Ks lablan soniit in ihren Komndii 
( iliadar mil Indiaraii Botanzan \un \ ; if/, ist dur(di (u’na rasrii 

kouvargatita f ^otaiizridlia diirHlallbar. Dia bkislanz (dnar (Iranxa* 
ftir A tun w x ftd|;t iius dlasaii iMirmidn v\i(»b(!i Wassarstoir. 

H\dbt?rg I /or\ IV/, t baiiutzl di(* Formal 


ih) 



( /I - I , V, 'k . . . ) 


dia ar ttk \iif*ini;sj*liad dar sahr kon\arf»aalan Fnlvvi(tkalun|; eiiior 


C^l li. i/i/i, #/. i V, (niu, p. (>33; t. VIU, p. (»'|3. 

f“) K. LiiWiw, Aiii-vpk. Jutifit.t lb p- *• 



A. = /(/i-f- (x) 


B 


( /I -4- (X )- ( // 4"“ [l 




betrachlet. Er setzt daher B aus der Balaun'sclien Form< 
sodass er nar Zivei willkiirliche Konslante A iirid [x verfii^’h 
Die Uebereinstiminuiig ist aber we.sentli(^li schlecliler n 
Kayser und Runge, uad dalier die Forniel sehr verbessenii 
durftig. Bestimmt man dagegen B fiir jede Serie in geei 
Weise, so wird der Anschluss (bei drei Konstanlerj) mi 
von Kayser und Runge erzielten ziemlicli gieicbvvertig. Ki 
sich, dass B innerhalb noch engerer (iremzen variabel 
wie b' in (a). 

Fiir die rote Linie der Hauptserie neinneu Kaysci 
Runge zumeist die Ordnungszabl 3 an, nm den bestmiig 
Anschluss an die Beobachtung zu erbalten. Bei lii, lie di 
zeigt sich, dass = 2 gevvahlt werdeii muss. Bydberg hat i 
n = 2 (vvenn seine Konstante [x zvvischen — 0,5 und -+«o, 
nommen wird). Da ist der Hauptserie von WasserstolI‘ 


I 

X 



i 


die Grundlinie der Ordnungszahl m=z 2 enlsprichl, so ist Ic 
Wahl sicher die zweekmassigere. 

Bei He, O, S, Se benutzen Runge und Bascdien (lor, cii 
Formel 


die man als Anfang der Entwdckelung von 


I 

X 


= A-+- 


B 

( m -h (x)2 



2[xB 

ni^ 


auffassen kann. Bei alien Formeln warden die (Iruntl 
(n = 2 , 3) besonders schlecht dargestellt. 

Dass Rydbergs Formel der von Kayser und Runge in f (*) 


(*) Vgl. G. Runoe u. F. Paschen, Wied. Ann., i. LXI. .H,,,, p. (i«4. 


s{‘ni Sian lihrrh^^aa is(, dia I^I('k<‘ria^,s<‘lic 11-Serie, deren 

( ileiiduin*; 


oenau cli(* llvi!hrr|;scdH‘ l'’uraM‘l hat. 

llvdlaa'g hal atif Ciraiul stanar h'oraiel (*iu(^ Aazahl (leselztt 
geduadaa, tile mhi Kavser atitl Bunge i^uin Ttal hesliiligt warden. 

I. /He* he tilt* fi Xehen^^erieti endi^ea (tn derselhen S telle: 
heslelieu sit* aits I hippelliriieiu n<» liat ituin Zivei den Ixaden wSerien 
gena*insaiiH‘ Kunvergen:f,|Hinkle. I)ie ernten KonstaiUtai A niiisseu 
dana in den hnrnielii tier Indthni Seritni ithnuiseh stun. Die 
fnng dH*ses (jesef^^.en erft»rtlf»rt Bxtraptdatiaa auf ///r -roc, and das 
(tt*st*t7. y,t‘igl *'leh hei den lAirineln vtni Kayseu’ and Bunge we- 
niger genau erlullt wlt‘ lad tltni Bvdhergsehen. Kine Zusain- 
inensttdhmg th*r \Aerte von \. tile an deni (leselz kaam eiuen 
ZweifVt InsHetK giht Bydberg ( * ). 

II . />ie thippellifiiefi der Haitpfseriert hahen eine ffe/nein- 
same (irenze^ wie aueli Rayner and Bunge angtditm. 

III. I He IJfiien det* ersiea Neheaserie liffheti einen koni’- 
plizierleti Haa : nieht tile intenHlvsten Linlen, sondern dit^ a Sal- 
leliten »i geben nnleretnatider die ktniHtanle Diflert^nyi der Wellen- 
zahlen, ninl zwar dieMdtie w te tlit* Baare l)zw . d'riplets dtn* zweiten 
Nebenserie, 

Diese^fe lii‘Heiz ist idienliilD von Kayner and Bungt^ (^) zuge- 
geben. Ant ^olbiainligHteii ist die Anctrdiumg der (^)uacksill)er- 
linit*n f in < iei^^leiTohren i Itekiiiint, die nh Beispiel folgen intige. 
Kh Hind niieli llyilbergH Bi»zeieliiuiiig b/A\ . ^adie Dillerenzen der 
\A”fdleiiziililini tier ersitni ntid zweiten, bzw. zweiten and drillen 
Lillie eiiie?i l‘rtplelH. Fur die zwidte Ntdienserie ist v,==4b33,o; 

— I I itit \Iitle! K 


(‘l prmenlm nu Congees internutlonai de Phy- 

stijiiift 1* II* l%iri« Niwi. I#, 'if'f, 

iC) II. IC4YHt‘it. Pmniiimeh, t, ft. u^*», |i, 


1*729^^5^0 4t^3‘>.,39 3 i 9‘*.8,99 1767,82 SSGgG, 

3 ,o 5 2,96 3 , 

27299,65 4632,30 31931,95 17^759'-^ 38699, 

60, 1 3 60,06 

27359,78 {682,28 81992,01 

35 , i 5 

27394,93 - — — 


IV. Die Differenzen v^, Vo sind innerhalb elner urn 
selben Griippe chemise h venvandter Elernente propoin 
dem Quadrat des Atomgewichtes, Diese Bezleliimg ist ni 
genahert. 

V. Eine Letzte ivichtige Beziehiing ^^erbiiidet die Haup 
mit dev z^veiten Nebensei ie. Sclireibt man fiir erstere 




fiir letztere aber 


= S — , {m = 2 , 3, 


so findei man, class 


(H- 5)2 


( 2 -h a 


sodass beide Seriea sick zasammenfassen Lassen in 


, ^nT ! 1 1. 

[_(m - 4 - (n -4- J 


Das Vorzeichen ist so zu vvahlen, dass v posltiv vvird. Fi 
Hauptserie ist/;/= i, // = 2 , 3, 4 . . fiir die zweite Nebe 
/I = 2, /n = 1 , 2 , . . .. Fiir die role Linie der Hauptserie ist 




ihrv wdi-e also gleich der Differ enz A — S der Greuze 
Hauptserie und Nebenserien. 

Die erste Beziehung lassl sich recht genau priifen und e 


si(‘h als riclili^, scnveit die Si<dierli(‘it d(*r exlrapolierlcMi ( ir<‘uzeu 

Die z\Nt‘ile Aussag<‘ drt* (ilrieluiuj; ( l\) Isl : 

/)ir iU*r rar/vVe/^ Xehem^erir { u ~ - T) iat 

ident'nvii niit det' emlvti Unit* dev Utmpiserit* [ni^ i, 

l)ies(* lirzielnmi; stditniil ztiniiehsl mu* (‘iiu* vulw Vuiiiihei'iuijj;’ 
zu s<*in luul vvnrclf* bis als s<d(‘lH' lM*tra<*blt‘( (“). Man nuiss 

jedocdi IjerrieksiidiU^eiu dass dir Priifun^ d(‘r.s<‘llHui s(dn' 

vveile lv\tra|HdaU«m d«‘r b’nrintd rO verlan^l, na<*h der Stdl(‘ (bn' 
kleiiier(‘U Onhitut^' 4 */addeu bin. Seboii von n : aiif /? wird 

die Kxtra|Hdahon nM'lit ungtMuiu. sir kanu lue // =:: i nnsic'lun' 

\\(*rden, uInt es isl dnrt'b dirsr nian| 4 <dball<‘ lJ(dH*t*<*insl ininum^ 
niil der lirobaebtung ui('bts 40*407/ die /nsanniK'n^tdHU’i^kcnl (b*r 
Serl(*n beuiesen. Selir 47777/5/ vvird dIc‘H(dl>e da;;(‘|»(‘n dur(!li fol- 
^(oub* d'atsiH'lieii : 

lb*lnieblel man ein Sp(*klriiiii \<m I >o()[M»lliu!en, so laul(*n die* 
lAnaneln naeli Hvdberi* : 


lbui|>lsetieti : 


( a i 


il) 


t I 

11 ' ,v }’^ I /I * 1 ’^ 

'' I ' ' 

f n * V ! /I ! 

Mrs 1 1* N i*bfO>sf*i !<• ; 

\ f m ^ tt j 


» r Jit I* ) 


|7| 


t { 

( m « 7 I* i 'i I' pt 


I [ 

iNl 1 


0,‘K 


' I 

I H ^ $1 ’ ( 'i ’ (if ,1^ « 

7 t !:"■* 7;i, so er|*ibt 7| fur die HimptH(*ri(* mieb (a) grr>ssere v 


I t 

i ft * A‘ 1 '^ C -f -( Jij H 

' 


(^l J,7t. liviiiiiano //7/#/«77,f, t. lb p. l^bit ritic Zusamtnen?at*lianK. 

i’^) II. KaVsi;.ii, fftirniiturh, I. lb 



(absolut genonamen) als pio ; kleinere nacli (y) fiir die zweite N 
serie. Es rniissten. sicli die kleinereii Wellenlangen des Doi 
der Hauptserie iind die grbsseren in der zvveiten Nebenserie 
sprechen/ und vice versa. Nun findet sich : 

1 . Die Intensitaten der Roinponenten der Doublets zeigen 
Hauptserie die umgekelirte Reihenfolge vvie in derzweitenN 
serie. 

2. Die Abstande der Komponenten sind durch die Foi 
(a), (P), (y) se'hr genau beschrieben (*) (naheres vgl. unteri 

3. Die ersten (mehr nach Rot gelegenen) Romponeiite 
Doublets der Hauptserie zerlegen sicli irn magnetischen Feld j 
wie die zweiten Komponenten der Doublets der zvveiten N 
serie, und vice versa (-). 


Resonders letztere Beobachtimg spricht sebr fiir einen 
lichen Zusammenhang. Audi ist bemerkensvvert, dass bei W 
stoff, w'o die Formeln sich der Erfahrnng am besten anschH< 
die Rydbergschen Beziehungen sich als vollkommen exakt e 
sen haben. 

Vorgreifend bemerke ich, dass die gerade fur die nie 
Ordnungszahlen viel genaueren Formeln, die ich auf Grun 
Theorie gefunden habe, eine weit bessere Uebereinstimmur 
Rydbergschen Regeln mit der Erfahrnng geben : bei alien 
menten, wo beide Serien bekannt sind, fdllt die extrdpo 
Grundlinie der zweiten Nebenserie in die unmittelbare 
der Grundlinie der Hauptserie; in den Tabellen (vgl. r 
Sind direkt beide Serien durch eine einzige Formel 
gestellt. 

Weiter zeigte sich, dass die zweite Konstante der / 
Formeln genau unhersell ist, ein Resultat, dessenDeutun 
als sehr einfach erweist. 

Schon Balmer betrachiete seine Formel als Spezialfall vor 


- = N 

X rrC-n- 




(^) C. Runge u. F. Paschen, Wied, t. LX I, 1897, p. 664. * 

(^) C. Runge u. F. Paschen, Sitzungsber . d . k . Akad . d . Wissensch, z 
lin, 1902, p. 38 o, 720; H. Kayser, Handbuch, t. IT, 1902, p. 670. 


wlnl luau dass Wasst'rslolF auss(?r (l(‘r Scrie 

t:v/Nr:::: J 1,5)“ -I ' /// - U ur luliX'h tli<‘ Si'rieil -hv/Nr^ I (•J5,5')-- - 1 ////-, 
r:vr= j/|5,5}“ I ///“ v{(\ /.vv^l. Ks laulcn daiui di<‘ l^'ornudu des 
H-S, a‘kl!aun,s: 


( A ) 


V I I 

A " n'* 


V » 

N ( 7i \ » )« 


I 

- (/>/,/( I , 'A, 3, . . .). 


|l(‘rrirksi(d»li|»t mim ntitdi Aiv I )arslp|lhark(‘il den' HauDl*. imd 
N(dH‘Usc?rHMlur<di fine tda/d^r Foriutd bed allra EbaacuiUMi, sovveuL 
die lu'fabruttg rcdtdil, winl man vvnld mil Hulberf;' es als sfdir 
wahrsedudnlicdi iH'trarhteii durfeu, dass tiir SerienfornK^hi 
eii^etitlich mit \villkurt{rli(*n i^dnzpn Xtthlen zti srhrdhen 
si/if/, Dabid liatten dann [msilive uml m‘|;aliv(‘ Sedivv iui^uu^s-- 
y.aldtm difHtdbe Bed(Mi!un| 4 , Manerkeunl sofort, da N r;— !()5H{7fd,0, 
<luss die liicdit beohat*hteN!ii ( irtmdliiiiim, die* d<‘U Ordnungszaldea 
I, *>, in den Seritm entH|)re(dH*u, inn auHHm’.ste liltrarot bez. l'hra"“ 
vinlett fidbm. Henn en enlsjireidieii nieb Idlgende v and A : 


V tueoa 

/, \,-M, tocHiti Hjeo I I> biftiea | 


lioon ‘hmhh> 

, \ < «i‘eie/e l>ekHnntea 

MOO •»(»!)«> 

/ Speklrcn. 


W eilere Seeien, «lie den iMnanehi ' v !S j t / ///‘-^ • 

m t, d, B . eutH|»re<dteii, tie*gen i^air/* im Idlrar'ca be/., I lira- 
violellj bis auf tlie sebmi vein der HidiaerHcdnm Seri(* anfgeiUHU" 
nienen Linieii: ilire lutenHiiiit i^t wabrnebeinlii b ^cndu|i^e*r als die; 
der lel^Aertm Serie. 

Die* Fearinelii ( A) \erbinge*n alsti, diiss im aiLS.st*rHt.e»n lUtrarnt betz. 
r Itraviedett wtdiere Serien den V\ iiSHerstedls paralled der bekannlen 
verliinfeiu ibre Wtdimdiittgeii stud dureh oldge l‘\u*medn (A) sedir 
l^enan vnriius mu iNTindtnen, 

Bei lien aiidt*ren FJrmienteii gilt iibnlicdH!H, «;s sine! in noedi un- 
Imkiiniitim, nder nuiir iiiiuigelfiaft bekannten (leddeien (lets Spedi- 
trnms n«!iia zu rmuHmh die; siedi ann d«!n liekannlem durch 

die uiiten angegebeiieii Ff»riiitdn e%triijHdiere*n lasseiru Die vvemigen'i 
S|H*kiren, bei v\e!eben sieli itri Dndb und IBau Liniem en‘gebf!n 
warden, bisseri die genaiie Bereeltming nitdit zn, da die Haupt- 
serieii iitieti tiiebt liekiiiiiit sind. (Naberes vgl. unteu.) 

Fine eiilselittideiide Driifting der zii (A) fubrenden Annahmc; 


muss also der Zukunft Qberlassen bleibeo. Docb scbeint es 
im jetzlgen Stand ur)serer Kenntnisse der Linienspeklren 
wenclig sie heranziiziehen, urn zu einigem Verstiindnis der I 
sachen zu gelangen (^). Die Miiglichkeit einer kiinftigen Prtif 
dieser Hjpotliese rechtfertigt dieselbe ebenfalls; es liegen da 
die Formeln 



der hier voigetvagenen Theorte zu Gi'unde. 

o o 


Ubersicht der bisherigen theoretischen Versucke. 

Die tlieoretisclie Erklariing der besproclienen Gesetze ist 
jetzL nicht iiber die ersten Anfange hinausgegangen, vvobl vor al 
weil keine matheinatischen Operationen im Gebiete der the< 
tischen Physik sich fmden lassen, die aiich nur annahernd 
Darstellung der Verhaltnisse geeignet vvaren. 

Die Literatur iiber den Gegenstand ist in Kaysers Haiidbi 
zweite Aidlage, Band II, p. 597-609 aiisfiihrlicb ziisammengest 
beziiglich der Einzelheiten darf.icli darauf verweisen. 

Schon im Jahre 1870 hat Stoney (-), indem er die Beweg 
eines Punktes diirch Fourierscbe Reilien darslellte, die Exis 
harmonischer Beziehungen zvvischer) den Wellenlangen plans- 
zu machen gesucht. Spaler hat er in ahnlicher Weise die I 
pellinien als Stdrungen einer elliptischen Hauptbahn zu erkli 
versucht. Diese Erklarung der Doublets ebenso vvie die 
Julius (■‘) (dnrch Ivombinationstone) sind heute hinfallig gewoi 
(vgl. Kayseii, Handbuch, he. cit.). 

Unter Annahme einer periodischen Exzitation stellt Jauiuarn 


(^) Bei dea Bandenspektrea ist von Deslandres (naheres bei IJ . Ka' 
Handbaclh^ t. II, 1902, p. 470 ”i 9 ^) die Abhiingigkeit von drei willkiii-li 
gaiizen Zahlen nachgewiesen worden. 

(') G.-J. Stoney, Phil. Mag., serie, L. XU, 1871, p. 291. 

(^) G.-J. Stoney, Dublin Trans., 2» serie, t. IV, 1891, p. 563 . 

(') V.-A. Julius, Natuurk. Verh. k. Ak. Wet. te Amsterdam, t XWI, 
(^) G. J ATjMAJiN ’ Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Wien, t. G 
II, 1894, p. 317. 


(lie dun'h i’\)uri(‘rs(‘.he. Iltn'lien dar iirul s(‘.hli(;ssl 

aus (li(‘stM' I )arsltdlun‘j;' aui die Kxisltjnz einca' ^eossiin Anzald 
{((luidislanlf r IdaiiMu dii^ iii<t l)(‘()l)aelitcl siud. derarlij^(‘ 

Deutun^ d(‘r <‘in7.(diHM( (Uit^dtir (diuu' l'\>uri<‘rs(di(Mj lUdlu^ Isl i^anz 
uubc'rtH'hti^l , M an \\tir(l(* (dxfnsoj* tit naidi Wurztdn von :/■ 

ill der Korin 

ill /'/.r 

Jimd * 

t 

enlw iekedn kiinneu : di(^ ffi sind dann Ixdvunnllitdi \vi<‘d(‘r hiKsliiunUe 
liit(‘grale s\u* in b'oiiriers Knt\vi(*klnng ; man krmnlii so aid un- 
endrndi \iele andt»n* Speklrallinien selditjssmi, 

l)i(! Vnalofiie* der l)oubltMs und d'ripli^ls mil dein Ztamiamdlekl 
liat u. A. lainuor t * ) lu*r\ orj^tdiolnm. Sie erwtn'sl sitdi abin' als 
(‘lnt‘ ndn Hiil.c, man nitdit nur dit^ fS (dxmstu’itni mil 

ihnni ii(|tudistanten Linitm, sondern amdi die I laufilsericm mil 
den raseb (*n|;<‘r wtnabnulen I )otddels Ixn'iitdvsiidili^l . 

H(?7U^Iieb der \rbeiten von Hcn’stdnd und Sulh(n‘laad ('*) 
stdatd tias llandbueb von Kavsin* { /oe, evV. ) verwitjsmi. 

Dem Stanilpunkl d(*r l^leklronenlheorie niilnni sitdi ,b‘ans ( 

Kr dmikt sieh idne Kn|;eb besttdiend ans konzeiilristduni SelueliUm 
positiv und n«*| 4 at iv f;elad<‘ner lonen, (b*r(*n \nzi(duin<; (!in(^ I’unk- 
lion tp(/'l der Knliernnrif^ r ist. l‘'rir |;rosse /• isl dann //•'** 

(r/ konst, h liir kleine muss eiin* \v (»S(‘ntli(di andtna^ b’orm be- 
sil/.en, da sonst stabiles ( deiehgew iidil nnnn’i^lif'b wiirm Liisst man 
di(* d eilelieii uiteiiillicdi kbdn werden, so kanu man das Sehwim 
»nn| 4 s|irol)lem diireb Mntw iekelungtm natdi Kugidfnnktioncm Indian- 
dcdn. AnfCiritud der as\ in jitotisebeu (ibdtdiuni; '^(/•) will 

J(‘aiis beweiseii, dass eine (Iren/.e der Sehvvinguu|;s7aldeu (dn« 
treleii miiss, idso die Serten erklaren. Dass dies in s(delH‘r All- 
l*emfdnlitdl nielii ritdilig isl, /.c‘igt stdion dm* Innstand, dass d!<‘ 
moleknliire Idieorie der lilitsti/dliit (dner Kuf^el, d!(‘ von (b!ns(db(m 
\iisrhiHinn|»eit iiusgidil, bekauntlitdi nir/it /ai (dner (iren/a^ (bn* 


1*1 ,L /*/i.#/, -t/iig., :e H<*vin^ 1 . \l.IV, tStj-j, p, jit'L 

S. Iliaisiaiij,, /'kif i0rp\ Uitm iHijft; lIiiKW, Antrophys^ 

I. VII, |», 

I ’I \V. Sr sriae, l. II, Mj«n, p. -iP"). 
f*i J* II. n*' si’tir, t, U, lyoi, p. j'U. 


Schwingungszahlen fiihrt. Auch kann ich in den Entwickel 
p. 434-437 keinen siichhaltigen Beweis iiir die Behauptun 
Jeans finden, da ich die ausgefiihrLen Grenziibergange fi 
denklich halte* Es muss iiberhaiipt der Verlaiif von cp(> 
kleine Entfernungen weit mehr als der fiir grosse die Sc 
gungszahlen bestimmen. Aiif spezielle Spektren wdrd in der 
nicht eingegangen. 

Fitzgerald (‘), Schuster (2) und Rayleigh (^) unters 
den Fall, wo die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wei 
einem System von Korpern eine Funktion der Wellenlan 
W'ie in Gauchys Dispersionstheorie. Man kann dann eine C 
der Schwingungszahlen erzielen, besonders wenn man sic 
Spektrallinie von einem anderen System von Kiirpern ausg 
denkt. Doch bezweifelt Lord Rayleigh, ob solche Ana 
berechtigt seien, da bei ihnen im allgemeinen das Quadr 
Schwingungszahlen v und nicht, wie die Erfahrung \e] 
V selbst in den Gleichimgen vorkornmL. Er schliesst auf ki 
tische, nicht auf dynamische Verbindungen. 

In diesem Sinn hat Hr. Riecke die Schwingungen 
Ringes untersucht, indem er als Integrale der Bewegiing ai 

? sin liTTjoZ, 
n 

A,i sin/icp cos2 7r/>if 


(a Anzahl der Knotenpunkte eines Ringes, w,, zw« 
Zustand beschreibende Grossen). Soil p durch eine Forix 
Art 


%T.p — a-\ -f- 


c 


(’) G.-F. Fitzgerald, Rep. Brit. Ass., 1894, p. 689. 

(^) Al. Schuster, Nat., i. LV, 1896, p. 200. 

(*') Lord Rayleigh, Phil. Mag., 5 « serie, t. XLIV, 1897, p. 356 ; 5 “ serie, 
1898, p. 567. 

(*) F. Riecke, Phys. Zeitschr., 1 . 1 , 1899, P* ^0; t. II, p. 107; Ann. d 
t. I, 1900, p. 399. 


<>vliu class iiiau fiir //,, ((.^ das SvsUmh au.selzL 


it* it 1 

it* 

■ ti ~ i 

h * 

Cli» ■ 0, 

a# tty* 

tty 



r * //., 

*i* ti, 

■ ft 


’• ('til 0, 

til tJy* 

thif* 



E\ne l)(‘utun|; dlc*sfr < ilrnduiuj^cni isl his jelzl ntadi nicdil 

Ktinuiiirii iiiaa t*U\a so hd^t fiir t‘in(‘ ( ileicduinf; 
zc‘hnt(‘r ( )rcliuin^. 

Nacth deu MnirUa’im^fU iit <hT Kiahdtuug isl das VerlialUvu dvv 
S|H‘ktralsrr!t*u luit dta* Vuuuluitc* ndn (duslischta’ odcjr eleklro- 
tlynatniscdH'r Scdiw in|;un|4fn tuu ♦aa'inhar. Kolarc^k (M and 
I/HHh‘inana (^K dii* \tHi <h»ratii»«ni Vuiiuhrncii ans{^'(^{^aage*n 
siiid, J4rlan|;t*ii dahnr aur zu cdatau Zusanmuain'icdicai (duzelaca* 
Liuicn; tlia BalaH*rstdii» iMiraiid aiadi uur aagcaaiharl zii er- 
haltna, ist ihara imiiMiglirii. I)in vtm lira, Liudeaaatia aurj»C“ 
Hi’/ji'lumg zii di‘u At«aag«*\\ icditau hul dcshall^ auclii kauia 
Mrchnituag. 


Die 0ruttdiagen der Theorie. 

h’tir dir Tlirurit: dt*r Sprklralliaic'n kcHuauai van vorulunadn 
zvviti vrrs^ lurtlnir Amialuara in Ihdrachl. Man kann, aus|j;<di(*nd 
vain Zrriiiaajdiauaiara^ dir %Srh\\ in|;itn|;en tnazrlner Krn*|)(*r hr/. 
KIrkiranrii uairrsurhrn, dir sirh in vrrsrhirdrnrn ( ilei(di|;evv i<dns-« 
lagrn adrr Kauslrlliiliaarn brtindrn. Migrsrhrn van deni schon 
rrvvahnlrii Kinvvand Mm Lard Hiiylrigh, dass sicdi <laun diet ein- 
fatd.istrii Cirsrtzr atif das <^hintlritt drr Sedivvlngimg.szald, nicthl aid 
dirsr srlhst hrzitdtrn fvvir t*s dir Bidinrmdir h'annrl, das (Irsrtz 
drr kanslanirn DiOrrrnz n. lu rrfardrrn), srhrinl tts stdir schvv (‘r 
auf tlirsimi W’rg rinr zvvrifindi imrridlirhr An/ahl von laAiien, 
vvie sir Irri drn LiitiriiHprktrrtt zii rrvvarlen isl, adrr gar einet 
drrifiicli yiirmlltcdir, wu* sir DmhiiKlrrs (**) CirsrUct fiir Bandrii- 
Hjirktrrn rrftirclrriu zti rrliidlrii. (Irradr Irtztrrrr (Jinstand zwingt 


(‘I F. IvriA^am, Il'ir#/, l. l.VHh |»« ■*7i« 

F. Siis, ■ t, XX\f, p. 

II, if *11/11/## rend,^ i, CX, *%«n p. 74H, 

IF. 2 



fur die Bandeaspektren auf Schwingnngen ernes [nacli Run^ 
posiliv elektrisclien] dreidiniensionalen Korpers zuriick zii gr< 
imd filhrt damn von selbst ziir Annahnie, dass die Linietispe^ 
iliren Urspruag den Eigenschwingungen ziveidimensiOi 
Gebilde verdanken. 

Dies soil unsere Grundannahme sein. 

Bei dieser Auffassung vvird sicli insoferii eine Analogic or 
schwingenden Flache zu elastischen Membranen ergeben, als 
eine zweifacli imendliche Anzabl von Knotenlinien aufvs 
kdnnen, und ihre Schvvingungszahlen Fanktionen zvveier wi] 
liclier ganzer Zahlen sind, wie die Formel 



verlangt. Malhemalisch eingekleidet besagl diese Annalime;, 
jede stetige, fiir den Zustand cliarakterislische Grdsse cj? in 
Abhangigkeit vom Ort durch eine oszillierende Fiinktio) 
geben isL 

Man vergleiche die Formel 



mil der fiir eine transversal schwingende, quadra liscbe Men 
giiltigen Formel: 


(A) 


±2, dr 3 , 
71= dr I, dr 2, dr 3 , 


wo b eine Konstante, p die Scbwingungszalil bedeutet. Sin 
Seitenlangen 2a, sind die Koordinatenachsen durch den IV 
punkt parallel zu den Seiten gelegt und ist der Rand festgeh 
dann ist das Integral der Elastizitatsgleichungen von der For 


A c) sin 


mizx . 

sm 

a 


mzy 

a 


(A, c, Konstanten). Dass die Quadrate der ganzen Zahlen 
ohne weiteren Faktor verbunden erscheinen, istFolge derG^ 
wertigkeit des Quadrates in der x- und jK-Richtung. Dass 

(‘) H. Kayser, Handbuch, t. II, 1902, p. 660. 


lyj 

Zullirn uihI iiit'hl, wlv Unilirlt, Wurzc^ln I ranszeadeiUer I^'unk- 

lioiuai auftn'trti, fol^t drin I lustand, dass in deiu ltU(‘^ral 
mir sinus uud (‘usiaus vorktuniutui ; die (d nj^nd'iihrli* ( iniudaimalune 
fiilui al>n in unhl nitdit all/.u \n illkiirlicdnu' \\ eisi! dazu, lTu‘ das 
deal W asser’sKdKpektruni eiilspnndiende Sfdiu inj*(‘nd(‘ (lel)ilde 
eljenfalls nur init lri^nni»nH‘U*istdien k'unkl ioinni zu ()|)erier(ni. 
Dainit ist die allf^eineiae 1‘nrin tltu' laistingen (hn* ^esindilen Be- 
vvc'j^imgs^lcdelHm^en festi^eslelh : fVirdle Sehw iuj^un^szaldcni snlleu 
siidi ausserdtnn tlie iMM'nudn 


{ )l I 



<‘r^ebeu, IHe Vnf^alM* ist nniu einf.n lie Ansiiize (nr dl(' poUni- 
lielle l\in'r|4ie des SvsleniHzn !iiid<‘a, die zn sohduni B(‘vv (‘^uuf;s - 
^l<deluiu’»en IVdtreu. 

I)rei I nUu’stdiiede zutscdien tltni I'dirnudn (A) imd (l^j (diarak- 
terisieeea nun <lin SpektritUidiw iunuai^ea f;eg<‘niila‘r den S(dlv^iu- 
liunjiiea eliiHlisfdita* ls.ni‘j>er. 

1. Bei aacuidlit li wiieliHeaden Ordaan^szahlen /;/, // wird /; au- 
<»adli<dn v aher ni<dtt, 

"i. Die lAiraiel I \i etiliiall die Selivs iaj;tm|;szahl // iai (^)uadral, 
in (B) ila|^i»|4eii tritt sie in der ersten Iditeaz airf. 

d, l>i«* Foraiel r\ | ist in w tind /# svnnaetri.seh, (Bj alien* niedit. 

\is sei iineli heiiterkl, dass bei den S|»c*klndseJivvingini|;cni 
ebentsn wie in der Blnstizitatstlieorie, tlas Su ji(*r|»(isilicinHprinzi|i 
gellen aiass, dit* < Irnncigleieliitugen alsn linear nein niiissen. Dit^- 
sedben sullen jetzt iins dein HittniUiinsehen Prinzip tinier Zu”* 
grnndeb^gnng einer geeignelen Fnnn fur die* |inlenli(dle Knergie 
abgeleilet Hertlen, 


Systtma mil ©adliolmr 0r©ai;0 der SebwinguEgszahleni. 

Alls spater zn erurteriideii ^iriinilen liisHen .sicdi j' and in den 
fnlgenden t fleiehniigeit ittebi, \%'w znerst nabe liegtni inekdiltn auf 
einer Rngitliliiebe iiilt‘r|iret.iet*efi. AIh weifaus ein/iwIiHle later- 
prelttliiiii erwelsl sielt die Atttiiditne etiies ehenen^ sahivingenden 


Quadrates ^ die von nun an der BeLracliLun^’ zu Griinde 
rnoge. Die Koordinatenaciisen seien durcli den Mittelpiu 
Flache parallel zu den Seiten gelegt; %a sei die Seilenlang^ 
Massendichte, do das Flachenelement. 

Wir betracliten zunaclistden einfaclisten Fall, wo eiiieGiV 
die wir zvveckmassig als eine kleine Vers chie bung der Pan 
Quadratflache F senkrecht zu deren Ebene deuten, zur Be 
bung des Zustandes ausreicbt. Dann ist die kinetische Enei 
Systems : 




do. 


Die potentielle Eoergie soil auf einer Fernwirkung 
die jedes aus dem Gleichgewichtszastand verschoben^ 
chen y auf ein in xy gelegenes ausdbt. Diese \\ irki 
proportional der mittleren Kriimmung i/pi-f-i/po der 
mierten Flache in y\ d. h. bis auf Griissen hoherer O 
proportional 


1st dann f\{x — j:'), (y — y')\ eine Funktion der relative 
der wirkenden Punkte, d. h. der Abstande geinessen 
zu den Seiten des Quadrates, so sei die « Wirkung > 
Punkte xy : 


(a) 


J* J' f dx‘ dy . 


Als Aiisdruck der potentiellen Energie nehine man (ana 
in der Maxwellscben Tbeorie); dann besagt das Harnil 
Prinzip, dass 

r 
2 

Setzte man f als Funktion der Entfernung 

allein an, so erbielte man, selbst wenn nach der Grunda 
w als oszillierend vorausgesetzt wird, fur also fiir die 


fdwY “I . 

— <I>- = Minimum. 


(I) 




Ivirrj^ir ktnru* l’’unktio!i i * ), .sosiass cirr \ «)r|;aii«; 

int'hl v(»u <k‘r \vi st*in wiirdr.* 7ai riiuMU 

o(*u(l(‘n \nsal/. fuhrt I «*lHn'!e| 4 nn|; : W t‘im sivU 

aufeinrr ( irratlrn < )\ riiH* IIi'iIh* \cui Puuklrn narh dfMU i\f‘ulnn- 
si'Ihui G<‘si*tz aii/Jtdirti, sd ist ibr Pot<*ntial 

a'A j 

Iti <li<*sr Fiiraitd dit* atmtluten lieira^t* | .r^' .^.rAl tlt*r bait 

iVrnuiififu riu. biHsidln* induiH*ii wir Idar au ; itiati bat datin jialas 
Intf^ral mh\ <Irr burui 

I yi r*r5^i| ^ a* I m/j 
* ,» 

y.u /a‘rb*^rii In 

I y « j- I I f f ^ ^ ^ 

* '35 * ' * 

./ r k(HmiH'n daiiii iHudi in <!i*n <irt*u/rn diw lntr|»ralH mh\ ttnd «I» 
kauri ON/.i!liut'f‘ud v\urilnit» 

lb*scujdrr*H riabidin|;ruil int iruu din \iiiiabuH\ da>^ 

J\ I .# y b I \' 1 1, 

uud suurit dir* Klnrnniitaru irktH»|4 einfath prn]mriiufitit %vi dm 
b;uirnrmin|*i*ii j.r --.r'|, | i' j \, l‘U ^n* itUin iiulnr r nim* Koit-''- 
stautt* \cn>tafulnrt, 

I ■» I «i* •■■ ■■^ I I a- y 1 1 r - --y I iif** I ^ I. 

I ‘ I Ihaai \\arr «l» l»ri %t*\n ir«»H%rr Ari/.atil «|rr Kmitrir ■'• 

lutirit tijr tVrHwli*i» mil ilriini v«ai t*rhrb»|| klfun %irr*tri», Nait tliirf/ 

\oii lift* /.iiiil «| ilrf HiitUriillliirf* fiaitU’lirli tiirlil l♦l^^iartgl?fl. 

lMHrri!altif!:rl fiiaii briili? Nriirii vtiti (a * iiarti ^r, %i* far w» «» #1*1* itx 

iinritillifh I 4 «i 4 nii *i» ; mill* alii*r liat iiisii, #/#i (Jtrnst'n ^iiitk 

ii»r ttf tir %laU /' /ii ^rl/rtr, ilir m hir HrUn lilrtla vim drr^rllirii 
iHiag, m»lii«tfl / iuni iif iti’ ’itrtiM ilu* ilnr Kiitfi^rfiiiiig vfr) 

Sffiguliirill4l.rii \%n‘ iIip in 4i*r anftrrliatfldti il#ti 

liilc’gral (ill rinrii Hitiii ImI. ?^lan rrkriint Ifiriil tltirtit clf»% 

i^) Hit* Elfafif!tii#ir\%irkiini i*t al%»i jirniitiriiniifil tliftii liilialt etiiet 
ix .i’l !r r'l 


Quadrates^ die von nun an der BetracliUin^ zu Grande 1 
inoge. Die Koordinatenachsen seien durdi den MiLtelpuiik 
Flaclie parallel zu den Seiten gelegt; sei die SeilenlaniJ'e, 
Masse ndichte, do das Flacheneleinent. 

Wir betrachten zunaclistden einfacbsten Fall, wo eine Gtu& 
die wir zweckmassig als eine kleine Verscliiebiing der Piiiikl 
Quadratflache F senkrecht zu deren Ebene deuten, ziir Besc 
bung des Zustandes ausreicJat. Dann ist die kinelisclie Energ: 
Systems : 

//iKS)’"”' 

Die potentielle Energie soil auf einer Feriiwirkuiig ben 
die jedes aus dem Gleichgevvichtsziistand verscliobeae 
chen x^y auf ein iu xy gelegenes ausiibl. Diese Wirkiiii 
proportional der mittleren Kriimmung i/p|-|-i/p 2 der ti 
mierten Flache in x'y^ d. b. bis auf Gnissen lu'dierer Ord 
proportional 

()^ w 

4- -tt? ^ Aw. 
ox ^ dy ^ 

1st dann /[(.a? — x^)^ (y — y')] eine Funktion der relaliveri 
der wirkenden Punkte, d. h. der Abstande gemessen pa 
zu den Seiten des Quadrates, so sei die « Wirkung » < 
Punkte xy : 

(^) J' J" L^i^w f dx' dy , 

Als Ausdruck der potentiellen Energie nelune man <I>- (analog 
in der Maxwellscheii Tlieorie); dann besagt das llamilLoi 
Prinzip, dass 

(I) ^ [ip = Minimum. 

Setzte man/ als Funktion der Entferniing 

v/(^ — /)" 

allein an, so erhielte man, selbst wenn nacli der Grundanna 
if als osziUierend vorausgesetzt wird, fiir <!>, also fiir die pi 


M '‘t fili. \ t id I % 


-'ll* 1 kvMjr , . ^ ; 1 1 i j . ■ i j J * ■, \m|-.j||- 

'•ii? ^=' %% 5H^ H. jjl-r M \»l ■,*'in HUl>|**, /.!! rj|jr-!il i«r’|fir4l 

rii. |^s^^.ll,■ iMlili, . j 4 1 1 | . . L; t' 1 1 < f t t' 1 »»- 1 I «%; II 1} j,; Wi'llli *♦ i I i i 

iiil ri'^ri l t-.-i ,i4'-''*s f l\ #'Hsr |lr|i»r i*»|i fSiiiklrii li il.riii .\f«|*4|| 

i= lirr* 4M # I S' Im" II , it.s l%| ilif |*»»lm|J4i 

,si 4i» i 5 .:r||.-si 4m’ /i#ais-i ^‘'r* ^ ■ ,|'^ 1 *lrr ImiI 

4' i .Him . •<■ I>| j I 4 1 %r I i*»'- li'r'Iiirirls t%ir liif-j .Mtl , HI4II llill 44l»ll |»'’*lr% 

inir jj h' I ’ u '. i^'i I .■.»| Hn 

I :• ^ 1 - s I . ill- 

* 4 

? 1 I d' i l<‘' ,, 4- d in 

I V i t 4 I i ^ 4 .r .. ii.f , 

., » .L Mill H-M" i';.: III 4*’ Hi l»ir|i|irH *U" % | H i I i* I 'I M# , llfif! >|* 

;,. .kini'i M f 4 I * ■* ' S ■«' » H- 1 1% *' t 4 « ’ I S 

|l» •; . ohI « I 1 u *l>» h*' t *' ii-'l fsliM 4i«' \ IiImIiIII*' , 4 4 

f • ^ I 

.■,?! 4 » I i« HI.'*- Hsl 4» ■«* li ife4M»i; r ^1 |#»».#i#|| %f-| lirll 

I .ir a oHiw, <- Hi % I - . |i I ^ri »ii»i«^i I rilir ^«#fi - 

[ i -I ^ . f< a *ld: 4 < -la , 

^ ■ -I- - I 1*1^' «' 1 » »' ! ^ ?■ 

. I'.. •‘^.■,1 f- ■ ^ j;.. I 1;,*^ s-r|»4 I’.-if.srt Ifi-ttiil 4rt |%f|H4s*|#- 

... i . l, . ... -A* ....... 4...,,..-. ^ .i. 1. s. .. i..» . .,i,..,f #■ 


OEUVRKS UI2 WALTllKH lUTZ. 

Dann ist mildieser Bedingung- das liilcgral ( i 



ZLim Minimum zii macher). 

Vorerst aber eine Beaxerkung’. Soil il!t‘S(‘ i'orin tlfs HiHiiiltoi 
sclien Prinzips anvvendbar seia, so mass dio /?////! if vtu 

riachldssigt werden darjeii^ ive/ifi swh //(//* dit* Hi 
rechniing der Lage dev Spektvcillifiie/i lutndelt . l)io 
Grosse der Dampfung, die diircli di(‘ liohtai ( languaterscdiieil 
bei denen nocli Interfereiizeu ersclHaiKUi, tanerstats, and durr 
die unveranderliclie Lage der Speklralliaitai lad stdir \eniiidi*i 
lichen Inteiisitateii anderseits ervvicsea is(, benudiligt wcdil t 
dieser Annahme. [Jmgekehrt scludiuai (frlaihlc 1 )auHddifdili* an 
Temperatur, also Vergrosseraag der iiasserea b'daw irkangea m 
im Slnne einer V^erbreiLeriiug, aicbl <‘ia(‘r \ t*rs(diiel»ang tli 
Spektrallinien zu wirken ('). 

Das aufgestellte Variationsproblem liissl sicb aicdu oluie we 
teres nach Lagranges Methoden behaadeln wcgea drs (lidud au 
Irelenden Integrals Durch gany4 idailicdie lltudinuagcai, wi 
in den iinten ausfilhrlich bebandeitea bulhm, lia<l(‘l aiua «li 
Hauptglelchung 

‘ dt^ dx^ dy^* 

und die Randbedingungen 


dw 

On 


= o, 



nnter /I die Normale zur Begrenzangslinie des (^)aadrates via 
sianden. Als einzige Lusung ergibt sieb 


’ A sin ( Vi -+-C) sin ( rn + 


« * 


Hier smd A, c vvillkiirliche Konsttmlcn, w, n ainzf Zalilt'n, •-! 


(;) Hierttber vgl. H. Kayser, ffa.idbuch, t. II. p. u.,, IT. 

^ Verbreiterung der Linie u«d ko.H.ul 


. ist tlie Vei 
hier nieht i 


i I I «s Vl i Hi 


llir I i »' i 4 i « -i*H i * M .4'Si -4tr . I li jj, Hj ,, Uu,. 4 7 .4 lu # iJ 

^,,-ia 11 J.IM l» 



II 4*1 HI 

, I ■•■’’: 

g*^%*-i#i III 

. i'-'V’ ?l r 1 * 1 . 1 ^ ri#| #<|4 #4 ’.■'#* . | f I # N. I ll ' f I HjsIaI lllvifl 

Sills'S ,: f| /■,■.? ,'■ I ^; ■■' f ''rii 5- ;» «*# 1 ■< /i; f r ;/,* 11 f- ,1 ■*' 1 *■ #i I 

ilu'h*:' i'- ^ -r H ^ f' H l-■■f II .1 « irl I |,v fl/-, .# ,«|;h| 


I s 



<111 / 4 I' 4'" 4' 1 1 s<li'*‘ '*1 ^ »» $■ =M s’l -^5 ^ /il’r" -H #t i’liif- I'# I r #1 ;»• ., iiir% *1* r 

l»l||i*si*‘il 4- l<'ir4-<- II i t' lfisi-.il .'ll ./*••# \-H'iHiiii 

il f 1 , ' I , . I /. I I • i {' -I I ? ■■ i h . I :■ /' 1 1 -H- # i ■ ^ f ^ f i -M' 'h r n r- 1 » |‘ . » 1 1 I * r .* s * i* i 1% r 1 1 "t 

I li t«' I ‘I* liar .| I4ri|>i I -. 4 # .■>'• h. Ii #4 , ins-* I* t*’ ii.,|r Ini 
4ri' *114^,,,* ill »i| * *i a«sii-«.| li|-4l| ..fll.iH 4ir' | 1 . ■/ * 

riiHiilrii , ‘-ir*!' » «..'l I***' t Ir*' ii-lrsi I 1 ■■ ■■*!*■ si ^-‘'«illrii --lir |♦r.|»■’||| 

IlgWIlfi' ‘i’-*' l»#i.|ri» IS , $%t JriM’ii %| 1 1 |r|f| »| i.:ri i*r || * 

rf tf rr^'-r II I »-r||*g' II 1 % til 4««- »i ^ liilll i#’ |l 4*lli i *' 1“*' Il4 , i €’■'* III ilili- 


tli« UslmmfmU^ 

llns^ ll 'lar ^ % Ii»inr It ir irt * * t|||*i III# III llt|-i i||«‘' |||| I* ■ 

II ti.n lie Is . iH.-si ir f»i 4%.|# li «l»r I *»4gHiii4lr it , r I « in* 

iiM |.i*i Irifiit-. jI-’} K -*■«** 4#i-»-jiir 114# in’'' » «ii4 l*ii 

I Ir I . ,1 1*4 . 1 1 s Mis ‘i<'s i 1 - 4 '*-. I *C ««% |e^|c#-« |*s-llifc.i * I* si » t « M 1 1 ’■ » 1 4 4 n 

< 1 ^.# \ ■.I'i-* ■" , «ln»- »l| I I.m 

|i|«lH »!ln I Hi ii# 'H ^ I 1 * IIh. #* *# «§ * || 4 1 r- j I r I 4 I I ri> 

!« I f I ♦! n r hH I a -s %! # . ’s S h. j ,e \ i c 1 . It. h in 'let f Kni** In m <" i 
}| 4 H| 4 t 4 h»s«'#« 4 m..|| 4 e« | 4»4 III a»|^ -r<i J ti , 



Dieseii Aasdnick werden wir als Mass cler 
Lrachlen. 

Ferner seieii 


X = 1 5" — a?' I 




Deformation be 


ini folgenden vielfach aiiftretende Funktioneii der alisolul f^enoni 
iiienen, parallel den Quadratseiten gemesseiien Entferuuiigea j 
zvyeier Punkte y und x\ r' ; 2a sei die Seilenlange des Quadri 
tes. Die « Wirkung )> <I> defmieren wir durcli 


( 3 ) 


<i> = 



XYy'cT’ r/o' 


(v ist eine Konstante). Die poLenlielle Energic sei uie oken 
dann fordert das Hamihonsche Priiizip^ dass 


rjimh-] 


do dl = Miniinuin. 


Das Integral wira ilber die gauze Fliiche ersLreckt, do isl diJ 
Flacheneleinent, Um diese Variation aiisfiiliren zu kiinnei. 
zeigen wir zunachst, dass man die Gnisse {x^y) auch aitj 

fassen kann als abhdngig i^om Ziistand imPutikie x,y ullei/ 
d. li. dass man die Integralgleichufig (3) diti'ch cine partieli 
Differentialgleichung ersetzen kann, 

Jedes Integral der Form 

T = / \or \dx' 


musswegeu des auflrelenden abiolulen Beliages lx — ./•'( zerlei 
werden in 


T = I (x — x')o dx~ / (.r' - x )9 dx' 

-a 

J . (x — dx H - ^ 


{x — x' )o dx' 


ZUR TUMORIE DER SERIENSPEKTREN. 


2) 


und es gilt 


= j cp(.r') 


d^-T 

IF- 


Dagegen folgi aus |,r — .£']- = (a; — x')-, dass 

II 

11 = / 9 (a"') I .r — .r' |- dx* 

^ — a 

iiiclil zcrlcg'l zu werdeu braucdil; man findel 

r-^“ „ , , dH{ 

d^^\f ^ = 


Je iiacli deiii Vorzeiclien von x — x'^ y — isl also das Inte- 
gra lion Si: 

Iviirzend 


grallonsgebiel voii <1> in vier Teile zii zerlegen. Sei z. B. ab- 


(x^-cd) = 

{X -x'y^iy-^/jx'iv = 7^ 


gesetzlj so gilt 


r -1- ti (I 

I \.r — .r' I I y —y' | t' »’ dx' dy' 

* —tt — (I 

= f dy f\]^dy-+- f dx f\dy 

d—(( «' — ti '' -d-// ~n 

-+~ j dx' j" dy dx' ^ ^ ' 1 

*■' ~~ (I (l '' -i-tl 

" /•+" 

j j \x - - x' p I y —y' I v' (i- dx' dy' 

— / dx' j -/yly'-+- f dx' j yyJy'. 

* ~.(t *' —a 

Nach dieseni Schema findel man, da 


vcp 


()- (T’ ()- (r 

dx’^ (Jy^ 



(4) 


I () ' 4 > 


p dx- ()y- 


-—iCi 


“ rO-tpix', y) 0- w ( 




l£lr}] dx' 
<)y^ J 


■A d2|,’(r, y') d^-wi x, y ) I 

L J 

^+rt dx' dy' 

^ / J S5~~' 

-a —a 


Bel der Variation entstelien im allgeineiiien eiii Flaclien- uiic 
oin Randintegralj die einzeln verschvvinden rniissen, Uin uandtig^ 
Rechnung' zu ersparen setzen wir von vorn herein solche A'c/ie- 
rnatiscJiea Bedingungen an, dass das RaiidiiUegral zu Null wire 
und zugieich die Losiing eindeutig beslimmt ist. Sie laulen, vveni 
wieder n die Norniale zum Rand der Figur IsL: 

(5) -^ = 0, / w{x,y)dx=o, / w{x,y)dx = (>. 

Das lutegral 



versclivvindet vermoge ( 5), ebenso die anderen Integrale in (4); 
-es blelbt also 


(h) 


0'*^ 
Ox- Oy- 




Die Definition von durch (6) bestimmt diese Griisse nicht voll- 
staiidig und ist daher, uinmit(3) aquivalent zu sein, durcli gevviss< 
Bedingiingsgleichungen zu vervollstandigen, die wir unten be 
nutzen werden und zuerst ableiten miissen. Durcli Eiafiilirim^ 
des WerLes (6) von in (3) ergibt sicli fur jedes x und y 
identiscli : 


<7) 




■+■ /I n “f“ 

—a /i 


Ox'- dy'- 


XY do 


-r 




r 



Xdx'. 


wo 


Diirch Ausfiilirun^* der InlegTatiou ergibt sicli 


= [( 1 ),.=-, - (!),=.„] 

— —[?(»■, + a) — t(a?, — «)J -+- a^(a-,j') — T 




: r/r' 


Fiilirt man aus tier ersLen Gleicluiiig in die zvvejle ein, so vvird 
die reelue Selle, al:>geseliei) von deii (jliedern 



9.V 

™ a) - <l>(y, — a)\ -h fs<\^{x,y) — 2 / — ^ 

Ct . / Clf 


ein Polyiiom zvveiten Grades in Bezug aiif x. 1st <I>, vvie wir aii- 
nehmen werden, kein soJches Polynom, so miissen vvegen des 
identisclien Besteliens der Gleicliung diti angegcbenen (ilieder sicli 
gegen \ k) auf der linken Seite der Gleichung auflieben, uiid 
zwar fiir jedesy. lis fol gen soinil. die Bedingungen: 



<I> ( x\ -ha) — <l» ( .r, — a ) = (), 


lur jcdes x\ 




fiir j tides y. 


(Das zvveite System folgt ebenso wie das ersle.) 

Nun ist die (jlelchung ('-) idenliseh crfiillt : die Gleicluifigeii 
(6) luid (8) slnd zusammen u(fuwcUetit mit (3). 

Die leiebt in Worle zu fassenden Bedingungen (8) bestimmeri 
also das Verhalten von <I> und seiner Al)leitung nach der Normale 
in einander gegeniiberliegenden Piinklen der Rander; ausserdem 



verschwindet nach (8) der Millelwert von <I> aiif Parallelen zii den 
Seiten, wie schou fiir (v der Fall war. 

Wir fiihren nnn eine Hiilfsgrosse ein diircli die l^ezieliungen 


(9) 


dx- 





Diesen Gleicliungen geoligt iinter anderem der Ansalz 

H — a ^ — a ^ — a*- — a 


deoD es ist z. B. 


i(^±\ 

4 jx = 


a x 

dy"- / 4> 

a a 


dx — o wcgeii (8 ). 


Damil istgezeigt, dass (g) keinen Widersprucii involvierL. 

Aiif Grund dieser vorbereitenden Satze lassL sicli nunmebr die 
VariatioD des iiber die ganze Flache zu erslreckenden HamiUoii- 
scben Integrals 




do dt = Minitiiuin 


ausfiihren. Fiir die Zeitpunkle G sind dabei bekanntlicb die 
Zustande als gegeben zu betracliten, sodass oiv bier verscliwiridet. 
Es ist also 



— - otr 4- 2<I> o<t> 


do dt = o, 


Oder vvegen (g) 


rin 


d-iv ^ I d*^ ^ T \ 7 7 

p ow 4 r— r OCI> do dt = O. 

dt^ 2 Ox- dy- 


Das letzte Glied lasst sicb, abgesehen von hinzulreteiideu llaad- 
integralen, in 

r r r ^ d^ o4> 

J J J 1 Ox^dy'^ 


do dt 


umformen, und da nacb (6) 

Ox- dy^ 


= 4 ^ 
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iSt, 111 


IP \'ilQwd0 6lt, 


xMaii erluilt schliesslicli als Haaptgleichung 


H- ‘H> = o. 


Wegen (6) and (9) folgL liieraus die Diderenlialglcichuiu 


dl- ()x'<^ Oy* 


-H b-AP- = <>• 


Danach ist ap’yi die auf jedea Puiikt wirkende Kraft. 

Die voQ der parlielleii Integra lion herriilireiiden Randiiile- 
grale sliid 

f. / r ^ I y>i> o(p 

f clt I cty \ ' 0*1-* — — — — — ~ H — ‘2 p 

7 / OxOy'^ 2 ()y'^ Ox ^ Ox 


.f\.. 


1 ()'h 0'^ 5<l> r ^ 0'^ o<l> 

2 Ojj Ox- 2 ‘ Ox- Oy 


2P ~ OW 

Ox 


O'h ^ 

2 I’ OW 

Oy Jy:::,-, 


Pidirt man die ausscre Normale n ziii' ilaiidUnie s ein and fonuL 
die Glieder 

C" dy('- I '1^) 

OxOy'^ 2 oy^ Ox ) 

darcli parlielle InLe^ralion liin^-s dep Randllnie am in 


f " I r( ^ fk, ^ 1 oa> 

x-^' ^y'^ 'jy Ox oy'^ 


(es Lreten nocli gewisse, an den vier Ecken zu bildende Ausdriicke 
liinza), so kann man die Iatej>ralion dber den ganzen Rand er- 
strecken and erliiiU als zvveitc Bedin^an^- 


r y r , \ 0^ o-^ r>i> i - 0^ o<i> (- 

J 1 On Os^ -jP Os- On \ 


- 0 (5w \ 
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Begrenziing des Bereiclies, diirch gevvisse, die Grdssen cos /?, .r, 
cos y entliallende Aiisdriicke zii ersetzen sein. Die Dissym- 
melrie des Aiisdruckes d-ivjdx- — d-ivjdy- maclit sich in den 
auf den vier Seilen des Quadrates verschiedenen Vorzeiclien (qz^ 
innerlialb der Klammer bemerkbar. Wir bevveisen nun, dass ver- 
muge der Bedingungsgleichungen ( 5 ), namlich 


dw 

dn 



ivdx = 


o; 


/; 


(P dy = o 


das Randintegral versclivvindet. Diese Bedingungen ervveisen siclj 
dann als hinreichend ; notwendige Randbedingungen lassen sicli 
in diesem Fall aus dem Verschvvinden der Variation liberliaupt 
nicht gewinneii, da z. B. das Glled dA/d/z /d.v- sovvobl fiir 
di / d/i = 0, als aiich fiir d - ^ / ds- = o, also d- o<I> /ds- = o ver- 
sclivvindet. Dass diese Bedingungen auf eine und nur eine Ld- 
sung fuliren, soil unten gezeigt werden. Nun haben wirnaclQi)) 
und (9) 


dw 

dn 


= 0, 


d^ 

dn 




also 



c)-0’L 

dn 


o. 


Dann folgt aus (I) 


Da 


o = 





(OJ^) 

\ dx J x=±La 


fiir jedes y, so ist also 


und 


und ebensu 


also aligemeiu 


/ .r = +:«~ 




= !£:« 
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Die Glieder des Rand cal egrals verscJiivinden sdnitlich^ ebenso 
die an den Ecken des Quadrates zu bildenden Ausdriicke, wie zii 
beweisen war. 


Energiegleichung. 

Enlsprecliend den Vorausselziingen, iinLer denen oben das 
Hamiltonsclie Prinzip angewendeL wurde (kelne Energieabgabe 
nacb aussen, d. b. keine Aiisslrablung etc.), muss das Prinzip 
dev Erhallung dev Energie sicli als Folge von (I) iind (5) in 
der Form orgeben 


Die Inlegratlon isl iil)cr die ganze FJiicbe des Quadrates zu er- 
strecken. Aus (!) folgl nun in derTal dur(di Multiplikation mil 
dwjdtdxdy and Integration : 



d- iv dix> , \ , 


Das erste Glied isl 


d r r 9 ( 
dt J J l dt / 


do. 


Das zweile Glied gelit durcli partielle Integration (iber in : 


II 


div J 
— do 



():>(!) 

dt. dx^dy^^ 


nuch (fj); 


die bei diesen Translormationen auftretenden llandinlegrale ver- 
scliwinden wegcii der Randbedingimgeii d(v/d/i==o etc., aus 
welcheii u. a. folgt Av = o, etc. Da nun al)er nacb ( 9 ) 


so bleibt 



dy’^ 


c^<I> 

dt 


■‘-II 


2 <I> 


(J<l> 

It' 


iii[m-*¥- 


wie zu beweisen war. 
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OEUVRES DE WALTllER RITZ. 


Fiilirl man 



= B 


alszweiden Ziistaud beschreibeode Grussen ein, so ist die . iz/a- 
logie des hier aufgesteLlten E tier gieausdr aches 


If 




mit dern far die elekLromagiietiscIie Energie des A Liters gal- 
tigeii aaffalletuL 


Eindeutigkeit der Losung. 


Die vveitgebende Analogie der fiir unser schvvlngendes System 
giiltigen Gesetze mit den in der Mechanik der Contiiuia bis jelzt 
aufgetrelenen zeigt sich auch im Umstande, dass a us dem Prinzip 
der Energie auch hier die Eindeutigkeit der Losung sich sorort 
ergibt. Denn sei die Differenz zvveier Losiingen, die fiir /, = 0 
demselben Anfangszastand entsprechen^ sodass 



auf der ganzen Flaclie, also auch (Ymi)i_o = o, so gibt ( 3 ) 

(<t>i)^=o = o. 


Nun ist wegen des linearen Charakters ailer Relalionen elxm- 
falls eine Losung; die Energiegieichiing (1 0), von o bis i integrierl, 
ergibt fiir dieselbe 




fiir jedes somit einzeln 

= 0, = also tvi = konst. = 0 wegen = 



tv , rP t)2 d2 


(fa) 


Ox- dy^ 


= 44^; 


<I> : 


Oiv 

On 


vf I (\x—x'\—^— y ^\ Oy-y I - 

— tl • - (I ^ *■' ' / \ 

It tl 

= o ; / (^•’ = 0 ; / = o 


‘2 a / 

On 


Ado, 


bestiniineii also die Los ting bel gegebeneni Anfangszustand 
volts tchidig, Dass dieses System, wie slch zei^t, wirklich eine 
Losuiig besilzt, also kciiie Widerspriiclie involviert, ist schoii 
iiacli der AbleiLuiig aiis dem Hamiltoiisciieii Prinzip zu ervvarten. 

Sucht man die Lusiingeii dieser Gleicbungen, vveJcdie Eigeu- 
sclivvingiingen ( ' ) entspreclien, also von der P'orm 

w == si n ( V H- 6* ) cp ( jk) 


sind, so ergibl der Ansatz Lrigonomelriscber Eiinklionen die 
P^ormel 


(11) 


, . iVTix tiizy 

iv = A sm ( V / -H 6* ) cos cos — ^ • 

a a 


Dabei sind A, a willkiirlicbe KonsLanlen; /n, a gauze Zahlen, 2a, 
wie stets, die Seitenlange des (hiadrates. Dass diese PAinktion 
das System (la) befricdigt, ergibt sicb leiclit diircb Einsetzen, 
wenn man bei der Ausrecdinung von (I> die bekannlen E'ormeln 
beniiizL : 


/ 

/ 


X cos.r dx = X siiia? - 1 - cos:r -H konsL, 

X- cos^ dx = X- siii^ -H 'XX cos.r — 2 siur -f- konst., 


aus vvelclien sieb ergil)t, wenn man das Integrationsgeblet in 


(‘) Dass aucli die luiten angegebenen Eigenschwingungen die einzigen sind, 
folgt diircli cine iilialiclic Anwendung Eouricrsclier Ueilicn, wie sie ( p. 4^ ) be 
einem anderen Bcispiel gegebcn isL. 


K. 


3 
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— a x\ ^ wie friiher erortert, zerlegt : 

, niTzx’ f. ,, \ar — ar'\-\, , — 

(\‘X) / cos Ly ~ ir ax = — — ^ 

^ / a \ xa ■ / m-iz- 

^ — ft ^ 


^>.a- mT.x 
cos 


Da 


so ist 


. ~ mxx nizy . . 

= A — ( n- — ) cos — — — cos — sin (v ( -+- c), 


= 4 u A sin (v in- c) 


{n- — m^) a- ?7nzx mzy 


cos 


I'T.y _ /j L \ „ 

a ' \m- n-J Tz- 


Die Funktion ^ ergibt sicli aus ( 9 ) zu 

I = - i) ^ ^ 

worin a, [3, y, 0 willktirliche Funktionen siiid. Wegen d'bjd/i = o 
ist nun 

Es ist also p(y) von der Form 

(3(7) = ao-ya^x, 

Y(y) = ^ 0 - 1 - 


imd ebenso 


wo die a, b Koiistanien sind. Die Bediiigung d^jdri = o forderl 
a\ = — und der Ausdrack fiir i wird, iinter cp^ (:r), zD^(y) 
willkiirliche, nur an die Bedingung 


(f3) 


= 0 , m =0 

dX j x--±in \dy j y~±:n 


gekniipfte Funktionen verstanden : 

6 4 ua *5 / 1 1 \ 


Setzt man die Ausdriicke fiir w und A in die Grundgleichiuig 


ein 


C >2 w . 

p -H = O, 
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SO finclet man schliesslich 

oder nacli (i3) ^p, =cp 2 =:o, mid es ergihl slcli fiir die Scluviii- 
o'unii'szahl v 

o O 

0 o / * I \ ' 1 6 a '* 

pv- — ‘2^- ( — 

\ m- ? 

ocler vvenn 


jn- 71 - ) 'k'* 


= <>, 


N 

eine KonstanLe bezeichnel: 

dz V = N ( ;; 

III- 71 - 


_ /32 a:^ 

V p 


/??. =±;i, ±2, ± 3 , 

/i = dz I , dz 2, ± 3 , 


... 00. 


Die Schivingii/igszalilen des Systems sind diircJi die verall- 
gemeinerte Balmersche Formel gegeben, Fiir 71 = 2^ rn = 3 , 
4 , .... 32 e.rgibt sick die hekannte Wasserstoffserie. Positive 
und negative IVerte der S chiving nags- and Ordnungzahlen 
haben dieselbe pkysikalische Bedeatiing. 

Nimmt man die A.-Klnlieit (lo^^em) als rjangeneinheiu so isl: 


1 09 (>75,0 



,‘>,996. loi’’ 


Die Knotealiiiien der durcfi (i i) dargestellten Bevvegang- 
zeigen aufi'allendc^ Eigen irmilichkei ten. Fiir eine Eigenschwin- 
giing, fiir welche 771 = 71 ist, d. Ii. vvenn aiif den vier Seiten gleich 
viele Knotenpunkte liegen, istv=z:o, somil = konst. (^), solche 
Eigenschvvingiingen sind unmdglick, Solialdm^/?, ist, liaben vvir 
(lagegen Doppelscbvvingnngcm, da die Vertauscbiing von m mil n 
die Formeln nieht iinderl ; es ist dann, vvenn A, B Ivonstanten 
sind 


; sin ( V / H- 6*) ^ A cos 


2 ' 71 . 7 '; iiTzy 

cos — ^ 

a a 


71 Tz X in Tc y 

B cos cos ^ 

a a 


das System dieser Scliwingnngen ; die Knotenlinien zeigen die 
bekannten Figuren. Urn zu ontscheideoj ob aiicli mehrfache 
Scbvvingiingen liidiercr Ordniing mdgiich sind, hat man eine 
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OD 

ergibt sich 


-a 


/ / 

X {\y—y'\ 

1st, wie friiher 


m TuX ji 

cos cos 




/n t: X /i7t y 

cos ^ — cos — • 

a a 


X= l:r — rzr'l — - 


’ — .r*' 12 


und analog Y, und berucksichtigt man die fiir i p. 36 gefund- 
enen Ausdrucke,so lasst sich die eben gefundene Forme) schreiben : 



^XYc/o'. 


Es folgt vveiter (unter Voraussetzung der gefiindenen Ldsung) 


p Vy 


-II 


V^XYofo'. 


Die Grundgieichung lasst sich daher infolge der iibrigen Bedin- 
gungen schreiben : 


P^^_^.2K = o, K = p J \*PXYdo'^ fp = p ^ J' do' 


und es ist 2 K die auf den Punkt (.r, y) ausgeubte Kraft \ sie 
steht mit den Werten von <I> auf der ganzen Flache in derselben 
Weise durch Fernvvirkung im Zusammenhang, wie <I> mit iv. 

Es legt dies den Gedanken nahe als zweite, den Zustand be- 
schreibende Grdsse einzufiihren, wie schon bei der Energie- 
gleichung bemerkt wmrde. Man wird zu einem unten zu behan- 
delnden, sehr symmetrischen Gleichungssystem gefiihrt. 


Weitere Auffassimgen der Grundgieichung. 


Bemerkenswerte Transformationen der Grundgieichung ergeben 
sich, wenn man die, durch direkte Rechnung zu beweisende 
Form el 


I 


4 - a 

a 


niTzx' 


X2 


dx' = 


via'* 


niizx 
cos 


cos 


a 


a 



benutzt. Es genligl iv namllch den Gleichiingen 


p — I i>~ I I do' = 0, 

9 J_., J^a 

(T-w 

/ v«’X’-Y-2^^./=ro (1), 

t/_ J _ fl 

P^+C'vv / f «’X^-Y^-do'=o. 

'■- — a ^ — (t 

Diese Formen sind alJe geeignel, die Haiipt^lelchung voll- 
standig zu ersetzen. Zusammen mit den fiir w geltenden Bedin- 
gungen beslinimen sie eine nnd niii' elne Ldsiing, vvie inan wieder 
diircli die iinten zii besprechende Anwendung Lrigonoinetrisclier 
Reiben beweisL. Sie kdnnen dazn dienen, eine physikaliscbe 
Dentung der zu Grunde liegenden inalbeinaliscben Satze zu 
erleichtern. Die lelzl.e kr)nnle man elwa folgendermassen plan- 
sibel mac hen : 

Die Flaclie des Quadrates trenne zwei Medien, deren trans- 
versale Verschiebungen (v and W sein indgen. Die beiden Medien 
seien diircb Fernwirkung inilelnander verkniipft, sodass zwiscben 
ip iind W die kineinalische Bedingung besteht 

W I' I' 

Aiisserdem soil die auf jeden Piinkt des erslcn Mecliiiins wirkende 
Kraft durch die in seiner iinmitlelbaren Nahe stattfindende De- 
formation des zwei ten Jjestiinint sein, sodass vvie l)ei den trans- 
vei'sal schvvingenden Flatten derAusdruck der Kraft sich ergebe 
proportional zu A AW: 

V dr- / 


(^) l.)er ArjsaLz fiir die [) 0 LenLielle Knergic 






AwX^Y' do' 


fUhrL, hei geeignelcn Uandbcdingungen, 7 ai diescr t’ormel ills Hauptgleicliung. 
Dieser Ausdruck liat die form eines SelbsLpoLcnlials. 
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Dann ist also 

^+C^AAW = o. 

Of- 

Man erhalt bis auf ein Vorzeichen die oben besprocliene Gleicbung ; 
aber entsprechenJ der nun angenoinnienen IsoLropie vverden die 
Schwingungszahlen des Systems proportional 

T 1 1 ^ ^ 

n- m- n~ tn~ 

Audi bier iriuss also die Platte anisotrop aiigeuoininen werdeii. 


Auf etvvas anderer Grundlage und mil vveniger Kecbnung erlialt 
man ebenfalls die Balinersche Formel, wenii man die a Wir~ 
kung )> <I> zunachst durch die, eine KoritakUvirkungausdriickeiide 


Note marginale }yianascj'ite de Ritz : 


da:- dy- 


= V 


wo 


v' = 


tn 

dx^ dy- 


Hierzu noch eine Randbedingung, etwa <J> = o; dann isl bei gcge— 
benem w bestimmi, denti eine etwa liinzuiretende Fiuiklion o genligl den 
Gleichungen 

- 

dx'^dy^ ^o; 9 = o; 

also 

und 





o. 


also a, p, Y> ^ linear; 
und fur 
zeigt sich 


= axy -+- bx ^ cjr -h d; 

X =±: a, 

a = b = c = d=o. 


Analogic zu der Art wie H.-A. Lorentz das Hamiltonsclie Integral fiir 
Klektronen ansetzt und variiert. Furzwei Komponenten eines Vektors U, V, 
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Gleichiini;- 


( i4 ) 




^^9 


definierl, die erst nachtraglicli durch Fernvvirkui)^- zu erkliiren 
seinwird. Das Hamiltonsche Integral sei, unter 

_ ^ 

^ <)x- dy- ~ dq d'f} 

die fruhere Operation versLandeii 

f do ) — (V^^)‘^l dt = iMiniinum. 

Hierin fiihre man tv aus(f4) ein ; die Variation ist sofort aiisfulir- 
bar and gibt 

P T7 " 7 " T~' i r “*■ 

' d/.- dx*- dy <' ^ ’ 

also fur ^I> die Grundgleichiing ( 11 ), die friiber filr fv erhalten war. 
Das Randintegral wird 


() 0 <P 

dfi 


dH> 

():u\> 

03cl> \ 



_ . 

Os'^ On ) 



d^'y 




dri'^ ds''* Ot:^ 

da'^ ~~ ■ 

^ )\ 


VVir selzen am ilande 

- "M) 

<l) ~ () — ~ 

' ()n^- 


■ o, also iv = o nacli ( r4 ), 


d. li. wir lialten den Rand fest. 

Die soglei(‘li abzuleilende Energiegleichung ist fiir den Beweis 
der l^jndeutigkeit bier iinbrauchbar, da bei gegebenen {dv)t==oj 
{()ivj()t)f^Q die Grdssen dxis (i4) noch nicht 

ganz bestimmt slnd. In der Tat ist auch die litisung erst eindeiitig 
bestimrnt, imd zwar ist sie 

. . , . . mitx , mt: y 

iv = A sin (v if -h c ) sin sin ^ , 

a a 


wenn man (i4) dnrch Fermvirkimg erklart, d. h. durcii 


(,5) * = <'// (|7-y I- do 

ersetzl.. Nun ist <I> fur den Anfangsziistand bestimmt, die Eindeutig- 
keil folgt wie frliher. 

Nacli einem p. ag abgeleiieten Resultat gilt der Satz: 

Die Integralgleichung (i5) ist dquivalent der Differential- 
gleichung (i4) fnit den Randhedinga iigen 

= o. 

(") _(«) ('il') _('«') 

\dx/x=+a \dx \OyJy~^a \dyjy = -a 

n-hfl n-\- <l 

/ 'I>(.cp', jk) o, / y') dy' — o. 

Fiir luigerade Funktioneii (I> sind die Zusatzbedingiingen idenliscli 
erfullt. 

Der Salz Idsst sich auch umkehren . 

Ganz ahnlich kanu man auch von 

^ f)2 KV 

dx- ~~ ^ d f^ 

ausgehend, stall von der IntegraldarsteUung, den ersten Ansatz 
(p. 26ff. ) entwickelii. In alien Fallen gelangt man fur die 
WeLlenzahlen zur Balmerschen Form el. Durch Multiplikation 
der Grundgleicliung mil (d^^jd()do und Integration iiber irgend 
ein Bereich erhalt man nach einigen Transformationen den Satz : 

Die zeitliche Aenderiing der Energie eines Fidchenstuckes ^ 
also 

kf/mh-h' 

driickt sick aiis durch ein Randuitegral iiber dessen Begren- 
zung. Die Energie des gesamten Systejris bleibt erhalten. 


Nicht wesentlich verschieden von den bisher betrachteten An- 
satzen verhalt sich der Fall, wo man Verschiebungen der Platte in 



ilirer Ebene voraiissetzt, luid dements preclieiid zwei Ivomponen- 
ten ii^ einer in der PlaLtenebene liegenden gerlcbteten Grbsse 
einfiihrt. Ich halte mich dabei nicht aiif imd gebe im folgenden 
(line nicht auf deni Haniiltonschen Prinzdp beriiJieiide Auf- 
fassang der Vorgange^ die sich aber in ihrer symmetrischen 
Form den Maxwelhcken. Gleichungen sehr ndhert, 

Selen r zwei Grbssen, die in jedem Pimkt den Zustand des 
sclivvingenden Quadrates besclireiben, etwa die Verschiebungen 
zvveier sicb in diesem Quadrat beriilirenden Medien, senkrecht zii 
dessen Ebene. Die Bezeiclinuiigen y, X, V bebalten ihre friibere 
BedeuUing. Die Gleicluingeii der Bewegung selen nun 

<*"> -S-./'/rUXV*-. 

am Rande sei 

(Jlla) 17 = 0, V=o. 

Zur Integration dieser, vvie sieh erg(d)en wlrd, den Vorgang bei ge- 
ge])enem Aufangszustand eindeulig bestimmcmien Gleicluingen sei 

tJ = Uj (.r, j') siiiv/, V — V,(.r, j) (‘osv / 
gesetzt; es vvird (llf): 

(i6) V Ui = £ Vi KY do', V V 2 = £ j' J V Oi XY do'. 

Addiert iind subtralilert man dicse zwei Gleleluingea, so (Indel 
man, dass U 1 - 1 ™ ^ 1 , Gj — V 1 (jtisungen sliid von 

I VH'— E !' !' vu’.XYr/r/, 

I (V’ = o am Kandc. 

Der Ansalz trlgonometrisclicr Fuaktloneii fiilirt auf 

. . niT.x . /tizy a~ / \ 

(v = A sm sin , v = 4 £ — I — 

a a ^ T.- \ m- 

n !>•//. N • fnrrx . nizy 

U = B sin ( V / -h c) sin sin 

a (( 

V r , > , , . m T.T . n Kv 

V = !:> c()S( V ^ 6‘) sin sin 

a a 



wo A, B, c vvillkiirli(die fvonstanten liedeiiten. 



Es istdies auch die einzige, Eigenschwingiingen entsprecliench 
Losung, und der Bevveis dieses Satzes, der init vvenigen Aii’ 
derungen auf die iibrigen schon behandelten Falle sich ausdehnL 
soil kurz dargelegt werden, da die Rntvvickl ungen sich bier an: 
iibersichtlichsten gestalten. 


Eindeutigkeit der Losung. 


Wir vvahlen die Laiigeiieinlieit so, dass die Seile des Quadrate.^ 
‘4 7cwerde. Da niir Lfisiingen in Belraclit kommen, die iiinerliallj 


der ganzen QuadLadlache stetig und endlicli bleiben, so kanii 


man fiir dies Gebiet w in eine konvergente Irigonoinetrlsclie 


Reihe 


' cosm^ cos/ijK ' 


• cos mcc sin n y 
■ Gmn sin ;?2 5? cosny 


D 


fnn Sin nio^ sin/iy 


■y. 


entwickeln; da am Rande (p = o isL, so bleiben nacb einein be- 
kannten Satz (' ) die Grbsseii etc. bei wachsenden //^, /t 

endlicli, die Reilie konvergiert vvie ^ also al)solal und 


gleichmassig, und darf daher gliedweise integriert vverden. 

In der Gleicliung (i^) kann man aber ofFenliar durcli parlielle 
Integration alle Differentialquotienlen zum Versclivvinden bringen 
bis auf Glieder der Form 


(SL, 


0w\ 


die nur von x bez. y noch abliangen ; die Entwickelungen derselben 
in Fouriersche Reihen konvergieren wieder absoluL und lileicli- 


massig; denn auf deiiRandern ^ = zhTi ist fiir jedes y (T' = o, also 
dwjdy—o] dies gilt auch an den Ecken. Die Funktion 


( 


( Ow \ 

'.^/v=+T 


: 0{X) 


(‘) Vgl. Riemann-Weber, Die parUellen DifferenUaLgleichun^en 
malisclien Physik, t. I, Braunschweig igoo, p. 78. 


der mat he- 


gibt also an den Ecken cp(iii7r) = o, der Hiilfssatz lasst sicli auch 
hier anwenden. Audi diese Entvvickelun^en diirfen gliedweise 
integriert werden, and so crgibt sich durcli Ausfuhriing der Inte- 
gra tionen in (i <“ ) : 


y f in - — /?.2 

.mmd \ m-n- 


- ) ( i\nu cos nx — koa COS 71 y 


denn es ist 




' —y ) ■ 


— siiuiy + C,io ^iniix) -!- v A^j 




Wenn kein <( mehrfaclier )> Ton vorliegt, so ergibt das iNullsetzeii 
der KodTizienLeii fiir das Glied (/no//o) O^o) 


. V = 4 £ 


und die lleihe reduzierl sich aiif daseine Glied die iibrigen 

Koeffizienlen niiissen versch winden. 

f3a nun iv = o am Kaade seiii soil, so bleibt von den Gliedern 
in nur sin sin /?oJ '5 die etc. verscliwinden 

ebenfalls, v\iezii beweisen war. 

Die allgemeinste Liisung der Gleicbinigen bei beliebigefi A/i- 
fangsbedingujigen slelllsicb vernnigc der Natur der parlikularen 
Inlegrale in dlesein wie in alien behandellen Fallen dar'als eine 
Superposition vo/i Eigensc/uvingungen nacli der Fourierschen 
Formek also 


y t n t: X 
i\,nn sin {v,n, n t + sin — Sin 


a a 


in TT X /? TT y 

V ~ > cos(v,„^,i/ c,;,;,) sin sin ^ 


Dainit liiingen zusamnien, wie man a.iis obiger Darsleliung von 
{] und V enlnimmt, dass die Energie des Systems 


JJ (U^-\-\^)do 


erhaken bleibt. Die Aehnlichkeit mil dem eleklromagnetiselier 
Energieausdruck ist anffallend. 


Das Wasserstoffspektrum von t Puppis. 


Nach Analogic der bislierigen Entwickekiiigen findet man sofori 
eine ganze Reilie \onAnsatzen, die auf die bisher nur astrono- 
misch beobaclitete Hauptserie iind die zweite Nebenserie vor 
Wasserslofi, also auf die Formel fuhreii 


(iSj 

Es sei vvieder 

imd 





4 



do 


die potentielle Energie. Das Hamikonsche Prinzip .schreil)L sick 
wieder 




Minimum. 


Die Hauptgleicliung (1) 


dl- Ox'-* dy’* 


3*2 V = o 


und das Randintegral folgen wie auf p. 4o. Wir enlnelimen aus 
lelzterem die Bedingungen 


dn 


= 0, 



also 



Eiitsprecheiid der Dissymmetrie der Gleicbung sei jelzl 
der Ansatz (ig) fur <I> durcli Fernwirkiing erklart nach dei 
Formel 

fir-y I - dx'dy. 

Das Gesetz der Fermvirkung ist demnacli nic/it dasselbe wie 


fvLlhev; es ^elang mir niclit, in einwandsfreier Weise diesen 
etwas unbefriedigenden Uinstand zii vermeiden. Die Haupt- 
gleichiuig dagegeii ist unverdnclert gebliebeii. 

Setzt man hierin, wie oben, iv aus (19) ein, integidert partieli 
und beaclitet die Randbedingungen, so erlialt man wie p. 29 die 
durch die Feriiwdrkimg bedingten neuen Gleichungeii 

-i- a) = — a), 

/ y') dy' = 0, <l>(+a,7)-i-fl>(— a, j/) = o. 

— (I 

Das einzige InLegra] ist 

( m -+- - ) 7157 

<1> — A sin (v ^ H- c) sin cos ^ 

a a 

und (II) liefei'L die Scdiw ingungszalilen 



Nach der Ableitung dieser Formeln haben negative so^volil ivie 
positive m, /^, v cine pkysikalische Bedeutun g\ 

Aiicb hier sind Im Geliieie der Sclmmaiinschen Strahlen iiciie 
Serien zu er war ten. 


Aus den vorbergelieuden Fntwickeluiigen ergilit sicli vvolil von 
selbst, dass nui* din* allgemeinc Typus der aufgestellten juathe- 
malisclien Operationen, nicdit die speziellen Deuliuigeu und Aus- 
fuhrungen den Kernpunkt der vorgetragenen Tlieorie bilden. 
Sclion eingangs babe icb hervorgelioben, dass und warum eine 
Zuruckfilhung aiif die gelaidigeren meclianischen und elektrischen 
Vorstellungen und Gesetze, eine « phjsikalische j) Erklarung, mit 
der Balmersclien Formel unvertraglicli ersclieint. Ks bediirfle 
einer viel eingelienderen Keiintnis der Atomwelt, um eine von 
Willkiir frele pbjsikalisclie Theorie auf den bier gegebenen 
Grimdlagen aiifzubauen. 

Trotz vielfacber Versucbe ist es mir nicbt gelungen, eine andere 
geoinetriscbe Figur zu Grunde zu legen als das Quadrat. Man 


kann sick dasselbe vielleicht als eine der Fldchen eines Kiibiis 
vorstellen. Die Syinmetrie der Formel 


\/i- m-/ L j 

entspricht sehr genau der eines Quadrates mit seineii zvvel Diago- 
nalen, nicht aber etvva der eliier Kiigelllaclie. Aiis dlesem Grunde 
Hess sich aiich die Einfiihrung des Differentialaiisdruckes d-jd^ dy 
nicht vermeiden. 


Wollte man von dem tCoeffizieiit 4 iri der Balmersclien iind 
in der Pickeringschen Serie and von den Rydbergsclien Geset- 
zen absehen, wozu keinerlei Berechtigung [vorliegt, so k^innte 
man auf die Aniiahme eines eindimensionalen Kontinuums eine 
einfachere, vvennauch nicht ganz geniigende Tlieorie griliiden. Es 
sei z. B. die Iransversale Verschiebimg der Teilchen eines 

Stabes von der Lange 2 a aus der Gleichgewichtslage ; 
die Entfernungzvveier Punkte desselben. Der Nullpiinkt sei in der 
Mitte des Stabes; dann sei die Fernkraft, die ein Punkt (x^) auf 
(x) aasiibl, proportional i-v(x') and der Fimktion 






(a, [j zwei KonsLaiueu); 


endlich sei noch eine elastische Kraft proportional vorhaii- 

den. Die Bewegungsgleichung lautet : 


dt- 


= — c- w -h 


r 


w(sp') 6(r) clx'. 


Der Rand sei fest. 


Dann ist die Losung 


tv = A sin(v^ c) sin 


niTZT 

j 

a 


v 2 = H- 


li.OL 

7n^ 


1?. 6 

— ' 7 j 
m*7z* 


was natiirlich auf die Balmersche Formel formal sich reduzieren 
lasst; doch scheint eine physikalische Deutung dieser Koeffi- 
zientenbestimmung nicht moglich zu sein. 

Man kann auch mit Hrn. Riecke zwei Zustandsgrossen w, ein- 
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fiihren; sel clann 


dll 

U 






dx — c-7/., 


am Rand a = t’ = o, 


SO 

£ <72 


c-'iT- _ r 
*2 £ a- 4 


so isi. 



Docli wie diese Bedin^un^-, in die die Zald iz eingelvt, erklart 
werden soil, isL mir niclil vorstellbar. 


Die Spektren anderer Elemente. 


Der Versuch, die fiir WassersLolF gefundenen AnsaLze auf die 
Spektren anderer EJemenle zu verallgemeinern, stdssL zunaclisl 
auf die Scliwierigkeit, dass fiir dieselben so einfaclie and exakle 
(jresetze bis jelzt nichl bekanni sincl. Niir das Auftreten der kon- 
slanten Dlfferenzen in den Nebenserien isl mil voller Scliarfe 
nachgevviesen. Man wird wieder schliessen, dass sicdi aus der 
Formelftir das zunaclisL auflretende Quadrat der Scbwingungszahl 
die Wurzel auszielien liissl. J^ieses l)edeiiteL iin allgemeinen eiiie 
reclit komplizierte Forderiing, die nur bei sehr speziellen Dif- 
ferentialgleicliungen iind Randl)edingangen erfiilll sein wird. 
Bedenkt man noch, dass die Gestalt der Spektralformel bei alien 
Elementen dieselbe ist und dass einer der auftretenderi Koeffi- 
zienten sicb als annabernd iiniversell erwiesen hat, so wird man 
zur Annahme gefiilirt, dass bei alien Elementen die Serien durch 
das frilher betrachtete, schwingende System an sges trail It werden 
und dass die Randbedingungen allein von Serie zu Serie vari- 
ieren. Dann gilt far die Lichterreger a Her Elemente die fiir 
alle Serien von Wasserstoff erf iillte Grundgleichung (II) 


(B) 




dy'-* 


H- 3-2^2 = o, 


V = 


dx- 


— 

dy^ 


Wieder hat man Scfuvingungen eines Quadrates anzu- 

- _ JL / ./.• n ..... 
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Dann behalt die Operation v ih^^'en Sinn, den sie bei beJieblge 
Berandung verJiert (da sie von der Wahl des Koordinatensysteii] 
abhangig ist) ; die Herleitung der Griindgleicliung vvird wiede 
durch das Hatniltonsclie Prinzip unter Ziigrandelegung einer de 
angefulirten Ansatze fiir die potenLielle Lnergie gescbehen. Dalx 
wird man nicht von der bernvvirkiing ausgehen, die bei de 
verschiedenen Serien von W^asserstoll sclioii verscliieden ang( 
nommen werden musste, sondern von einer der beiden partielle 
, Differentialgleicliungen 


r)'* 

dx- 


4^ 


Oder 


dx- ()y- 




and diese durch Feiaiwirkiing erklaren. Verschieden von EU 
merit zu Element sitid dann nur die Bedingungen^ denen di 
Sc/iivingiing ufitenvorfeii ist mid die das 1 ntegt'ctl von. (II 
vollends bestlrnmen. 

IS i mint man etwa 


d'i <!> 
Ox- dy- 


4 vw, 


SO geben die Entwickelungen p. 4o fl'. nur zwei Randbedingungei: 
sind dieselben erfiillt, so folgt aucli die Energiegleichung; eir 
drille zur eindeutigen Bestimmung der Lbsung notwendij. 
Bedingung wird vvie dort durch einen geeigneten Ansalz fiir d 
Fernwirkung erhalten. 

Leider ist eine Integration von (II) vorder Fland nur unter sel 
speziellen Bedingungen inbgiich ; es gelang mir daher nicht, eir 
direkte Berechniing der Schvvingungszahlen auf Grand versclili 
dener Ansatze fiir die Randbedingungen aiisziifiihren. Dageg€ 
kann man auf dem gewissermassen umgekehrten W eg doch eir 
Priifung der Grundhypothese vornehmen. Man setzt erst geeigne 
Integrale von (II) an, und kann dann aus ihnen auf die Ram 
bedingungen schliessen. 

Die Bedingungen iniissen natiirlich derart sein, dass sie vvied 
auf oszillierende Funktionen fiihren. Nun haben neuere Unle 
suchungen ( ' ) liber die asyinptotische Darstellung vorr oszilliereJ 


(^) LiteraLur vgl. A.-R. Rorsytii, Theory of dig. equations.^ L. IV, igo 2 , p. 3: 




den InLegralen ^evvolmlicher linearer Differentialgieichungen j^e- 
zeigt, dass seiche Integrale in selir allgemeiner Weise angenahert 
asjmptotisch iiach Poincare (•) darstellbar sind durch 

( *20 ) si M kx (o. H- -h . . . C.OS, k X ( cl' — 1 r . . 

\ A-^.- k x-^ J \ kx k'x-^ ) 

(oL^ [ 3 , y, a', [ 3^5 Y Konstanlen). 

Ftir Bcdingimgen, die nivr wenig von den bei Wasserstofl' 
geltenden abvveichen, vverden iv (bez. und seine in (II) auf- 
Lretenden Dillerenlialquotienten wenig von sin niTix/a^ sin /iTcy/a 
oder ahniichen Ausdriicken abweichen, und von der Form sein: 

(21) (V — si n ( V ^ -f- c ) [ A 1 si n kx cos ly -+■ As cos kx cos ly 

-h A;} siii/\r cosZy -H A4 sin kx sin ly -l- B], 

vvobei die A asym[)toliscli darstellbar sind durch 
(• 2 «) 

/’7 

Die Punktion B isL nicliLoszlllierend, im ilbrigen eLwa einc PoLenz- 
reihe, k und / sind KonslanLcn. Die Reihen (20) und, s, omit (22) 
sind niir seinikonvergent und gelten meist nur fiir positive bez. 
nur fur negative .x*, )'. Die a\ll sind nicht alle gleich Null. 

Nacli Poincare (loc. cU.) darf inan solche Reilien gliederweise 
integrieren; aus der asjinptotisclien Darslellung von ivjdx-' dy'' 
liissL si(dii so (v gewinnen, also darf cv in diesem Falle gliedvveise 
diffet'enliiert werden. Durch Differentiation geht nun ein Glied 
von der h'orin sin/r.r sin wieder in ein ahnliches 
ul)er, dessen Fxponenlcn ^ grosser oder gleich q sind. Nur 
wenn = o ist, geht das nun rein trigonometrische Glied in 
ein ebensohdies (iber. Setzt man die Reihe (21) fiir w in ( 11 ) ein, 
so miisseu die (dieder der letzleren Art fiir sich vex'schvvinden ; 
die sich ci’gcbende Bedingung ist also dieselbe wie wenn man 
direkt Ansat/a; der Form sinA\2: sin/j/, oder cos A" sin /j, etc. 
in (II) einfiihren w iirde. Es ergibl sich demnacli genau wie bei 


(^) II. I^oiNCAUE, ^lc£a malh.^ t. VIII, 1886, p. 29611'. 


B. 
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Man kann ivieder die IV iirzel aiis der Formal filr das Qua- 
drat der Schwingangszahl atisziehen^ die erste Forderung 
ist erf Hilt (^). 

Weiter ist nun iiiv x = -{-a und beliebige y irgend eine Be- 
dingung zu erfullen, die etw'a durcli Nullsetzen einer linearen 
Verbindung von seinen ersten Integralen oder Diflerential- 
quotienten fiir -\-a erlialten wird. Sie wird daher die Form 
baben 

a(X') sin 4- j3(/c) cos = o oder ta n g/ca = — 


Rei Wasserstoff waren die Gleichungen sin ka = o oder cos ka = o . 
Fur gewisse Randbedingungen wird p/a bei wachsendem k un- 
endlich gross, fiir andere Null, nocb fiir weitere endlicli. Letzterer 
Fall tritt schon beim entsprechenden eindimenslonalen Problem 
auf (vgL unten); setzen wir geeignete Bedingungen voraus (-), so 
wird also fiir grosse positive k oder m 

tang/ca = konst., k = 4- konst., 

® a 


Fine bessere Annaherung wdrd man erzielen durch Beniitzimg 
weiterer Glieder der im allgemeinen nur semikonvergenten Ent- 
vvickelung von P(A:)/a(/c). (Die c sind Konstanten.) 


also 


, Cl C^2 

tang /C(Z — Co -+~ -4- . . . 

K K~ 

ka = mTc -H c'o 4- ^ 4- ^ 4- . . . , 
k k" 


(^) Die letzte Gleichu ng und die folgenden Betraclitungen sind durchaus iiicht 
an die Existenz der asymptotischen Entwickelungen gebunden. 

(^) Man kann die Bedingungen, die ja wegen der eingelulirlen Fernwirkungen 
auch Integrale entUaUen kdnnen, so wahlen, dass eine f.osung der Form 
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oder angenaherL 

ka 6 -q 


niT. -h c'q 


c\ a- 

(mi: -H c'o )'^ 


5i 


ahnliclies gilt fur / (’). Diese allerdings niclit recht befriedigenden 
Betraclitungen fiihreii also auf die fiir positive grosse 7?z, n giiltige 
Form el 


, /3‘2 a- r 


( m -H [J^)- {n ■ 






n -h 


in welclier N, [j., Ivonstaiiten slnd, also auf die Bydbergsche 
Forinel^ und da nacli den geinacliten Annalimen p, a, luiwer- 
sell sind, ivird der Koeffizient N unwerseLL. 

GLeichzeitig erkeruit man ahei\ dass die Bydbergsche 
Forme I fur niedei'e m, n zu korrigieren ist^ aber nicht durch 
Variieren des Koeffizienten N, wie bisher getan wurde^ son-- 
deni indem man durch E nUvicklungen der Form 

b c , // 

^ (m H- jJl) (/M -h ••••> ^ P J ‘ * 

oder 

P Y , i 

^ ( /?i -h (j. }- ”^ ( m -h (J.)'" * * ’ ’ |JL ( /n -H |JL ■ 


ersetzt. 

Jede Serie entspricht einem bestimmten rn und variabeln n oder 
umgekelirt, und vvird demnacli durch die Formel gegeben 


: A — 


(m-f- (j.) 


....]■ 


in der A, p, b Konstanten sind. 


(^) Im allgetneinsLen Fall wiirden Cq, ... noch von I abhlingen, sodass 

/r= V-4^/, 

Ami IV 


I : 


/In/'ll e/'lioinpn in rlnr wniif^r 7.11 hjJihandeIndnn Anniiherunfr dio ftinfaclieren Formein 


Der zweite Koeffizient N alter Serienformelri muss il 
versell sein. 


DieLinien eines Doublets oder Triplets gehoreniin Sinnedie 
Tlieorie Qiiadralen an, die sich unter nur wenig verscbiedei 
JJedingungen befinden. Dagegen werden die Linien einer Sei 
die Hauptserie und ihre entsprechende 2^^ Nebenserie, ^ 
Schvvingungen eines und desselben Tragers^ die genau gleii 
artig sind, gebildet. Es lassen sicli nun die Ergebnisse der Unt 
sucbungen von Runge und Paschen leichter verstehen, n; 
vvelclien die Linien einer und derselben Serie quaLitatw u 
quantitatw dense Lben Typus hesitzen; ebenso die Linien x 
flaupt-und c>J^^ Nebenserie wcihrend dies fiir die zwei Lin 
je eines Doublets nicht der Fail ist. 

Die weitere Beslatigung der neiien Formeln wird in den nn 
gegebenen Tabellen sich finden ; sie zeigen folgendes : Bei al 
Elementen gilt fiir die Hauptserie die Formel 


V = A. 


lOQ 675,0 
{m a b j m- 


{m = 2, 3 , . . .), 


far die erste Nebenserie eine dhnliche Formel^ fiir die 
Nebenserie 


v = A- 


109 673,0 


m H h af -hi' { 


oder, was bis auf Glieder hciherer Ordnung auf dasselbe hini 
kommt, 


V = A 


109675,0 

F . 


^vo p = m -h OL -h j p- — m -+- a [3 (' A ™ 


Die Rydbergschen Gesetze sind bei diesen Formeln so ge 
erfullt^ dass Hauptserie und 2^^ Nebenserie direkt durch ( 
einzige Formel dargestellt werden, Dieselbe enthdlt bloss 
Konstanten statt sechs, tvie Kayser und Bunge benutz 
sie lauteL : 


dz V = 109675,0 


I 

( fYl CL -+- b j /7l'^ 


I 

H- 0,3 -4- a'-h b'K n - 4 - 0,3 


1 rotzdem ist die Anndherung an die E rfahrting beson 


ftir die niederen OrdnangszaJilen eine viel bessere ivie bisher 
erreicht ivar. 

Die Grenzen der beiden Nebenserien fallen zusainmen bei 
Gebrauch dieser Formeln^ soweit die unsichere Beobaclitung der 
Struklur der ersten Nebenserie es zu beurteilen erlaubt. Jedenfalls 

o 

ist der Abstand nur durch Bruchteile einer A.~E. gegeben. Aiich 
die Konslanteu a, b^ a\ U zeigen vielfaclie Beziehungen. Erwahnt 
sei gleich bier, dass nach dem Gesetz der konstanteri Differenzen, 
^ ^ b\ fur die Liiiien elnes Doublets oder Triplets denselben Wert 
liaben; dasselbe firidetsich furZ>, nur a nimint verscliiedene Werte 
an. Infolgedessen ergibt sich obne vveiteres, dass die Doublets der 
Haiiptserien eineii gemeinsamen tLoii verge nzpunkt besitzen, uiid 
ihre Abstande durch die Rydbergsche Foi^mel erheblich genauer 
dargestellt werden als ihre absolute Lage. Welter sind bja, b’ ^ 
bei alien E lementen negativ. 

Fiir die Spektren der Alkali ergibt sich also folgendes Schema: 




Hauptserie : 


I i 


( n -+- H- bfn'^ f 

I 

[1,5 4- a' 4- b'jil/j 

I 

( n -h -H 

[ 1 , 4“ Cl' 4” b' j{^ l ,5 J 

Zvveitc Ncbeiiscrio: 

I I 

(2 4- -H by>:-^ )'^ 

[ m 4- a' 4- 6'/( ni p 

i 

i 

( 2 il 2 bj'l - 

[ m 4- a' -h b'ji m }- 

lirsie Nebenserie : 

I 

i 

( -h ai ~+- b/2'^)^ 

I 

( /n 4- c 4- dlm ’^ |2 

i 


[rn. -h c 4“ dlmr ]- 


{ ji — ci , 3 , 4 j • • • ) • 


(//i=:i,5; 2,5; ...). 


{m = 3 , 4 , 5 , . . .). 


N = l()9()7f),(). 


Allen positiveu Werten von //i, /?. iniissen Spektrallinien ent- 
sprechen, ob die Schwingnngszahl posltiv oder negativ sei. Die 
Fornieln sagen also die Existenz unendlicli vieler Linien vor- 
aus] leider fallen diese Linien in alien Fdlen, wo ich sie genau 



berechnen konnte, ins Rot und Ultrarot oder in das Gebiet de 
Schumannschen Strahlen. Diese neuen Serien miissen mit dei 


bekannten sehr angenahert konstante DifFerenzen ergeben, uni 


fur die Grundlinien [m = i oder n = i) aus weiteren, fiir die ultra 
roten Serien aus engeren Doublets oder Tripletts bestehen. 

Fiir negatwe Ordnungszahlen dagegen gelleti die Formel} 
nicht^ weil die zu Grunde liegenden Reibenentvvicklungen nu 
semikonvergent situL (Vgl. das sogleich zu entvvickelnde Bei 
spiel.) 

Bevor ich zu den Tabellrn ubergehe, mochte icli die zu obigej 


Formelii fiihrenden Schliisse durch die Betrachlung eines ent 


sprechenden, ganz durchfiihrbaren Problems im eindimensionalei 
Gebiet stiitzen. Dasselbe verhalt sich zu deni vorigen wie das Pro 
blem der transversal schwingenden Saite zu dein der Platte. 

Sei 2 a die Lange eines Stabes, seine Mitte als Nullpunkt de 
.r-Achse gewahlt, w die Verschiebung. Es sei 




dt^ dx'* 


-f- ~ O 


(lie Hauptgleicliung. 


Sei w= sin {kt -f- c) so ist 

v2 


p- dx'* 

Das allgemeine Integral ist von der Form 


( 23 ) 


I Wj = A sinkx -4- B 6m G (toskx -+- D cos kx, 


mit dzv(nu) = jj- 


Die Randbedingungen iv = o fiihreu auf die Lnte 

grale 


, m H ]'KX 

. . fUTZX , \ 2 ., 

Wi=Asin und ppi=Gcos* 


sie entsprechen dem Problem fiir WasserstolT und sind nicht gaii 
eindeutig bestimmt. 

Wir variierea nun die Randbedingungen und nelimen 
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unler s eine kleine Grusse versLanden. Es ergebeii sich wieder 
zvvei Ldsiingen. Die Bedingungsgleichiingen, in (^3) eingeseizt, 
fordern : 

A sin ka h- B Sin ka — o, G cos/:a -f- D €00 ka — o, 

- A sin ka -h B Sin kft !- zk{ G sin ka -i- D Sin ka ) = o, 

— G cos/iVA H- D CD 0 /ta -h zk{— A cos/tYi -h B €00/.^) = o. 


Hie rails folgt f'iir /• die G lei cluing 

f 

( l ang/iY/. )2 -i tang/v/ ^iinfl Av;/. — ( = o, 

£“ A*“ 


lang/iYf — ®an{}/y/. ( — ±; ^ 0 * 


Die beiden lj()Siing(‘ii haben denselben Cliarakter ; ich diskutiere 
die eine dcrselben 

— tang /-a — (£;.nifl/tY/ ^ -h \ J -H r 

Eiir gross(:‘ |)osili\'C k wird (JilUf) /ca = H- 1 ; fiir negative k, 
Xy/ 1= — I. Die Wurzeln werden fiir grosse ni dargestelU 

du rch 

ka. rr: m 77 -p ( //I > O ) , k((. = — 7^77 — ~ < O ). 

I (\ 



Die Korin dec Knrvtni 

r r~ lang.r. 


rrr 

-H e~ 


ergibt, dass die negaliven Wurzeln deni l-^eLrage nach gleich sind 
den positiven. Fiir selir kleine £ ist die crsle Wurzel angenahert 
ka = iij 2 ] fiir selir grusse £ dagegen ka~o\ zwischen diesen 
Grenzen 1 st die ersle Wurzel eingeschlossen. Die zweite gibt also 
ka'-i^iz. Nach den ( iuderinannsclien Tafeln ( ' ) der Hyperbelfimk- 
rionen ist fiir x = t:, (S^antJ x = 0,9998. Wir diirfen somit fiir die in 
Ibjtracdit kouunenden ka selir angenahert ijrtug (/re/, ) == -}- 1 setzen. 
I vs gilt also fiir gross e k : 


( 24 ) 


— lang/Y^ I — 


J) 
s'' k^ 





(’) G. Gudkhmann, Creltea Journ , Btl. VI, VII, VIII. 
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die genau die bei der allgemeineri Tlieorie vorausgcsctzte Geslalt 
hatj jedoch eUvas spezleller ist. Audi die oben beriilirLe Tatsaclie, 
dass die neuen Spektralformeln flir negative n niclit gelten, 
weil diese Aiisdriicke niir semikonvergent sind , findct hier ihr 
Aequivalent : fiir negative k vvird ^dXi^ka = — i afigcnahcrt, es isL 
die Entvvicklung (24) zu ersetzen durcli 


man erhalt wieder dieselben Wurzeln bis anf das Vorzcn'clicn. Dor 
wesentlich singulare Punkt, den im LJnendlichon lial, 

bewirkt, dass (24.) nnd (20) nur angenaberl sind, and kcirie 
tenzreihen in ijk existieren, die fiirgrosse positive and negative// 
die Fuoktion Stimg/zazu entvvickeln erlaubcn. lune (ileicbung 

(tang //« = Rationale Fill I kti on von k) 

wiirde diese Eigenschaft niclit besitzen. Die Besselscdien Funk- 
tionen dagegen bielen dieselbe Eigenliimliclikeit. 


Die Spektra der Alkalimetalle. 

In den folgenden Tabellen sind die Forniein von S. 02 und wS. 53 
mit den BeobaclUungen vergiichen. Die Konstanteii />', sind 
stets in dem dort angegebenen Sinne gebrauclit. Icb babe nuv die 
Hauptserie und die zweile Nebenserie beriicksichLigL, nnd von 
letzterer wegen des Geselzes der konstanten Diirerenz nur eine 
Linie jenes Doubletts und Tripletts. Die erste Nebenserie ist elner- 
seits w^egen ihrer kompllzierlen Strnktur und Hirer besonders bei 
hoheren Ordnungszahlen sehr dilFusen Linien niclit so sielier be- 
obachtet; anderseits wird sie durcb die J)isberigen Forineln nielst 
schon selir gut dargestellt; der Grundy hierfiir ist wobl, dass die 
den niedrigsten Ordnungszahlen 1,2 sogar manclimal 3 , 4 
spi'echenden Linien weit im UUrarot bzw. Ullraviolett liegen und 
niclit beobachtet sind. Danach ist die (jbercinstinimung mit dec 
Erfahrung hier wenig bevveisend. Immerhin zeigen die aus beson- 
dern Griinden bei K, T 1 initgeteilten Tafein der ersten Neben- 
serie, dass sie ebenfalls sehr gut dargestellt wird ). Die Formcln 


(^) Dass auf Grand der Hj^dbergsehen Forinel die Grenzen der Ncbcnscricn 



slnd meist aiis einzelnen Linien iind niclit durch Ausgleicliung 
hereclinel. Denii wie aas derTheorie zu erwarten isL und sicli bei 
einzelnen Serien l)estatigt, sind die Aenner der Formeln ia Wirk- 
iiclikelt docli noch durcli lu'diere Giieder in i /m-, i //i- zu ergiinzen, 
wodurcli die nacli der Metliode der kleinslen Q)uadraLe erreichbare 
luihere Genauigkeit bei der Festlegnng der Konstanten dock illu- 
soriscli wird. Lelirreichcr scliieii es mir zu zeigen, wie genau die 
Extrapolation geschieht. 

Die erste Kolumne gil)t die Wellenlange A in Liift. Die zweite 
die nacli Kayser and Runge's (‘) Bestiminung der Luftdispersion 
aurVakuiim reduzierten Welienzalden v (gleich inVakmim). 

Diese Reduktion l)etragt fiir v = /loooo ca. 12, fur v = 16000 ca. 
4 Einlieiten der letzten Stelle; sie musste also durcliaus beriicksicb- 
tigt werden. Die E'eblergrenze. ist unter A'angegeberij der Fehler 
^'bVobaciiiet — ^4)otedme( fill' die f'ormelii von Kayser und Runge 
niit K. R., fiir die ineinigen mit R. bezeiclmet. Die Ordiiungszalil 
ist unter m und n eingetragen. 

IJthium. 


({•joS , :> 

1 4 903, 1 

0 , 2 , 

H-io<S 0,00 

:v.< 3.,77 

3 o 9 ‘»'i ,4 

0 , o 3 

0,00 0,00 

27'] I ,39 

3 ()^}(i 7 , .3 

o,o 3 

0,00 -1-0,07 

,Go 

.'>90 1 1 ,5 

o,o 3 

0,00 0,00 

•Pi 75 ,i 3 

:^o 390 , 0 

0 , t 

— 0,2 -1-0,20 

2 /j '.> 5,55 

4 1 2 1 5 , 5 

0, 1 

— 0,01 -1-0,01 

‘.>39 '1,34 

b 7 Fj ,3 

0 , 2 

-1-0, 3 o -1-0, o 3 

2373, pO) 

/|2 112,0 

— 

-i-0,75 -1-0,10 

2359, p-') 

42370,7 

— 

-i-i,iS -1-0,22 


ooie-joHj-i 1 1 '190.), 1 1 o,:<|-l-')n) 


0,00 -A’’ 


llaupLscric: a — — 0,0/1751, b *• 
Ncbcnscric: a' ™ -h o,o()()()'|., b' 


o,oia3i. (irenze : 'liJ ,(S. 

■ o,()‘><)'|<i. Grenze: . 


zusammcntallen, hat Rydberg gczcigl. (A? Congres, L. It, Paris i<)oo 

p. 9 . 12 . 

(‘) H. Kaysku u. G. Runge, AbhandL d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin 

('■^) Nach H. II. Lehmann, Ann. d. PAr.s*., t. V, 1901, p. diL) ; t. VIII, 1902, p. (3'|5 
(•') Nach G. 0. Liveing, u. Dewah. 
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Es sind liier vier \erfiii;bare Konstanten (bei Kayser imd 
Ruiige sechs). Zur Berechnung sind die Linien 3, 5, 3,5 

benuLzt. Die Rydbergschen Satze sind in den Formeln sclion 
beriicksiclitigt. Die Formeln von Kayser iind Runge geben liier 
bei Extrapolation der Nebenserie (fiir n = i ilirer Ordnungszahlen) 

c 

einen Fehler von 6i5 Angstrom -Einheiten. Er wird liei den 
iibrigen Alkalien noch gr/isser, es ware zwecklos, ilin einzutragen. 

Natrium. 




llAUPTSERIK 





ZWEITE 

NEBENSERIE 



n 

\ 

V 

F 

K. U. 

R. 

ni 

A 

V 

F 

K. R. 

R. 

R 


5 8 96, 16 

16955,6 

0,00 

H -78 

0,00 

1,5 

5890, 19 

16972.8 

0,00 

H-334 

0 ,00 

0,00 


58 ()o,i(j 

16972,8 

0,00 

H-86 

0 . 00 














2 , 

I t 4 o 4 ^*^ 

8766,3 

9 

H- 100 

-fo ,9 

~‘,7 

o' 

33 o 3,07 

3 o 266,3 

0,0 3 

0,00 

-HO , o 3 









33 o 2,47 

3 o 271,8 

o,o 3 

0 , 00 

0,00 

3,0 

6161 , i 5 

1 6 226,3 

0 , I 

0,00 

0,00 

0,00 

4 

2852,01 

35 0^1 0,9 

o,o 5 

0,00 

— 0,10 


5 153,72 

19398,2 

0 , I 

0 , 00 

—0,20 

—0,17 

1 

2852,91 

35 o'| 0,9 

0,00 

0,00 

-+-0,07 

5,5 

4752,19 

21087,1 

0 , 1 5 

0 , 00 

- 0,23 

0, 19 

1 

H 

2680,46 

37 295,5 

0, 1 

0,00 

— 0,08 

6 , 5 

4546,08 

21991,1 

0,2 

-1-1,16 

-f 0 , 2 1 

+ 0,25 


2680,46 

3 ' fiCj'jjS 

0,1 

0,00 

0,00 








1 






7 5 


22 009,2 

? 

H- 1,7 

—0,17 

•— 0, i 4 


2593,98 

38530,2 

0,1 

-f-o , o3 

— 0 , 1 3 








1 

2593,98 

38530,2 

0,1 

H-o,o 9 

- o,oS 








1 

( 

2543,86^“) 

39298,7 

0,1 

-4-0, 10 

— 0 , 22 









2543,85 

39298,7 



— 0,1 9 








8 ' 

| 25 i 2 , 23 ( 2 ) 

69 79 'b 4 

0 , 2 

-f-o , 5o 

—0, i 5 









(2512,23 

1 

39793,4 

0,2 

-+-0,60 

— 0,12 









IlaupLseric: j ^ — o,ii38. Grenzc : 5 t / iVi • 

( a.. -- {), I. 'pa I ^ ’ I I m y 

Nebeiiseric : a' = H- o, i5i5- , b’ = — 0,05586. Grenze : .24 ‘ • 


Fiir die Nebenserie (deren Grenze nach Rydberg aiis der 
llauptserie entnornmen wird ) babe ich aiich aiis i,5, 3,5 die For- 


( ') Nach i\ Lewis, loc. c.it. 

(‘^) Nach G. I). Liveing u. J. Dewah. 
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mel 


^ 1 />n- a -H p lo- 5 ( A — V )]- 

berechnet ( ‘ ). Es faiid sicli a = 1 5 f>.o 5 , = — 0,0610';;. Die 

Fehler sind iinLer IV eingetragen. Kayser und Runge iiaben 
neun K.onstanteii, bier sind fiinf oebraucliL. Die Doppelliiiieti sind 
niir bis n ~3 beobachtel; von da an bezleben sich die beobach- 
Leten X anf das Intensitatsmaxinium, also unj^efahr die kleinere 
Wellenlange. Dasselbe ^ilt bei Kalinin. 

Kali urn. 


HAUPTSEIUK. 



Z\V KITE 

NEIiKNSKIUE. 


n 

1 

V 

F 

K. n. 

n. 

m 

A 

V 

F 

Iv. R. 

n. 

It ' 


770 1, 92 p) 

12980,7 

9 

-r I < » t 7 3 

0,00 

.,9 

7701,92 

l;..y8(,,7 

9 



0,00 

0,00 

2 

"668,54^“' 

1 3 o 3 (.),S 

y 

-h 109,6 

- 0,24 

2 , f) 








/|o 47.36 

24 70i,() 

o ,()3 

0,00 

0 , 00 


(191 1, 2 






3 





■K') 

i 4 46.>,3 

0 , 5 

— 4 p* 

0,00 

0,00 

j/| 04/|,29 

24719,4 

0,0.) 

0,00 

-1-0,00 







( 3447^49 

2(S 998,4 

0 , o 3 

0,00 

-ho, 1 3 

4 v> 

97 S'...,r .7 

.7'...SK,:i 

0,0 5 

0,0 

-ho, 20 

-ho, 09 

4 

( 344 ^ 5,49 

1 

29()()(),7 

0,0 3 

0,00 

-hO, 12 

5 , 5 

. 5.323 , 55 

18779,2 

0 , 1 5 

0 , 0 

-ho, 22 

4-0 , IQ 


1 

( 3217,70 

3 1 oG8,7 

o,o 3 

0,00 

0,00 

6,5 

0084,49 

19 6 (> 2,3 

0,20 

0 , 0 

-ho, 22 

-ho , o 4 


) 3*2 17,27 

3 1 073,5 

0 ,<)3 

0,00 

— o,o 5 









1 




7,5 

19 Pi* 

20224,7 

1 ,0 

-hi ,0 

-h 1,10 

“t -<>?94 


\ 3 io 2,37 

32 2 :> 4,2 

0 , lO 

-1- 0,27 

1-0, 10 









/ 3 io 2 ^ i 5 

1 

32 226,5 

0,10 

H- 0,36 

-ho, 4 ‘> 



KHSTE 

NKIiENSEIUl< 




( 3 o 34,94 

32939,4 

0 , U) 

i- 0,23 

— 0,20 


5812,54 






d 3 o 34,()4 

32939,4 

0,10 

i- ../I'l 

— <),o 5 

5 

*7 * 99 1 3 

0 , 0.5 

(/, 00 

0 , 00 



1 

(■'■992,33 

33408,7 

0 , 1 5 

1- 0,68 

- 0 , i() 

6 

5343,35 

i8 709,5 

0 , 1 .5 

0 , 00 

0 , 00 


8 

(2992,33 

1 

33 4 08, 7 

0 , 1 5 

H- 0,80 

— 0,08 

j 

5097,7.5 

1 9 () 1 1 , 2. 

0 , 20 

0,00 

-ho, 16) 



\ 29 G 3 , 3 (j 

33736,2 

0,20 

-I - I , 0.5 

— 0, i 3 

8 

49.52,2 

20 188 

r,o 

H- 1 , 2 

d-0,7 


9 

(29^3,3(1 

33 736,2, 

0 , 2.0 

1- 1,11 

— o ,(»7 








(2942,8 

33971,4 

1 ,0 

4 - 1,43 

— 0,27 


Die /u wenig genauea Messungcn 

vou 

^^^(29.42,8 

1 

03.»7',1 

1 , 0 

“H I ,60 

— 0,23 

Livkino u. Dewar sind nicht bcriicksichtigL. 


\ n f'v) i«ii liifM'iii Hit's \ v«tn v itosiiLiv zii nphrneii. wenn A'>'V". 
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Von /i = 6 an bezieheii sicli die Messungen hei der Hauptserie 
auf die klelnere Wellenlange. Die Grundliiiien 7701, 7668 sind 
sehr bi'eit und unsicher bestimmt, die Differenzen der Scliwin- 
gung’szahlen stiminen schlecht mil den iib^igenv^ . Dalier ist aucli 
die Grerize der Nebenserie ungenau. jNimiut man fur die Grund- 

o 

linien einen (sehr walirscheinliclien) Fehler von o, 5 A.-E. an, so 
erhalt man die Abvveichungen Dies zeigt, \^elche Genauigkeil 
die Messungen in ihrer Gesamtheit besitzen miissen, uni eine ent- 
scheidende Prlifung der Formeln zu erlauben. Es ist 

TT , . ( = 0,29034 ) 

liaupLserie : < G Oi*enze 

^ j = 0,28750 ) 

Nebenserie : R. = -h o, 3 1789, b' — — o,io7(). Grenze 

JR' a' = H- o , 3 1 8 15, b' =:— o, 1 08 f . » 


: 35 oo 5 ,o. 

: 22024,3. 
22023,5. 


Die beiden Nebenserien von K sind in ilirein Cbarakter kaum 
zu unlerscheiden; man betrachtete bisber die mil 6988 und 691 1 
beginnende als die e 7 'sle Nebenserie, dock wiirde dies der einzige 
Fall sein, wo 6^ positiv ware und wo die Rydbergschen Regeln 
sich als iinrichtig erweisen. Betraclitet man sie aber, vvie bier ge- 
scbelien ist, als zweite Nebenserie, so ordnet sie sicli genau in das 
Schema der iibrigen Serien ein. Diese Entsclieidung ware auf 
Grund der alteren Formeln nicht moglich gewesen. Fiir /2 = a, 5 
berechnet man )s = i 2 43o, A = 1 2 52 1 . 

Die Gleichung der ersten Nebenserie, deren Grenze aus der 
zweiten Nebenserie entnominen ist^ lautel: 

, o 109675,0 

V = 22024,3 — r • 

{m — o 2828 -1- 1,26/ 


Fiir m = 4 berecbnetmandasLinienpaar A=: 6g36, 4, A = 6964, 7* 
Schon Kayser und Runge bemerkten, dass bier ein allerdings bis 
jetzl nicbt beobachtetes (*) Linienpaar liegen sollte. Sie extrapo- 
lieren X =6957, 4, A = 6986, 4* fch babe die Formel der ersten 
Nebenserie bier angegeben, weil sie gestattet, diese roten Ivalium- 
linien mit grbsserer Sicherheit voraus zu berechnen und zu ihrer 
Auffindung niilzlich sein kann. 


(‘) Lecoq hat ein Bund 68-25-';72.18. 
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6 [ 

lulr m = (inden sicli A =rz: 11(343, Ivayser imd 

Ruiige bereclmen a 12444? A = 1252:3. Becquerel hat die 
Kaliumliiiieii X = 10980, 1 1 (^20, i 2 33 o beobachteL, docli sind die 
JVIessangeti sehr unsicher, uiidzwei Liniea oilenbar nicht getrennl 
vvorden. — 

liubidiitm . 




IIAUrXSKUlK. 



ZWEI T K N li R E N S E lU K . 

n 

A 

V 

/’ 

K. R. 

R. 

m 

X 

V 

F 

K. R. 

R. 




9 

- 4 -i 83 

0,00 

1 ,5 

780.5 ,980) 

1 2 807,;) 

y 

_ 

0,00 


780.5, (j<S(‘) 

i;>.So7,i) 

V 

-H I 70 

H- 3 , 5 

;>,5 


~ 

— 

— 

— 

3 

(/|‘.h 5 , 7 i> 

a 3 71.'!,* 

0 , ().') 

0,0 

0,00 

3 , 5 

7406, 19 

1 3 .^() 8,5 

(j , 3 

— 

0,00 


(4301 ,(jS 

1 

;i 3 791,7 

0 , <)3 

0,0 

0,00 

'iv'’* 

6109,8 

16 2 3 0,0 

0,2 

— 

--1“ F , 8 


^3.591,7.1 

‘.^7833, 9 

o,o 5 

0,0 

0,00 

5 ,r, 

565 .>i,:>;> 

17681,-2 

0, i 5 


■+•1,6 


a7S(;s,9i 

0,05 

0,0 

H-o,0-2 








| 335 i ,o 3 

-.>9833,2 

0 , o 5 

0.0 

— 0 , I 1 

Das PaarSjf) ist nocli nicht beobachlet: 

0 

ki 3 'i 8 , 8 (i 

■.>98.5 •.>,5 

0 , < )5 

o,f) 

0,00 

man hcrcclinet \ rz 13657 , 

A - i 3 228. 


Der ei'licblichc b^cliler von 3,5 hei der Grimdlinie ist zuni 

Tell aiif die Unsicdicrdieil der Messun^oii von Lehmann ziiriick- 
zufiihrcn. Die Dlirerenz der Scliwingungszahleii dieses Paares 
sollte 235,3 sein nach Kayser und Rangers Bestimmun^en ; sie 
1st 232,8, der relative Kehler der zwei Linicii also 0,8 A.-E., der 
absolute vvohl nocdi grosser. Iminerhin sind die DiOerenzeu auch 
den lehlenden (jliedern der h'ormcl, die sich bei holiereni Atom- 
o’evvicht iinmer slarker l)emerkl3ar muehen, zumTeil zuzuschreil)en. 


Ilanplseric : 

j ai~z o ,:)5948 ) 

1 c/.,— 0,340.52- ) 

/, = — 0 , 0 . 088 . 

Grenze : 

33684 , 5 . 

Nebenseric : 

rr= -r- 0, ')()()()(), 

fy ~ ™ 0^ f |()i . 

Grenze : 

20877,3. 


(’) Nacli 11. Lkiimann. 
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Ccisiurn, 


HAUPTSERIE. 


ZWEITE 

NEBENSERIE. 


n 

>. 

V 

b ' 

K. R. 

R. 

m 

). 

V 

F 

R. 

0 


1 1 1 70,3 

V 

— j— aoi) 

0,00 

..5 

8027, 7.j(') 

1 1 723,6 

y 

-3.75 

85 i> 7 , 72('3 

1 1 7 ^ 3,6 

y 

-f- 23 o 

— 3,75 

8949 .tp 

1 1 170,3 

y 

0,00 

3 

4 

4593,3.1 
4555,. 44 

( 3888,83 

;> 1 76-'!, 6 
21 9:15,8 

25 707,5 

o,o 5 
0 , o 5 

0,1 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

-0,07 

0,00 

_ 

a, 

^2 

Hauptserie 

= 0,44293/ 

= 0,4 10O8 ( ’ 

— 0 

, 328 ( 3 . 

(3876,73 

2.5787,7 

0,1 

0,00 

— 0,0i| 


Grenzen : 



5 

1 8617 ,68 

27633,9 

0,3 

0,00 

—0,72 

Hauptscrie : 

3 i 397,8. 


/ 36 1 1 , 84 

27 679,0 

0,2 

0, 00 

— 0,l1 

Nebenscrie : 

20227,5 

, 19674,8. 


Wieder liegt ini Ultrarot ein Fehler von A.-E. vor; docli 
hat er entgegengesetztes Vorzeichen ivie bei Rb, sodass, bis ge- 
nauere Messungen vorllegen, kein Grund ist zii bezweifeln, dass b 
fiir beide Hauptserien denselben Wert hat. Die zvveite Nebenscrie 
war bisher unbekannt. Da aber die Grundlinien (/z= r, 5 ) nacli 
dem Rydbergscheii Gesetz 8949,92, 8527,72 sein rniissen, so 
folgt zwischen a! ^ b’ die Gleichung 

0,36898 = a ' 57(1, 5 ) 2 . 

Nimmt man nach Analogic von Ka und Rb (-) b’ja^= — o, 38 , 
so findetman, dass die Linie (2,5) ins ausserste Ultrarot lallt; fiir 
/i=z: 3,5 erhalt man 3 , 5 -h 67 ( 3 , 5 )-= 3 , 980 . . vvahrend 
Lehmann die Linie 7616,6, v~i 3 i 25,5 beobachtet hat; sie gibt 
3,9297, gehort also zur zweiten Nebenserie. Die zweite Linie des 
Paares rniisste v = 12676 ergeben; sie wird von Lehmann nicht 
angegeben {^). Fiir = 4,5 erhalt man 4 , 936 .. .im Nenner; Le~ 
coq hat das Llnienpaar 6602, 636 i beobachtet, welches innerhalb (*) 


(*) Nach. H. Lehmann. 

(-) VjxI. Tabelle am Schluss der Abhandlun<r. 
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der geriiigen Genauigkelt seiner Messungen die zu fordernde Dif- 
fereiiz — Vo ergibt, wie Kajser und Range sclion bemerkt 
haben. Man erlialt aus ihiien 4? 9^3 und sLatL 4i936; dock 

liegt der Untersclued innerlialb Lecoqs Beobaclitungsfehler, sie 
bilden souiit das Paar /?. = 43 3. Weitere Paare slnd nicht beob- 
acbtet. Eine derartige Konslruklioii der zweiten Nebenserle aus 
der Hauptserie ware in diesein Fall mit den Rydbergscben, bier 
sebr ungenauen Forineln, nicbt mdgiicb gewesen. 


Das Spektruryi von Helium. 
Einfachc Linieii. 


HAUPTSERIE I. 

ZWEITE NEBENSERIE I. 

n 


V 

II. i \ 

R. 

Rydherff. 

in 

A 

V 

R. P. 

R. 

2 



4857,3 

-hi 43 

—80 

-1-186 

1,5 



4807,3 

— i 36 o 

-80 

3 

5)0 1 5 , 70 ;> 

19 93 1,8 1 

0,00 

0,000 

0,000 

2,5 

7281,81 

13729,13 

+s ,4 

0 , 000 

4 


25 2 T b4'^ 

0,00 

0 , 000 

—*0,092 

3,5 

0047,816 

19806,12 

0,00 

0,000 

5 

3 Gi 3 , 785 

•27664,09 

0,00 

0 , 000 

0 , 000 

4.5 

4437,7' s 

22027,89 

0,00 

o ^ o !\6 

6 

3 ,M 7 , 73 ', 

28 996,4 [ 

— 0,02 

— 0,001 

-1-0, o 3 3 

5,5 

4169, i 3 i 

23979,18 

0,00 

0,000 

7 

3354,667 

29800,82 

—0,08 

— o,o 38 

- 1 -o,o 32 

6,5 

4024 , 1 36 

24843,16 

—0,06 

— o,o 33 

8 

3 ?, 9 G, 90 () 

3 o 322,96 

— 0,08 

— 0,()32 

4-0 , oo 5 


3936,063 

25 399,04 

—-0,17 

-0,087 

0 

3258,336 

3 o 68 i ,83 

—0,17 

— 0 ,116 

0 ,000 

8,5 

3878,330 

26777,12 

— 0,21 

—0,022 

10 

3281 ,327 

3 o 988,28 

—0,19 

— 0 , 1 3 

•4-0 ,016 


3838,240 

26046,36 

-0,29 

— 0,060 

1 1 

321 1,626 

3 1 128,06 

r7-0,2r 

— 0,1 2 

0,00 

10,5 

— 

— 

— 

— . 

1 2 

3196,81 

3 1 272,32 

— 0,20 

—0,09 

0,00 

11,5 

3887,64 

26 394,3 r 

— 0,33 

— 0,000 

1 3 


— 

__ 

— 

— 

12,5 

3770,72 

26612,74 

- 0,63 

—0,280 

14 

3176,6? 

3 1471, 3 

-f-o,o4 

4-0,08 

4 - 0,23 







I. Hauptserie 

: a = 

0,01 r 5 o, b = 

— 0, 

0072. A = 32 o 3 r 

,00. 



Nebenserie : 

a = -4- o, 36 oi 3 , p = 

— 0,( 

0290. A 

= 27173,90 {'). 



Nacb Rydbergs Forniel erhaltman: 


32o3‘2,G3 — 


109670.0 
(/7H- o,oio55 }- 


fiir die Hauptserie. Die Grenze diirfte bier richtiger sein. 


( ’ ) Formel ( A) p. 58. 
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OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


Doppellinien . 


HAUPTSERIE II. 


ZWEITE NEBENSKUn 

II. 


n 

'k 

V 

R. P. 

R. 

m 


V 

R. P. 

R. 

J 

2 

— 

9 q 3 o ,8 

-74 

0,000 

1 ,5 

_ 

9280,8 

i 320 

0.00 

-4 

3 

3888,780 

20707,82 

0,000 

0 , 000 

2,5 

00 

0 

r4 149,48 

4-24 

0,00 

0 

4 

3187, 83 o 

3 i 36 o, 4 i 

0 , 000 

— o,o 5 G 

3,5 

4713,252 

21 2io,g4 

0,00 

0,00 

0 

5 

2945,220 

33 943,09 

0 , 000 

0 , 000 

4,5 

4120,973 

24 259,39 

0 , 00 

■4-0,27 

-ho 

6 

2829,173 

35 335,82 

— 0,017 

—0 , 007 

5,5 

3867 ,6 i 3 

25 84‘^,55 

0,00 

4-0,1 1 

0, 

1 

2763,900 

36 170,28 

-t-0 , 000 

— 0 ,oo 3 

( 5,5 

3733,004 

26780,61 


4-0 , 09 

— 0, 

8 

2723,275 

36709,83 

-4-0,007 

— 0,0 i 3 

7^5 

0602, 12 1 

27373,71 

—0,46 

4-0,09 

— 0, 

9 

2696,230 

37 078,04 

-l-o,o 5 o 

— o,o 83 

8,5 

3599,472 

27774,80 

—0,70 

-1-0, 1 1 

4 - 0 , 

10 

2677)- 

37341,58 

- 1 - 0,023 

4-0,01 3 

9^5 

3563,125 

28 007, .39 

—0,95 

-1-0,10 

~)~o , 

1 1 

2663,3 

37530,45 

— 0 , 0 ! G 

-0,019 

10,5 

3536,963 

28264,92 

— 1,16 

4 - 0 , oS 

— 0, 






11,0 

3517,48 

28421,47 

— 1,33 

4 - 0,12 







12,5 

35 o 2 ,47 

28543,27 

-1,57 

-1-0,0 3 

— 0, 






i 3,5 

34 go ,77 

38638,9 

— 1,72 

4-0,07 

-0, 






14,3 

3481,6 

28 714.4 

— 1,69 

4-0,20 

4 - 0 , 


Das SpelvLrum von He ist eines der am ^enauesten bekannte 
Spektren. Die Wellenzahlen sind aus Range and Paschens Ali 
handlung entnommen(')j mil Ausnahme der im UltraroL gcdegenen 
nur bolometriscli nachgewdesenen Linien, die nach dein Vorgan 
von Rydberg (-) aus den selir genau bestimmbaren Grenzen vo; 
Haupt- und Nebenserien berechnet sind. Die Fehlergrenze lieg 
wohl bei.keiner Linie oberbalb 0,02 A.-E.; nacb Perot un^ 
Fabry soil 0,01 die Grenze der Zuverlassigkeit Rovvlandsclie 
Gitter sein bei solchen Bestimmungen. Die Abwcichungen deiite: 
wieder auf das belilen hoherer Glieder. Die Grundlinie der erslej 
Hauptserie passtausnahmsweise schlecht, iiberliaupt isl der Vorzu, 
der neuen Formeln bei dieser Serie gering. Bei den andern Seriei 
zeigt er sich aber in selir auffallender Weise. Extrapoliert inai 
die Nebenserie I auf die Ordnungszahl i, 5, so soil man nach den 
Rydbergschen Gesetz die Grenze der Hauptserie finden; mai 
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extrapoliert 32oi3,o, beobachtet ist 32o3i,3; aus der Neben- 
serie II fmdet sicli 88420 , beobachtet ist 38453,4, die Differenz 
entspricht 2,4 A.-E. Dabei ist die Extrapolation eine sehr weite. 

Die Hauptserie I ist auch nach Rydbergs Formel berechnet, 
die bier, abgesehen von der Grundlinie, ausnabmsweise genau 
passt. Die unter R' eingetragenen Febler ergeben sich bei An- 
wendung von Formel (A) S. 58. 


n. Hauptserie : 

a =—0,06965, b =4-0,0276. 


Grenze : 38453 , 38 . 


Nelienscrie : 

a' = 4- 0,20221, =• — o, 08017 aus i,3, 2,5, 3,5. 
a =4-0,20288, =— f),o 358 aiis 2,5, 3 , 5 , 5 , 5 . 

Silber . 

Zweite Nebenserie. 

X= S27-i,o4(M 4668,70 3981,87 

v= 12082,7 2i4r3,3 25 io6,8 

X beob.-X bcr. = 0,00 0,00 — o,3o 

m = 2,5 3,5 4 ? 3 


29223,46 (R.) 
29222,18 [ R ') 


3710,11 

26945,9 

0,00 

5,5 


Konstanlen : a ' = — 0,02890, b ' = — 0,2423. Grenze : A = 80620,7. 


Fur 1 , 5 erliiilt man \ = 3 o 5 o ; nacli den Beobachtungen im mag- 
nelisclien Feld sollte 3280,80 herauskommen. Die Formel 


V = A — 


N 

{m 4- a'-f- 


erglbt also fur die niederste Ordnungszahl einen bedeutenden 
Fehler. Es zeigt sich, dass die niir durch Glieder hoherer Ordnung 
verschiedene Formel (A) S. 58: 


[/;i 4~ a 4- A — v) lo-sj- 

hier und in den Spektren der zvveiten MendelejeflFschen Eolonne 
etwas bessersichanschliesst. Fura = — o,o3o25, p = — 0 , 2028 , 
A = 3062 1 , 7 erlialt man 

X = 8274,04 4668,70 3981,87 3710,11 

X beob.-X ber. = 0,00 0,00 — o ,35 0,00 


(^) Nach Lewis. 


Fiir 1,5 finclet sich durch successive Approximation 1 = 32 io, 
wiilirend beobachtet 3280,80 ist. 


Sauerstoff. 

Triplets; zweite Nebenserie. 


x = 

f) 456,287 

5437,041 5 020, 3 1 

4 8o3 , 1 8 

4673,88 4090,07 

V = 

15434,57 

1 8 387 , 34 1991 , 63 

30 8 r 3, 84 

21389,6 21780,2 

m = 

3,5 

4,5 ' 5,5 

6,5 

7,5 b , 5 

H. P. = 

-h 0,11 

— 0,3 I 4-0,03 

H- 0,18 

-4-0,05 — 0,19 

R. = 

0,00 

OjOO — 0 ,o 4 

— 0,40 

-+-0,06 — 0,02 

Die 

Linie 1,0 

ist )v= 7772,26; 

aus ilir u 

nd 3 , 5 , 4,5 ist die 


Formal bei'eclinet, deren Abweichnngen unter R. verzeichnet sind. 
'k — rjrjr~2 jsl also dic Griuidlinie der Hauptserle. Runge und 
Paschen vermuleten dies auch sclion, doch sind ihre Formeln zu 
Lingenaii fiir klcine Ordnungszahlen ; eine sicliere Priifung war 
nicht miig'lich, denn die Jntensilat der Linien nimmt in dcrllaupl- 
serie so rasch ab, dass nur das niichste died noch Imobaclitet 
vverden konnle. Die Abstiinde desselben entsprechen genau der 
Hypolhese, dass b fiir alle drei Linien der Tripletts denselben Wert 
babe, was scbon bei den Doubletts der Aikalimetalle der Fall war. 
Es ist 

Zweite Nebenserie: A ~ 2 oi>o 4 ,'S 7 , a' = -h o,‘.*7/|7(), b' = — (),o(j()7(i. 

Fiir die Hauplserie erlialt man unter Beriicksiclitigung des zweiten 
beobacliteten Paares : 

i ai 

A = 36067,7 ^ 

( (is 

Man bei'eclinet 

X/, = 3348,20, X5 = 3 1 22,28, 

die von Range und Paschen nicht angegeben werden. 

Die Grenze der zweiten Nebenserie l)erechnen Range und 
Paschen zu 28 193,80, die der ersten zu 23207,93. Fiir die 
neuen Formeln reduziert sich die Difierenz selir; die bereebnete 
Grenze ist 28204,87. Ebenso verhiilt es sich in den andern Fallen. 

Die Doppellinlen des Sauersloirspeklrums iibergebe icb bier; 
die Grundlinien (/z = 1,3, 2,5) sind niclit beobaclitet, vveil im 


= 0,21 280 j 

= o, 212 i 5 > b= — o,i 53 o. 
= 0,21204 ) 


L) llrarot lie^end ; die i'lbrigeii Linien werdeii von den alien Fonneln 
beinalie ebensogiu dargestellt wie von den neiien. 


Zweite Nebenserie der Elemente der zweiten Kolonne 
des periodisclien Systems. 


Magnesium . 


m 

= 2, 

5 

3 , 

f) 

I- 

f) 


3 , 

5 

G .5 

7,5 

A 

= 5172, 


3 332 

,28 


Sn 

" 7 * 


i 3 G 

2 695,53 

2646,61 

V 

= i9 32 (), 

3 

3 o 001 

, I 

3 4 I f] ; 

,4 

359c' 


I 

37 o8S,o 

37 778,0 

F. 

= 0. 

,c )3 

0. 

,<)3 


,00 



o 3 

0, i 5 

0 

0 

K. U. 

- 1 - 53 ^ 

,07 

0 

,00 

— 0. 

,01 

— 

0, 

,01 

- 4 - 0,20 

+ 0,47 

R. 

= 0 . 

,00 

0 

,00 

0, 

18 


0, 

00 

— 0,06 

-h 0,08 

R' 

= 0. 

,00 

0 

,00 

-h 0. 

0 

00 


O3 

,00 

- 4 - 0,02 

+ 0,07 

(IE) 

Formel 

u zh V 

= 3 c) 

7 ^ 9 F> 

( tn 

— 0, 

I iSy: 

N 

i - 

- 0 

,4 123 / 771 - j 2 ’ 


(R'j 


dz V 

= 39 

793,0 






N 





“ [ 7 F 

— 0, 

, 1 2.4 1 

1 - 

- 0 

,2981 (A — V 



N = 109670,0. 


Die Alnveicbiingen sind iinler R., gegeben. Die Formel von 
Rayser iind Runge isL nach der Methode der kleinslen Quadrate, 
oline Berucksiehligung dor lJnie2,5, bereclmel; die meine aus 

2,5, 3,5, 5,5. 

Fiir die inilLlere Linie des Ti'iplets f, 5 extrapoliert man: 

Aus Formel ( IF) v = 3664 o 

Aus Formel (IV) v = 4^960 

Bei Ag v^^ar schon eine vvenn aiich gei'ingere xAbweicImng der 
zwei Fonneln voneinander fiir />i ~ i,5 gefunden; die zweite For- 
inel (in a, [j) war die erheblicdi genaiiere, doch Jieferte sie einen 
Wert von A, welclier uin 5o A.-E. zu klein sich fand. Flier muss, 
wie sebon ans der grossen Dillerenz zwisclien beiden Fonneln sicli 
ergibt, der Felder cin viel grdsserer sein; es hangt dies mit dem 
(bislier nicht anniiliernd so grossen) Wert von 6', der bei den 
Elementen dieser Kolonne des periodischen Systems vorliegt, zii- 
sammen. Die Fonneln voo Kayser imd Runge, sowie Rydbergs 
versagen iiberbaiipt ganz l)ei dieser Exti'apolation. Man kann bier 
somilniir das Resultat aiisspreclien: 


Schon die Grundlinie der Hauptserie liegt ini dussersteii 

o 

Ultra^^iolett bei 2000-1800 wo keine Beoljachtuiigen 

vorliegen; ihre Grenze ist vveit iin Gebiet der Schumannschen 
Strahlen (v = 76430 bei R., v = 88700 bei R) zu sachen. Es er- 
klart sich so das bisher ganz iinverstandlicbe Fehlen der Haupt- 
serie bei diesem Elemente. 

Um einen Begriff der Schvvierigkeit der bier vorgenominenen 
Extrapolation, zu geben, gendgtdie Beinerkung, dass die in Wellen- 
zablen gemessene Entfernung zwischen den iiiissersten beobacli- 
teten Linien der Serie ca. i84oo betragt; von der Linle 2,0 bis zu 
1,5 dagegen ist der Abstand niindestens 683 oo. 

Wegen der ungewobnlicli klelnen Wellenlange der (irundlinie 
ist es nicht sicher, ob sie, wie bei andern Spektren, besonders 
intensiv seia wird. 

Calcium. 


m = 

2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

7,5 


6 122,46 

3957,23 

3474, 9 « 

3274,88 

3 170,20 

.'i I07,9f) 

V = 

16828, 9 

26263,2 

28769,0 

30026,9 

3 1 534 , 5 

32 172,2 

F - 

o,o 5 

o,o 5 

o,o 5 

0,10 

0 , 5 o 

1,0 

II 

-H 61 

— 0,0t 

4 - 0,02 

0 , 00 

+ 0,23 

-h o, 5 C 

R. = 

0,00 

0,00 

H- 0,10 

0,00 

H- 0,04 

— 0,38 


Man findet nacli der Formal 

^ ^ <09673.0 

[ / 7 i -f- a -1- p 10-^ (A — V ;J- 

fiir die Konstanten die Werte: 

A = 34088,75, a =-H 0,06481, — 0,4492. 

Durcli successive Approximation ergibt sicb mit einem vvohl 
noch grosseren Febler als bei Mg: 

Grenze der Hauptserie v = 70300, Grundlinie X = 2760. 
Strontium. 


n = 

2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

X = 

7070,7 

4438 , 22 

3865,59 

3 628,(32 

3504,70 

V = 

i4i39 

22 525,3 

26862, 1 

27 55 i ,0 

28525 

. R. = 

-r 70 

-f- 0,01 

H- 0,20 

0,0 

0,08 

R. = 

0,00 

0,00 

H— 0 , 28 

0,00 

— 0,09 

= 31026,07, a 

= -H 0,13597, 

p = — o,5i83. 

Haupllinie i ,5 

: X = ca. 2940. 


Es ist merkwiirdig, dass bei Sr in dieser Gegend des Spektrums 


' riiU 


ini 

,, I',,.* . . i. , ^ . 5 I :n^ru — ^ , 4 ^ Mil In'iir tilf-iulrr 

, 3 ; , ^ 5 ' ■ ' , - ' - ■ 5 2 ' ^ -i;^- sni»- j| »'i r II I ulU’ii »i r' *» I n j4»il 



,,.M 

nr ’ J Km i tl 

-il .'bn 4i l!l«'ii 1 ,llll«’ i^ltl 

. h. . ■ U 4 

Ui5, :■■ A i 

»■ .1 ■'i M .M 

I.M l» |*.t4l '• * '»<»*>, 1 » 

J, 1 .f» 

. - u Mhu 

, "Km n • 4 ' K 4 

s »||r i btirmi/ Vj 

M \ ^ 

M. r. 

^ i. .K 453 4|r 

' Ill'jinr-s Ijr||.4rl| Ibiarf ,lti 

. I. M ■ t- 

•M i.r 3.1 mm: 

% 4/» 

4. ijir'i' 4.1 H n ‘41* 1 iliinl 


.|ri I i I'* ^ i.'*! • »n-. i • I fH<-.|r li«' IJ I »| Hlpfrii HIIW .ilu'‘»C'’lH'il|« 

|3, i.. I I’,:-.. /-olirl.j*'! n ' • I 4 . .. | i { 1 1 % f • || t f .* I 1 1 1 1 «* f r |t I 

- 1 h.’lJ- 


li 


I 

|:. 

I" 


r 

■h I- 
!:■ 

I 

I hr I . 

I r I *■ i 'i c <■ i j 



. , .. M. L 

I rhir-t % a 

%%% 1 ^ hir .iris 


Jmm h Jr«s I s|*^l Iltl- 

, % I iiji*- i,.;|*r || /Ili Srllf' 

hWil'-r II 





70 


OEUVUES OE WAETIIEll UITZ. 


ThaUiiini. 


ZWEITE NEBENSKIUK. 


EIISTE NEBENSEUIE. 


]n 


V 

F 

K. 11. 

u. 

n 

A 

V 

F 

K. l \. 


3,5 

535 o , b 5 

1808 . 4,3 

0,0 3 

— 168 

0,00 

3 

.35 M), 3 q 

'18 ,1 ()(!,() 

o ,()3 

4-0,02 


3,5 

33‘>q,8S 

3 of) 52 ,i 

(),o 3 

— 21,7 

— 0, V2 

”1 


:?,4 

0,0.) 

—0,07 


^,3 

3.826 , 27 

35372,1 

o,o 5 

— 3,65 

- 1 - 0 , I 1 

5 

2701), 3 .) 

.’)() 8()(),7 

0,0.) 

4 - 0,1 3 

4 - 

5,5 

2665,67 

37503,1 

o,o 5 

— 1 ,6() 

-.,i 4 

G 

■>6oi) ,08 

.38 

0,0.) 

— 0,02 

-1 ■ 

(],5 

2585,68 

38 663,2 

o,o 5 

4-0 , 0 1 

— (1,02 

7 

2. >02 ,62 

•>1) i *>'»)!) 

0 , 1 0 

— 0 , 1 

4- 


2538,27 

3 t) 58 .),o 

0, 10 

-f-o,o1 

— 0 ,o 3 ) 

8 

2 . 3 r 7 ,.)() 

.)() 7 10,.) 

0,10 

- 0,31 


8,5 

25 o 8 ,o 3 

3 c) 680, 1 

0 , 1 5 

^ 0 1 

0 , < >0 

!) 

2 Id 1,00 

I00SI, 1 

0, 10 

— 0 , 1 5) 


. 5 

2487,57 

lo 188,0 

0 , 20 

-1-0,08 

4-0,08 

10 

2477 

lo .l.X), 1 

0, 10 

4-0,06 

4 - 

10,5 

3.472,65 

'|o 43 o ,1 

0,20 

- 0 , 21 

— 0 ,2 1 

i I 

■'. 165,51 

k> 5 i 7 )' 

0,20 

-ho , 3. 1 


I r , 5 

2462,01 

'|0 6 o 5,2 

o, 3 o 

— o,o 3 , 

— 0,07 

1 2 

'> 156 . 5 .“) 

1 061)6,3 

0 , ‘‘.O 

-1-0,1 7 

- 

13,5 

2453,87 

.10740,0 

o, 3 o 

4-0,07 

— 0 , f ) 1 

1.3 

2 ill). 07 

I081 1,1 

(), 3 o 

4 - 0,68 


i 3,5 

-^'t 47 r 59 

1 o 811 /( 

o, 3 () 

4-0, 2 >. 

4-0,07 

r'l 

•f 114,00 

1o<)o1,1 

0 , . 3 o 

4-0,71) 



2.142,24 

',0(>‘>1,0 

(), 3 o 

— 0 , 0 1 

— (», 2!) 

1 5 

13 ;). 5 S 

lo 5)78,6 

0 , .‘)0 

4-0 , ()5 



Von den Klernenten Alniniuiuin, Indimn, Thallium, bei d 
Serien von Doublelts exisLiercn, liahc ich iiur das h/lzUno he 
net. Die zweile Nebeiiserie von Tl wird niimll(‘.li am schlecbl 
von alien bekaniilen Serien diircli <lie J-’ormoln von Rajsei 
Runge dai'gestelli; die Serien der andern Ivlcinenlc zeigen 
malen \ erlaid . Ivin Vergleicii der borniidn sidiie.n duller ni 
Tl Interessant. Kayser und llimge liercidincn ilire. Konsl. 
nacli der Metliode der kleinslen (hiudrate uiis « = (),;) Ins 
meine Formel ist aus alien Linien lierccluiel ; sic ergilit 

.4 = 4i4()9,G, c(= — o,24o»H, ^ — o.uSGo. 

Grundlinie der llaii[)lsei'ie X = i i lo. 

Der Unterscliied ziiGiinstcn der ueuen Forrnel isl elu sehr 1 
lender; dock maclit sick das hkddcn der ludicrcn (illeder be 
bar. Merkwiirdig ist die grosse Aliweieluing l)el 5,;); schor 
ser und Runge haben liervorgehoben, dass dlt‘. Kurve v = 
graphisch aufgetragen, bier einen Knick zelgt. Die Linie ial 
aus der Serie bei den neuen Formelu. Das zeigt, dass die f 
den Glieder der Formel eine reebt komplizierlc Dorm uni 
aucli Singularitaten aufvveisen werden. 
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Die sehr volistandig' beobachtete erste Nebenserle von Thallium 
babe icb als Beispiel l)eigefiigt. Hire Grenze ist gleicligesetzt der 
der zweiten Nebeiiserie. Da von /z = 8 an die Satelliten von den 
Haiiptlinien niclit melir geLrennt vverden konnten iind sich die 
Messungen dann auf die intensiveren Haupdinien bezielien, sind 
nur letztere der Ileelinimg unterzogen worden. Die Formel von 
Kayser 11 nd Range bezielit sich eigendicli auf die Satelliten, sie 
kann nur von a — 8 an mit nieiner Berechniing verglichen werden. 
Fill' erste and zweite Nebenserie haben Kayser und Range sechs 
Konstanten, bier sind nur fiinf gcbraiicht. 


V = 4 I ,|()(),() - 


109075,0 


{a — 0,099^7 — o,o‘270//i-)- 


Der ersten Nebenserie sollte nan auch eine Hauptserie entsprechen, 
die, nach den Formeln, mit der zur zweiten Nebenserie gehurigen 
konstante Diflerenzen aafweist. Sie kann leidernur ganz roh nach 
Rydbergs Formel l^erechnet werden. Fur die Grenze der inten- 
sivsten Linien (indet man v = 3 o 585 (genaii) ; Gnindlinie (n = 2 ) : 
V = ioSS 5 ; diese weit im Ultrarot liegende Linie mass grosse In- 
tensiliit besilzen; die folgenden Linien sind (nur roh angeniiliert) 
7= 1 4 boo; 2 2.00. lirst die letztc Linie konnte von Kayser 

und Range beobacbtet sein. Wegen des grdsseren Intensitats- 
abfalles in den I lauptserlen wird sic ziemlich schwach sein. Ob 
ilir die sehwaehe Linie v = 18088,7, ^^=5528,3 entspricht (die 
cinzigc des Tl-Spektriims, die nicht zu den Doiibletts gehurt), ist 
zweifelliaft. Die Linien des Paares miissten hier schon ziemlich 
nahe bei einandcr liegen. 

All eh Iml andcrn Islementen sind meist im Ultrarot, Rot and 
Gel!) engc Paare l)z\v. Tripletts zu erwarten, die zu dleser zweiten 
Hauptserie gehdren. IMan kann auch (wie z. B. bei K im L iinken- 
speklrum von Kder und Valenta (‘) das sehwaehe Paar 4809,0; 
43 of), i) Linien angeben, deren Lage, Intensitat und Abstaud die 
zu erwartenden sind ; doch bleibt diese Ziiordnung vor der Hand 
hypothetiscb . 


( 1 ) J.-M. Eder u. E. Vai.enta, Denkschr. Wien. AkacL, t. LXI, 189^, p. 3 ^-. 



Zusammenstellung der Konstanten. 



03 - 






a -h 0 , 5 

.3 

,3/a +0,5 


a -i- 0,5 
' 

0 

jj/a + 0,5 

Mg. 

4-0,37589 

— 0,2981 

— OwfP 

Zn. 

-j-o , 28474 

— 0,2559 

— 0,900 

Ca. 

4-o,56/|8i 


— 0,796 

Cd. 

-1-0,34713 

— o,3oG3 

— 0,880 

Sr. 

4-0 , 68097 

— 0,5 1 83 

— o,Si3 

Hg. 

-l-o,3o6i5 

—0,2966 

—0,970 

Tl. 

4-0,20912 

— 0,2860 

— 1 , 102 






Innerhalb der Alkalimetalle steigen die DifTerenzen aj — ao elwa 
wie die Quadi'ate der Atom^ewichte ; die Quotienteii — ao/ij.- 
sind Lingefalir: 

Na o,i 4 ‘>>-, K 0,189, 0,180, Cs 0,1 8G. 

Bei Li musste somit a.j — = 5 ungefahr sein, der Abstaiid der 
Komponenten der roten Li-Linie wiire za 0,76 A.-E. zu ervvarteiij 
wie sclion Kayser und Riinge hervorhoben ( ‘ ). 

Die Konstanten wachsen im allgemeinen mit dem Atomgevvicht 
innerhalb einer Grnppe chemiscii verwandter Elemente; sie sind 
deutlich periodische Funktionen des Atomgewichtes. Aber auch 
innerhalb der Alkalimetalle z. B. ergeben sie keine einfachen Kur- 
ven, ebensovvenig wie die Konstanten von Kayser und Range. 
Da die in den Grenzbedingiingen auftretenden Grdssen mit der 
Konstitiuion des A tomes vermutlich engziisammenhangen vverden, 
and die a, b nur durch einen komplizierten Rechnangsprozess aus 
ihnen entslehen; ist eine nicht ganz einfache Gestalt dieserKurven 
wolil zu erwarten. Doch sind mdglicherweise die Atomgewichte 
liier aberhaapt nicht die richligen Variabeln. Die Quotieiiten bja^^ 
bja^, b’ja' variieren in den Alkalimetalleii nur wenig; deshalb 
konnte die zweite Nebenserie von Cs so sicher bestimmt vverden. 
EI)enso sind die o,o 5 ) annahernd konstant bei Mg, Ca, Sr 

and wieder bei Zn, Cd, Hg; sie sind aber auch periodischen 


(^) Der von A. Hagenbaci! {A?m. cL Phys.^ t. IX, 1902, p. 719) gefundene 
Wert lur den Abstand der Li-Doppellinie ergibt a, — etwa doppelt so gross 

wie bei den andern Alkalimetailen ; das Geselz von Kayser und Runge, nacli 
welchem annahernd konstant ist in dieser Gruppe, ware daher un- 

richtig, doch sind die Beobachlungen an nur einer Linie wohl noch nicht ganz 
entscheidend. 





Scliwankungen von eioer Gruppe ziir andei'ii unterworfen. Die 
Serien von Ba slnd nocli niclit gefundeii; nacli olnger Beziehiing 
vvird die Gleiclmng der zweitcn Nebenscrie latilen : 

109675,0 

V = .-V — ^ — 5 

I -H a f I — o 5 8‘>5 . I o~» ( A — V ) I j - 

wobei der im Nenner vorkoinmende Wert von A niir roll ange- 
nahert bekannt zii sein brancht, sodass gleicli die zweite Approxi- 
mation die exakten Werte von a, A liefcrt. 

DeiA'ersucli, die im erslenTeil dieser Arbeit gegebene Tlieorle 
des WasserstofFspektrums aaf andere Kleinenlc aiisziidcimen, fillirt 
also zu einer bemerkensvverten Ubereinsti miming mit der Erfali- 
rimg. Die aus der Theorie sicli ergebende Formel ilbertrilFl 
vs esentlicb an Genaiiigkeit, besonders bei den niedrigen Ordnungs- 
zalilen, das bislier Erreiclile. Ferner veranscbauliclit die Tlieorie 
in sehr einfaciier Weise die exakte Universalitat des sogenannten 
zvYeitenKoeffizienlen; sie fordert gevvisse quantitative Bezicluingen 
zvvisclien verscliiedenen Serien, endlich machl sie die (pialitative 
Identitiit des ZeemanelFektes der Linien einer Serie und der Linien 
der Hauptserie und zvveiten Nebenserie verslandlicli. Alle diese 
Forderungen sind in Ubereinsliminung mit der Erfalirung. Dar- 
liber Irinaus zeigen die Eoenizlentender Formeln nocli verscliiedene 
einfaelie Bezieli ungen, sodass z. B. die blslicr unbekanute zweite 
Nebenserie von Gs gefunden werden konnte. Wenn diese Resultate 
nun aucli fiir die Fruebtbarkeit der Grundannabme der Tlieorie 
sprecheii, so zeigen doch die gegebenen En twickelungen selbst, 
dass die Fiber die allgemeine matliematisclic Grundlage binaiisge- 
lienden speziellen Aiisalze und Deutungen nocli selir vvllllviirlicli 
sind, wie ja die Natur des Pi'oblcms esbeim jetzigcii Stand unserer 
Kenntnisse bedingt. Mein Bestreben war, die ziinaclist allein 
ZLigangliclie matbematisclie Seite des Vorganges dem A^erslandnis 
nailer zu bringen. 

Eln \ orziig der Tlieorie der Liclitemission in ilirer gegenwartigen 
Gestalt, namlicb ibre Einfachlieit, wird durcli die Identifikation 
mit dem bier behandelten scliwingenden Systeine erbeblicb beein- 
traclitigt. Solangc jedocli jenes einfaclierc Bild den Spektral- 
gesetzen gegenuber versagt, muss es unentscliieden bleiben, welcbe 



der belden Auffassiingen der Gesamtheit der Erscljelnimgen gegen- 
iiber sicli als einfaclier erweisen wird. 

Die Frage nacli der Ausstralilungsfahigkelt der Obertbne des 
Systems isL im Anliang erdrtert. 

lA sel mir gestaLLet, an dieser Stelle Hm. Gelieimrat Voigt 
ineiiien Dank auszuspreclien fiir das liebenswilrdige Interesse, mit 
dem er dem Fortgang dieser Arbeit folgte. 

G()ttingen, Fol)ruar kjoj. 


ANflANr,. 

Die Ausstralilung. 

iNacli den neueren Unlersucluingen ilber die Slrahlung im niag- 
nelischen Feld k()nnen wir iins unser licliterregendes, schwingendes 
System als negatlv elektrisierl vorstellen. Erst diircli diesc nega- 
tive Ladling, die wir iins zunachst glelchfdrmig iiber die Quadrat- 
(laclie verteilt denken wollen, wird die Verkettiing des Systems 
mit dem Aether und die Aiisstralilung bewirkt. Auf (Jtriind der 
Erfahrang durl’ten wir bei der Berecluiung der biigensch wing iin gen 
die liieraus entspringenden elektrodynamisclien Krafte und die 
Dampfung vcrnachlassigen ; wir betraclitetenalso die Inneren Krafte 
des Systems als gross gegen das von ilim aiisgeliende elektrische 
Eeld. Wir fiihren dieses jetzt als kleine pertiirbierende Wirkimg 
e i 11 . 

Es ist vielfach liemerkt worden, dass die OberUine von Syste- 
men^ {vie das oben behandelte^ niclit ausstraJilungsfdhig sind^ 
weil zu jedem scliwingenden Flachenelement in der Entfernung £ 
ein entgegengeselzt schwingendes vorhanden sei mit getiau der- 
selben Ladung and Amplitude^ iiiids imVerhaltnis zur ^^'ellen-' 
lange a klein ist. Ms lieben sich dann die elektrischen Krafte bis 
auf Grossen von der Ordniuig z\\ fiir eine Knotenlinie, ( e/k)- fiir 
vier etc. weg; die Intensitiiten vvcrdeu proportional (s/a)-, (£/>0‘ 
etc. Das hiichstens von der Griisse des Molekulardnrchmessers ist, 
so wird (s/a)- << 10“^, die vom ersten Oberton ausgestrahlte Ener- 
gie ist versclnvindeiid gegen die vom Gruxidton herriilirende. 


DieserEinwand scheinl jede auf Eigenschwingungen eines Kon- 
tlDuiim begriindete Theorie der Spektren unmoglicli zu maclien, 
wahrend doch, wie S. 20 hervorgehoben, die Formeln far Linien- 
imd Bandenspektren entscbieden auf solche Eigenschwingungen 
hindeuten. Es scheint mir daher nicht umvesentlich zu zeigen^ 
dass man gerade bei Systemen^ wie das hier beliandelte^ in 
ivelchen elektrodynaniische Krdfte neben elastischen auf- 
tj'eten, durch allerdings darchaus willkilrliche ^ aber nicht 
allzu umvahrscheinliche Zusatzhypothesen diesem Eimvand 
begegnen kann, Bei rein elastischen oder rein eleklrodynamischen 
diirfte dagegen ein analoger Ausvveg kaum zu linden sein. 

Wir maclien folgende Annahine : die Stbsse oder Krafte, vvelche 
die Defornialioii hervorgebraclit liaben, sollen aucli eine Ande- 
rungin der Verleifung der Elektrizilal bevvirken konnen, und zwar 
so, dass sich die gleichmassige Vcrteilung erst nach einer gegen 
die Scfuvingungsperioden des Systeins lunger Zeit wiederher- 
stellt. Es kcinnten z. B. die in imniittelbarer Nahe der Flache be- 
findlichen lonen aus ihrer Gleicligewichtslage sich entfernen und 
niir verhaltnismassig langsani zu derselben zuriickkehren. Riihrt 
die Erregung etwa von einem nicht zentralen Stoss her, so wird 
nun die Dichte der Elektrizitat auf der Flache ebenfalls dissynie- 
irisch. Zu jedem Pimkt gibt es zwar einen entgegengesetzt schwin- 
genden zvveiten Punkt auf der Flache, doch dessen Ladling ist 
nicht notwendig dieselbe wie die des erslen Piinktes, sodass ein 
von Null verschiedenes, resultierendes elektriscbes Feld sich er- 
gibt. Danach miisste die relative Inlensitiit der Serienlinien von 
der Art der Erregung ahhangen, wie ja die Erfahriing auch zeigt. 

Diese relative Intensitat hiingt aber noch von einem andern Um- 
stand ab. Das Auge und die photographische Platte integrieren 
namlich iiber eine sehr grosse Anzahl von Schwingungen. Sei z. B. 
die inzvvei verschiedeneEigenschwingungenursprunglich gesteckte 
Energie dieselbe; die erste Schwingungsform babe in der Zeit a 
ihre Energie his auf einen kleinen Bruchteil ausgesLrahll, die zweite 
in der Zeit fe, wo b':> a. Trittnun dienachste, dem Superpositions- 
prinzip nicht geniigende Erregung ei'st nach einer Zeit c^b ein, 
so ist die in das Auge gedrungene Gesamtenergie dieselbe, die ent- 
sprechenden zwei Spektrallinien erscheinen gleich intensiv, nur 
ist nach der Dispersionstheorie die ersle breiter als die zweite. 
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Da, vvie oben beLont wurde, die elektrischeii Krafle klein sein 
rniissen gegen die inneren Krafte des Systems, so widerspricht 
elne erliebliche [nliomogenitat der Ladung keinesvvegs den Voraus- 
setzungen. Eine einfache Abscliatzung zeigt, dass man auf dieser 
Grundlage eine Reilie vonObertdnen von vergleichbarer Intensitat 
erhalten kann. 

Nacli den Serlenformeln sind die Grundtime der Spektren im 
aussersten (Jltrarot oder Ultraviolett gelegen, and daher nocb in 
keinem Spektrum beol)aclitet. Es liandelt sicli also zunachst nur 
um V^ergleiche zvvisclien Obertunen. 



ir. 

ZUR 

THEORIE DER SERIENSPERTREN. 


PhysikaLiscJie Zeitschrift^ 4- Jahrgaiig, 14, Seite 4o()-4o8. 


Bekanndich zei^t Wassersloff ausser der cliircli die Balmersclie 
E^rmel so ausserordentlich ^enau dargestellten Serie, die von 
Ivayser und Rydberg’ als « ersLe Nebenserie erkannt ist, eine 
weitere, bislier iiur in gewissen Sternspektren nachgewiesene Reilie 
von Linien, die der zweiten jNebenserie and der Hauptserie der 
Alkali spektren cntsprecben . 

wSeLzt man die Anzahl Wellen, die im Vakuinn auf entfallen 
(die sog. Wellenzabl), gleicli /*, und zur AbkilrzunglN = logG'jS, o, 
so sclireibt sich die Balmersclie Formel 



Die zweile JNebenserie ist dann durch 


— f- 



{in 


-i- o, > )-] 


gegeben, die Hauptserie durch 


zi= 




Der sehr auffailende Umstand, dass das erste Glied rechts stets 



kiirliclien ganzen Zalilen n zu scKreiben seierij so dass das 
H - wS p ek tr ti in d n rc li 



dargeslellt wird. Dabei sind zvveite Nebenserie and HaupLserie in 
erne einzige borinel zusaininengefasst. Die Untersuchungen von 
Rydberg und Range and Pascben (‘ ) liaben gezeigt, dass dieser 
Zasammenhang beider Serien sehr wahrscheinlich aach bei den 
andern Elemenlen besteht. 

Beim Versaclie, schwingende Systeme za finden, deren Perioden 
das Was sers to (Ispek train ergeben, bin ich daher in meiner dem- 
nachst erscbeinenden Inauguraldissertation von den Forineln (i) 
aasgegangen. Es gelang mlr, zwischen den Teilcheii eines zvvei-- 
dimensionalen Kontinuums solclie Fernwirkungen anzusetzen, dass 
die Scliwingangszalilen des Systems von zwei wlllkurlichen ganzen 
Zahlen /;?, a abhangen und bei vvachsenden Werten dieser Ord~ 
nungszalilen sich eiiier enclUchen Greuze ncihern^ eine bei alien 
Spektren auftretende Eigenscliaft der Serien, zu der in der theo- 
retisclien Pbysik kein Analogon bekannt ist. 

SetzL man speziell voraus, dass das tonLinuum eine der Flachen 
eines Kubus sei, so erhiilt man genau die Formeln (i). 

Bei den Spektren aiiderer Elemente sind so einfache und exakte 
Geselze bisher iiiclit bekannt; man slellt die Serien nach Kayser, 
Range and Pascbens Untersuchungen durch Formeln von der 
Gestalt 


iL iL 

7 ) 1 - 


Oder 7 ' 


b c 

771 - 771^ 


dar; Rydberg benutzt die Gleichung 


llierin sind A, 13, C, a, />, c, geeignele Konstanten. Auf- 
fallendervveise hat B resp. b liei alien Serien fast denselben Wert; 
Rydberg entniinmt die entsprechende Konstante N seiner For- 


‘ ( ’) Ueber die Zerlegung einander cntsprecliendcr Scricnlinien im inagneLischen 
Felde {Be 7 'l. Bei'., 1902, S. 38o, 720). 


mel direkt aus der Balmerschen Serie. Aus dem bei alien Ele- 
menten genau erfullten a Gesetz der konstanten DiOerenzen » er~ 
gibt siclij dass die einfachsten Formeln sicli vvieder aiif die 
Schvvingimgszahlen selbst, nicht, vvie bei Eigenscliwingiiagen meist. 
der Fall ist, auf ilire Quadrate bezielien. 

Von diesen Bemerkungen aiisgeliend, maclite ich die Annahine, 
dass wires bei alien Elementen init den Scliwingungen dessell)en 
Kubus vvie bei Wasserstoff' zii tun haben, so dass nur die Rand- 
bedingungen von Element zu Element variieren. Dann ergibt sicli 
folgendes : 

Aus der zunachst auftretenden Formel fiir das Quadrat der 
Schwingungszabl liisst sich die Wurzel auszielien; es vvird 



Hierin sind /), q Wurzeln gewisser transzendenler Gleicliungen, 
sie lassen sich in semikonvergente Reihen von der Form 


(■^) 



m2 


X 

J— 


eiiLvvickeln. Diese Reilien gelten nur fur posit ii’e Werte der 
ganzen Zalilen m, n. Die Quadrate der negativen, m, n ent- 
spreclienden Wurzeln fallen mit den eben gegebenen zusammen. 
Positive und negative Schvvingungszahlen halien dieselbe physi- 
kalische Bedeutung. 


Der Koeffizient N ist exaki unwerselL 

Briclit man die Formeln mit den ersten Gliedern ab, so erhalt 


man 


±: /’ 


= N r ! : 

[_ ( t)l -i- cc y* ( II -j- a' J 


also die Rydbergscke Formel als ersle Annditerung. Gleich- 
zeitig erkenntman aber, dass dieselbe fiir niedrige Ordnungszahlen 
zu korrigieren ist und zvvar nicht durch Variieren des Koeffizienten 
N, vvie bisher versucht wurde, sondern durch Hinzufugen weiterer 
Glieder von (2). Als zvveite Annaherung ergibt sich daher fiir eine 




Dabei sincl Z>, a, [3, a! ^ Konstanten; die Formeln unler- 

scheiden sich nur durch Glleder Ixiherer Ordnimg. 

Die Annaheriing diesei' Formeln an die Erfahriuig bei 
gleicJier Oder kleinerer Anzahl der Konstanten wie bei Kayser 
und Range and Rydbergs ist besonders far die Linien klein- 
ster Ordnungszahl eine sehr viel bessere: auch die bisher so 
schlecht dargestellten roten Linien ergeben sich ineist inner-- 
halb der Felder grenzen, (S. Tabelle.) 


n 

7 ; 

Hauptse 

V 

vie . 

Kli 

H 

\ 

•1 ' 
I 

j 5 (S 9 G ,[(3 

0,00 


0 ,00 

• .>890,19 

0,00 

-4-86 

0 , 00 

3' 

1 

) 33 o 3 ,o 7 

<),o 3 

0,00 

-4-0 ,o 3 

1 33 o' 2,47 

(>,o 3 

0,00 

* 

4 

J 

o,o 5 

0,00 

— 0, 10 

( 2832,91 (') 

o,o 5 

0,00 

H-0,07 


( 2680,40 

0,1 

0,00 

— 0,08 

5 

1 

j 2680,46 

0, 1 

0,00 

0,00 

i 

( ') • 

1 

i 2393,98 

0, [ 

- 4 - o,o 3 

— 0, t 3 

1 2593,98 

0,1 

-j- 0,09 

— 0,08 


1 25 .^ 3,85 

0,1 

• 4 - 0, ro 

— 0,22 

7 • 

j 2 5 43, 8 3 

0,1 

-h 0,24 

—0, 19 

0 

[ 25 12,23 

0,2 

■ 4 ” 0,0 

— 0 , 1 5 

0 

j 25 [ 2,23 

0,2 

-h 06, 

— 0,1 2 
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Nehenserie. 


m 4- .] 

A 

V 

K.H. 

1,5.... 

■ -'SoOifO 

0,00 

-f-‘)34 

2,5.... 

• ii4o{ 

y 

— r,i.1 

3,5.... 

6 1 6 [ , I 3 

0,[ 

roo 

4,5.... 

5 1) 3 , 7 2 

0,1 

0,00 

5,5.... 

• 47 j-'-, '9 

o, r3 

o , oo 

6,5 

. 4346,o'3 

0,2 

-hi , i() 

7,5.... 

• 44^3,7 

? 

-hi ,7 


n 

0,00 
“'r0,9 
0,00 
— 0,25 

0,2,3 

H-0,2I 


Ilaiiptserie von Kalium. 


n 

A 

F 


K \\ 

K 

2 . , . , 

.. 77 ^r, 9 ^ 

y 

- 4 - 1 6.1 , 3 

0,00 

3 

4 o 47 , 3 G 

o,o 3 


0,00 

0,00 

4 

•• 3447,49 

0 , o 3 


0,00 

“ho, r ) 

5 

.. 3217,70 

o,o 3 


0 , 00 

0,00 

6 

.. 3 I 02 , 37 

0, 10 

_1_ 

0,27 

-ho, 10 


.. 3 o 34,94 

0, 10 

_i_ 

0 , 23 

— 0 , 20 

8 

.. '2992,33 

o,i 5 

-h 

0,68 

— 0, 19 

9 

.. 2963,36 

0,2 

-h 

r , o 5 

— 0, 1 3 

10 

•• 2942,8 

r,o 

-h 

1,45 

0 , 27 

2 

.. 7008,54 

? 

-h 1 5 () , 6 

—0,24 

3 

.. 4044,29 

0 , o 3 


0 , 00 

-ho , 00 

4 

•• 3440,49 

o,o 3 


0,00 

-ho , I 2 

5 

.. 3217,27 

o,o 3 


0,00 

— 0,0') 

6 

3 102 , 1 5 

0, 10 

-h 

0,30 

-ho , 40 

7 

.. 3 o 34,94 

0, 10 

-h 

0,44 

— 0 , o 5 

8 

.. 2992,33 

0, r5 

-h 

0,80 

—0,08 

9 

2963,36 

0,2 

-f- 

I ,n 

—0,07 

10 

•• 2942,8 

1,0 

-h 

1 , 60 

— 0,23 


Die von Rydberg vermuteten Beziehungen zwischen Haiipl- 
sene und zweiter Nebensene sind so gcnaii erfiXllt^ dass beide 
ivirJxlich in eine einzige Formel zu vereinigen sind. Die Gren- 
zen der beiden Nebenserieii fallen zusammeii, sowcit die luisichere 
Beobachtung* der Struktiir der ersten Nehenserie es zu bcurteilen 



mel entnommen w erden, dadurcli wird die Giauidaiinaluiie (ani- 
verselle Natiir des sclivvingeiiden Systems) sehr gestiU.zi. 

Die Konstanteii anderii sich gesetzmiissig von Element zii Ele- 
ment uiid zeigen nocli gewisse aiigenalierle Bezieliungen luiter- 
einander. 

Ich habe die Serien der meisten Elemeiite unter Berilcksicliti- 
gang der Dispersion derLuft bereclinet iind eiitnelime als Beispiel 
meiner aasfuhrliclieren Arbeit, die fiir die Hauptserie and zw eile 
Nebenserie von K and Na geltenden I'ormeln and Tabellen. 

Die Doablets der Hauptserie and zweiten JNebenserie aller Alkali- 
metalle sind gege])en darcli die Formeln 


zh 7 ' = N 
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aus welclien sicli fiir die Abstiinde der Komponenten ])ei der Weben- 
serie das Gesetz der koustanten Diflerenzen ergibt; aus diesem 
Grande entlialt die Tabelle nur die cine der Komponenten dieser 
Doublets. 

Die Formeln sind aus den einzelnen Linien bereclinet. Die 
Wellenlangen A and die Feblergrenzen F sind aas Kayser and 
Ranges, Lewis and Lehmanns Bestimmangen entnommen. Die 
Fehler — A)cr.) unter R eingetragen. Kayser und 

Range stellen die vier Serien duixli vier Formeln mit im ganzen 
9 unabhangigen Konstanten dar; sie liaben also vier Ronstanten 
melir zar Yerfugung. Die Abweichungen ihrer Formeln lindet 
man unter K.R. 


Nat7'iiu)x. 

«i = o, 14595 , <72 = o,i452i; — o,ri58; 

= -I- o,i 5 i 57 ; b' — — o,o 5 ) 8 G. 

Kail 1(7)1, 

= -t- 0/29084, ^2 = -!- 0,28750; = — 0,2289 ; 

a' = H- 0,81789; = — 0,1076. 
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Die zwelte Nebenserie stimml mil clcr Ijeobacliluiii^- etvva 
bei Na. 

Ervvaimt sei nocb, (lass die Hauptserien von Mg', Ca, eLc. du 
Exlrapolalioii sicli im Gebiete der Schuinaniisclien Straldeii 
geben. 

BezLiglicli cler Litleralur vervveise icii auf Kayser, Hanclbi 
de?' Spektroskopie. Bd II, und auf nieine Disserialion (<). 

Gottingen^ den 4. Marz 1903. 

( Eingegangcii 5. Marz iqo.'J.) 


( ^ ) OEiwres^ I, p. i. 



III. 


tiBER DAS 

SPEKTRUM VON KALIUM. 


Annalen der Physik^ vierte Fol^^e, Band 12, 1903 , S. 444-446- 


Das Spektrum von Kali tun zeigl eine Anomalie, auf die sclion 
Kayser unci Runge (^) aiifmerksain gemacht hal)en. Wahrend 
bei alien andern Eleinenten die nacli ihren Formeln vorausbe- 
reclineten Inuien wlrklicli aufgeftinden \verden konnten, schien 
diemit 1 = 58 1 a, 54, X = 583*2, 28 (A.-Ii.)beginnendeNebenserie 
von K eine Aiisnalune zu bilclen, Der Ordnungszahl m — ^ sollte 
ein im Rot gelegenes Paar X = 6987, 4 , )s=: 6985,4 nach ihren 
Bereclinungen entspreclien ; in dieserGegend konnten aherbislier 
keine K-Linien walirgenoinmen vverden. 

In meiner Inaugural-Dissertation (^) liabe ich auf Grund exakterer 
Formeln diese Serie aufs neue bereclmet und fiir die fehlenden 
Linien die Wellenlangen 6936,41 6964,7 angegeben. Die be- 
treffende Serie ervvies sicli als erste Nebenserie ; in ihrer unmittel- 
])aren Nalie verlauft die, zweite Nebenserie der das Paar 691 1,2, 
6988, 8 angehort. 

Die VermutLing lag nabe, dass bei der Unempfindlichkeit des 
Auges in dieser Spektralgegend die gewohnlicli benutztenKonkav- 
gltter zu liclilscliwach sein mochten. Versuche mit verscluedeneii 
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Lichtcjiielleii and Apparaten fillirLeii in der Tat zur Auffin. 
einer scliwaclieu Kaliumliiiie in der belrelfenden Spektralge^ 
Als Liclitcjiielle erwies sich hesonders gilnstig der von einer A 
mulatorenbatterie von 35 Volt gespeiste Bogen. Fine Linse 
vvarf auf ,dem Spall des Spektralapparates ein Ideines Bile 
Bogeiis ; das durcli seeks Prismen zerlegte Liclit warde dure 
Fernrohr iinter massiger Vergrusserung beobaclitel. War n 
lisclies Kalium (‘) in den Bogeii eingefiihrt and die Dampfd 
selir gross, so erseliien neben dem bekannten Paar bpii, 
naeh Seite der langeren Wellen ein-e bisber niebt l)eobac 
schvvaehe, verbreiterte Liiiie, deren Zagebdrigkeit zu K nacl 
Art ilires Erselieinens sebr wabrscbeinlicli war. Von bier bi 
Wellenlange ^'700 war keine weitere Linie sielitbar. 

Wegen der Niilie der Ijeiden von Kayser and lUinge gc 
senen Linien 691 1, (igiS koniite die neue Linie anfdiese als 
malen bezogen werden. Die Messang gescliali durcb OkalarJ 
achtungen mittels eines ebenen, aaf ein Spektronieter von 1 
montierten Gi tiers. Die Tromnieln der Mikroskope gestattete 
direkte Ablesung der Sekanden, and die Teilungsfelilcr de 
Ireflenden kleinen Stdeks des Kreises konnten dirokt erm 
iind beriicksichtigl werden. Das Gitter war ein auf Glas a 
tragener Celluloidabgass eines grossen Rowlandseben Gi 
seine Liclitstarke bei (3900 selir befriedigend, 

Aus einer Reihe \ on Beobaelitiingen ergab sicli der Winke 
roten Linien 6911,2, (>908,8 zu 5 ' 5 ( 7 ; von letzterer Lini' 
neuen fand sich 5 ' 3 o'^; hieraas folgt fur die neue Linie 

X = 6964,4 ± 

Die Reclinung iiach ineinen F'ormeln forderl, wie ol)en beni 
A =6964,7; die Lbereinslimmung ist also einc aasgezeicl 
uiid die Ziigehdrigkcit der neuen Linie zu K. ist dainit festges 
Die zweile, voraussichtlich noch scliwiichere Linie des P 
rniisste bei 6986, 4 liegen, also ganz nahe bei der starken und : 
licli l}reiten Linie 6938. Es ist nur wenig lloHhung, die b 
Linien durcli Okularbeobachtungen zu trennen. Bei ger 
Dispersion konnte sclion 6964 wegen der l)lendenden 


(') Audi aincisciisaures Kalium erwies sidi als giiusLig. 
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von 6988 and 6911 niclit wahrgenoinmeii werdcn, Irotzdem die 
Verlialtnisse iinmer noch giinstiger siiid wie bei ()C) 3 ( 3 . 

ZunaclisL befremdet die geringe IntensitiiL der iieuen Linie lin 
Vergleicli zu den henaclibarlen Idnicn der zwcilen Nebenserie. 
Aber einerseits nimint die Intcnsitat in it abneliinender Ordnungs- 
zahl in der zweiten Nebenserie meisL rascher zai als in der ersten; 
anderseits zeigt die Beobaclitang, dass die Alisorption in den 
auseren Schichlen des Bogens and die dadarcli bewirkte Selbst- 
amkelir der lAuic so gross sind, dass dieselbe aianchmal oline 
jeden hellen Rand als dunkler Streif aiif scliwachem kontinuier- 
lichen I lintergrand erscbeiiiL and dann naturlicli kaum za sehen 
isL. Aehnliches war von Kajser and Range sclion liei andern 
K-Linien beolja(dilet worden. 

Hr. Lenard ( ^ ) lial karzlich gerunden, dass die beiden Neben- 
serien von Li, iNa von verschiedenen Scliicliten des Bogens aus~ 
gehen; sie miissen daher, nacli Lockyers Metliode untersuclit, 
aus Linien von verscliiedencr Liingc beslehen. Dies Resiillat 
koimte liei Na bestatigt werden, bei K dagcgen ersehiencn die 
Linien beider Nebenserien von derselben Liinge. Die oben bervor 
gehobene slarke Alisorpllon in den aussern Bogenscliichten w'iirde 
dieses Resullat vielleicbt erkliiren; immerliin w'ird man schliessen, 
dass eine iAiileilung der Linien nach dein Orl ihrer Emission im 
Bogen, wie sie Hr. Lenard vorscldiigt, nicbt dieselbe Siebeidieit 
besitzt, wie sie durcli Beoliaclilungen iin inagnelisclien Feld, ver- 
biinden mit der Rechnung, erreicht wird. 

Bei Anwendung sehr geringer Dispersion konnte unter Um~ 
sUinden bei grosser Dampldichte das An flench ten von zwei wahr- 
scheinlich zu K gehdrigen Paaren zwisclicn yiao and 7240 beob- 
aclitet werden, doch war eine Messung niclit nniglicli. Sie diirften 
dem nach Violett verbreiterten Na-Paar bei 5(170 entspreclien. 

Bonn, den 4 * Jali 1903. 

( lAu^egangeu 5. Juli igoS.) 


(^) J^ Lenaiid, Ann. cl. PJiys., t. XI, 1903, p. G 3 (J. 



IV. 


sun LA 

PHOTOGRAPHIE DES RAYONS INFRAROUGES. 


Comptes rendus des seances de V Academic des Sciences de Parisy 
t. GXLMl, p. iGy-iGp. Seance du iG juillet ipoG. 


En 1880, M. Abney a fail connaltre (’) qu’en preparant dans 
des conditions spdciales nne emulsion de bromnre d’argent dans 
du collodion, distillant I’ether, puis lavant et redissolvant le prc- 
cipitd, on obtient une nouvelJe emulsion qui se distingue par nne 
remarquable sensibilite aux radiations peu refrangibles. 

M. Abney avail era atteindre dans le spectre prismalique solaire 
la longueur d’onde 2 ^^ mals, en realite, il etait alle seulement jus~ 
qu’a Malgre sa portee ainsi reduite, ce precede depasse 

encore dans binfrarouge Lout ce qu’a donne I’emploi des colorants 
sensibilisateurs. II a ete repris depuis, mais, semble-t-il, jamais 
avec succes. 

J’ai etabli les conditions de formation et la nature du com(DOs6 
sensible, ce qui m’a permis de connaitre et d’eliminer les causes 
d’insucces qui m’avaient d’abord arrete commemes predecesseurs. 
J’en ai ddduil des precedes nouveaux qui ont donne des Tabord des 
r^sultats sup^rieurs a ceux d’Abney et que j’espere encore perfec- 
tionner notablement. 


(‘) Philos. Trans., t. CLXXI, 1880; t. GLXXVI, iSSi. 
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1 '' J’ai d’abord fait varier dans des proportions etendues touLes 
les donnees d Abney. Dans tons les cas, sons I’inlliience de la clia- 
leiir, la sensibilite de remiilsion aux rayons pen refrangibles s’esl 
troiivee conslderablement augmentee, soi t que I’azotate d’argent, soil 
que le bromure fusseat en exces ; cependant, la transformation esl 
plus prompte avec le premier, et se fait en partie, meme a froid, 
si Texces est consideralde (par exeinple siir 5= de Br. Ag.). 

Tine emulsion oblenue au moyen de solutions conceiitrees d'azo- 
tale d’argent et de bromure de zinc on d’ammonium devient plus 
sensible que les emulsions preparees suivant les donnees ordi- 
naires. 

La diminution de la pyroxiline, poiissee aussi loin que po^sll)le, 
est tres favoral)le. 

11 faut remarquer, et c’est une des principales causes ddnsiicces, 
qubl n’est pas toujours possible d’atteindre, meme approximative- 
inent, le nombre donne par Abney sans voir le bromure d’argent 
se precipiter en gros flocons ; en effet, selon son mode de prepara- 
tion, la pyroxiline confere au melange d’alcool et d’ether une vis- 
cosite variant, d’apres certains auteurs, du simple au decuple; or 
c’est elle qui determine la quantite de bromure d’argent pouvant 
rester en suspension. J’ai dii , avec des pyroxilines faiblement 
nitrees, employer jusqu’a 5 de pyroxiline sur los d’azotale 
d’argent, c’est-a-dire le decuple de ce qu’indique Abney. 

L’emulsion decrite par Abney peut des lors etre caracterisee 
comme suit : plus grande concentration possible des solutions 
reagissantes, minimum de pyroxiline permettant, avec des pre- 
cautions convenables, la formation d’une emulsion liomogene. 

Les bromures de zinc et d’ammonium sont a pen pres equiva- 
lents; on peut aussi remplacer le melange d’alcool et d’ether par 
de I’alcool metliylique on de I’acetone. La transformation du 
bromure d’argent est done d’ordre purement physique; elle est 
d’ailleurs toujours accompagnec d’une augmentation du diametre 
des grains. 

Enfin I’emulsion a ete soumise sous pression a des temperatures 
allant jusqu’a ioo° pendant i heure et pendant ^4 heures. II 
n’a cependant pas ete possible de depasser la limite donnee par 
Abney, le bromure devenant granuleiix et se decomposant. 

11 est avantageux, apres avoir distille I’ether, de laisser refroidir, 
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(le rajouter Tetliei', d'ai^iler et de recominenc'er [’operation, 
pent aiiisi eniploA’er des solutions deux on Irois fois plus etenc 
que ne rindiqne Abney, cequi facilite la formation d’aneemuli 
})ien Iiomoi^eiie. 

La sensibilile de remulsion a la lumiere hlanche s'est troi 
egalement angmentee, mais dans des proportions plus faibles. 

On salt que, souinise a raction de la clialeur, une emul: 
an gelatinobromure augmente enormement de sensibilile poui 
rayons tres refrangibles. nioins pour les ravons jaunes et rou 
les variations de concentration des sels et de la gelatine ayan 
inenne inlliience, miitatis mutandis^ que dans remulsion d’ Abi 
Ce rapprocbenient in’a porte a croire qu’il s’agit, dans les deux 
de la nianilestatlon, diflerente seulemeni an |)oint de ^ ue qua 
tatif, d'une meine propriele du bromure d'argent. 

C’est ce que I’experience a confirme. Un precipite de bron 
obtenu dans des conditions convenables soil dans Palcooi, soil c 
I’eau, hue et chauSe quelques minutes sous Teau soil pure, s 
ce qui est plus avantageux, addilionnee d’un pen d’azolate d'arg 
donne, apres emulsification dans la gelatine et nouvelle actior 
la chaleur, des plaques plus sensil)les aux rayons infra-rouges 
celles d’Abney. Apres 5 minutes d'exposilion au spectre des lanf 
Nernst, incomparablement moins riche en rayons caloriliques 
celui du Soleil dont s’est servi Alniey, on obtienl unc impres 
qui decrojt regiilierement depuis le bleu jusqu’a 1 /[ sans prese: 

les brusques variations des plaques traitees aux colorants. La c 
leiir caracteristique bleue de 1- emulsion d’Abiiey (o])servee 
transparence) apparatt ici immecliatemeiit et a froid. Je donii 
ailleurs les details techniques. 


V. 


SUR 

'OEIGINE DES SPECTRES EN SERIES, 


'?2,jotes rendus des seances de V Academic des Sciences de Pa?'is, 
t. GXLIV, p. 634-636. Seance du i8 mars 1907. 


saitque les IVeqiiences v dii speclrc ordinaire de riiYdro^i>ene 
Lx.x spectre nouveau decoiivert par L^Ickerin^' dans certaines 
[es sont donnees Ires exactement par les fornuiles 



^ est line constante. De tels sjslemcs de vil)ralions dillerenl 
ix- tiellemcnt de Lous ceux qiii nous connaissons par rexistence 
limite des frequences pour = oc, et par ral)scnce du Lerme 
V- provenant de I’acceleradon. Les memes anomalies se re- 
dans les autres spectres etudies par Rydberg, Kayser et 

I C>*jP> 

1 -^ - 

^oici comment on j)euL concevoir plijsiqiiement un systeme 
IX ant un tel ensemble de vibrations. 

oientA, B deux points fixes relies par des Ills inextensiljles 
5 KC au point C, milieu de la droite AB. Imprimons a ces fils 
rxxouivement de rotation uniforme de vitesse angulaire o> autour 
’axe AB, la rotation du 111 AC pouvani d’ailleurs etre de meme 



coincidant avec AB, considerons le fil AC, eL soil jjl sa masse par 
unite de longueur, sa tension, cp la distance necessairement 
petite d’un element du fd a Taxe; la force centrifuge de cet ele- 
ment sera cu- p/p? et le 111 aura la forme ddine siniisoide plane 
donnee par rc^uatioii 

rp 9 0 


Ta = 


w- IX 
e-TT- 


I 


ou 



(m, n = t, a, 3 , . . 



I 



Par consequent, le point C sera soumis a une force parallele a 
I’axe et egale au signe pres a — T^, e’esl-a-dire a 



qni lendra a P eloigner de sa position. 

D’autre part, considerons iiii corpuscule mobile de masse M et 
de charge e dans nii champ inagnetique H parallele a Faxe des x, 
et soient p, (v les composantes de son deplacement suppose tres 
petit. La resultante X des autres forces sera supposee nulle ou 
parallele a H. On aura alors 


]\1 


d u 
dV- 


X, 


d- V e H d^v 
di- ~ c dt ^ 


d- cr _ e H d\^ 

~dF ~'~'T It 


(c = vitesse de la kiniiere). 


La projection du mouvement sur un plan perpendiculaire a Faxe 
est done un cercle, et le temps de revolution T, ou pliitot la fre- 

quence p— — , sera donnee par 


±: V 


ell 

Me' 


On se trouve done ici dans le cas Ires exceptionnel, comme Fa 
remarque^ Lord Rayleigh (’), ou ce n’est pas le carre de c, mais 
cette quantite elle-meme qui s’exprime le plus simplement. 


(^) Phil. Mag., 5 ® setvie, t. XLIV, 1897, P* 



Supposons maiiiteiiant que les fils AC, AB fasseiil parlie d'uii 
systeme eleclrique anime dii meme mouvement de rotation, les 
points A, B etant fixes. Sons rinlluence de la fovceT^ — Tn, le 
point C tendra a se deplacer siiivant AB, et Ton pent admetlre qifil 
en residlc tin cliangenieiit dans la distribiition des charges elec- 
triqnes, tine sorle de polarisation proportionnelle a ce cleplacement 
et qiii s’y oppose; le deplacement restera trcs petit et la polarisa- 
tion sera proportionnelle a — Tj{. La rotation du systeme pro- 
diiira d’ailleurs un champ magiietique qui sera egalement parallMe 
a AB et proporiionnel a — T,{. 

D’a[)res ce qui vient d^etre (lit, un corpuscule place dans ce 
champ (hnettra une vibration circulaire clont la frequence sera pro- 
porticmnelle a — jj, et Ton aura 



r\ 11 

zb V = N 

I 

1 

[ 

\ n- m- j 

i) U 


- 

-;)'J 


( /i, /II ■ — I , !A, -> j •••)■} 


IN (‘taut une constante. Pour n = 2^ m = 2^ 3 , 4 ou m = 2^ 
11 = 2^ 3 , 4 , on obtient les fornuiles ( i) ; a m = i et aux autres 
valeurs de n correspondent des lignes sitimes en dehors de la partie 
connue du spectre, mais dont I’existence est rendiie probable par 
I’analogie des autres spectres (f). 

I cJiacun des etats ecjailibre dynamique^ en nombre 
de ce systeme toui billonnant correspond une oihration emise 
par le corpuscule et V ensemble de ces vibrations reproduit 
exacteinent le spectre de V hydro gene. 

II est d’ailleurs ^*vident qu’on pent etablir de beaiicoiip de ma- 
ni(h'es la proportionnalite enlre la force etla force magne- 

tique parallele H. 

En particulier, remplacons C par une sphere chargee, de petites 
dimensions, et supposons qu’eiiAetBles fds s’attachent a deux 
spheres d’un rayon com|)arable a /, d’ailleurs identiques, et portant 
des charges de meme signe que C; enfin la rotation de la sphere A 
et du fil AC sera de signe oppose a celle de B et BC. Si, au contact 


(‘) Rydberg, Rapports preseiites au Congres de Physique, t. 11 , Paris, 1900, 
p. 3 12. — \V. Hitz, Aunale/i der Physik, t.XII, 1908, p. 264 ; Jnaug. Auszug. 
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du fil et de la sphere, il n’existe pas de forces tangentes a lasur 
de cette derniere (comme c’est le cas pour les f1 aides), on : 

pour le fil la condition ^ = o; si, an contraire, le fil est fixe, ' 

0 — 0 . 11 existera des lors eii tout point de AB une force electrl 
el une force magnetique paralleles a cette droite, et nulles en 
milieu; dans le voisinage de ce point, elles seront proportionni 
I’line a I'autre, ainsi qu’a la distance a ce point. En ecrivant Fee 
lion d’equilibre, on voit que C sera amene dans un champ mai 

tique proportionnel a — T,j; si enlin ^ = o en C, cette spi 

ne sera soumise perpendiculairement a I’axe AB qu’a I’actior 
la force magnetique etexecutera I’ensemble des vibrations de 1 
drogene, les constantes etant convenablement choisies. 

En adinettant que ce ineme systhne fasse partie d’lin ensen 
de structure plus complexe qui exerce des forces sur lui, on obt 
d’autres specti^es en series; en particulier, on est conduit aux 
mules que j’avais obtenues(^) par une voie differente et qui rej 
sentent avec une grande exactitude les donnees de I’experienc 
I’ensemble des lois de Rydberg. 


(1) \V. ttiTZ, /Of. cit. 


VI. 


SLR 

L’ORIGINE DES SPECTRES EN SERIES. 


Comples rendus des seances dc V Academic des Sciences de PariSj 
t. CXL\\ p. 178-180. Seance du 16 jiiillet 1907. 


Dans une prececlente Communication ( ‘ ) j’ai chcrclid a former 
nil sysleme einellant I’ensemble des vibrations de riijdrogcne 
en partant de riiypolbcse d’un electron P souinis iiniqiiernent a 
Faction d’uii clianij) magiietiqiie El. La frequence c de la vibration 
circulaire qui en resalle est egale an produit de El par uu facteur 
iinlversel K. Conscrvanl cette livpotliese, *011 obtient un resultat 
plus simple et plus conforme aux Idees actuellement aJmises en 
attribuant ce cliainp H a un aimant rectiligne dans le prolongement 
diiquel serai t situe le point IF Soient /•^ et /’o les distances de ses 
pules a P et zb u Icurs cliarges magnetiques, on aura 






Cette formule est identique avec celle de Balmer 



si Foil admet que Faimant rectiligne est compose de;?-! — 9. aimants 
cgaiix entre-eux, de longueur poses bout a bout, et qu’il est se- 



pare de P par deux (-) segments lineaires (le ineine longueur, 
non aiinaiitcs. On a alors 


= •> a, /'2 = 2a {ni — 2 ) a = 


i\ = 


Kij. 


a- 


Dans les diverses molecules d’une masse (I’liydrogenc rei; 
luiniiieuse on devra trouver toiUes Jes motlifications corrcspoir 
a 1 , 2 , 3, . . . aiinants elemeiilaires, celle qui corresj'jond a n aim 
etant d'autaiit moins frequeiite que n est plus grand. Cette coni 
tion ne se heurte a aiicune difliculte si I’on considtu'e Tat 
d’liydrogene comme fort complexe et si I'on remarque que 
corps de revolution, en rotation aulour de son axe, pent, par 
distribution coiivenable de sa charge clectrique, devaniir (k[uiva 
a un aim ant lineaire. 

Si le premier aimant a Ja longueur on oblieiidra la forii 
de Pickering, pour les rales de I'hydrogene dans Petoile ^ Poi 

v = N ~ ^ — — (;;?, = 2, 3, I, . . . ). 


Sdl a la longueur a et si est quelconquc, on aura la forr 
generale de Rydberg pour les series spectrales 


V = A — 


N 

( m ^ )- 





a -I- 


ou N est line constanle universelle si a est universel (comnn 
Fadmet pour les electrons). Les trois (|uaniltes V, |3, N sont 
depend antes de rn, 

Enfin, si la longueur dudeuxieme, troisieme, . . . aimant dii 
egalement de a, mais en s’en rapproebant a inesure que ni i 
mente, on aura une representation exacte dcs resultats de 1 
perience. En particulier, si I’on suppose que, c, d et [3 etant 
constantes, on a 

Q e' 

/ 2 = />i -4- S H , 

A'l 

on obtient la fonnule 


V = A - 


N 

[/n 4- fi c(A — v}j2 


{m = I, V., 3, ...) 


et j ai montre(') que cette forimile represente les series spectr 


( ) W . Ritz, Annaleii clet' Physik^ t. XII, 1903, p. 'jtG.'i ; Jnaug. Diss. Aui 


VI. — SUR l’origine des spectres EN S^hUE. 97 

avec line tres grande precision, tout en contenant moins de cons- 
tantes arbitral res que celle de Kayser et Range. 

Lorsque, maintenant invariable la longueur et la position des 
autres aimants, on change la longueur du premier, on obtient une 
nouvelle serie de lignes presentant avec la precedente des diffe- 
rences constantes de longueur d’onde. Cest un phenomene gene- 
ralement observe dans les spectres de lignes. 

Si, au contraire, conservant la position du premier pole, e’est- 
a-dire la quantite , on modifie encore la longueur du premier 
aimant, on obtient une serie de doubles lignes convergeant vers la 
meme limite. Ce cas est realise dans les series principales et les 
satellites des series secondaires. 

Comme 7*2 > /q, et que le nombre m des aimants est au moins 
egal a un, les lignes (en general infrarouges) correspondant a 
m = 0 ou a des valeurs negatives dev ne serontpas observees. Le 
premier cas se presente effectivement pour les premieres series 
secondaires de He, Cd, Zn, Hg, Tl, ou les observations ontpu etre 
faites. 
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MiGNETISCHE ATOMFELDER UND SERIENSPERTREN. 


Annalen der Physik, Vierte Folge. Band 25 , 1908, p. 660-696. 


Bekanntlicli beziehen slch alle bis jelzt in den Linienspektren 
gefimdenen, einfachcn Gesetze, wie die Balmersche Formel, das 
GeseLz der konstanLen Diflerenzen usvv., auf die Schwingungs- 
zahlen, und nicht auf deren Quadrate. Es liegt hierin fiir die Er- 
klarung dieser Spektren eine besondere Schvvierigkeit , auf die 
Lord Rayleigh (Q aufmerksam gemacht hat: wenn ein inecha- 
nisches oder akustisches System kleine Schwingungen ausfiihrt, 
so dass die Zeit nur in der Form eines Faktors sin v {t — ^o) hi die 
Losungeingeht, sovvird durch Bildung der Akzeleration, d.h. durch 
zvveimalige Differentiation nach der Faktor v- eingefiihrt; die 
Gleichung, welche die Schwingungszahl v besdmint, wird also das 
Quadrat von v enthalten, und es gelingt nur in Ausnahinefallen, 
die Schvvingungszahlen selbst einfach auszudriicken (-). Lord Ray- 
leigh schliesst hieraus, dass es sich bei den Spektren vielleicbt um 
rein kinematische Beziehungen handle, in welche die Akzeleration 
nicht eingehe. Wie man sich diese zii denken hatte, and in welcher 
Weise man diese Annahme mit der Theorie der Dispersion, des 
Zeemanefiektes usw., bei welchen die Tragbeitsreaklion eine we- 
sentliche Rolle spielt, in Einklang bringen kdnnte, ist allerdings 


(‘) Lord liAVLKiGit, PhlL. Mag., 5“ sci-ie, L XLIV, 1 :^ 97 , p. 356. 

(^) Verfasser hat einige solclie, den Spektralgeselzen cntsprechende Fiille imtcr- 
sucliL (QEiivres., I, p. i ; Ann. d. Phys.^ 1. XII, 190 $, p. 204; Inaug. Diss. Auszug). 
Die Komplikation der liierbei nutigen Annahmen, fiir die sich cine befriedigende 
physikalische Deutung nicht hat linden Jassen, notigt wohl, die dort gegebene 
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kaum einzuselieix. Der Scliluss, dass zvvischen den fiir denZiistand 
massgebenden Gi^ossen nur Diderentialgleichungen erster Ordnung 
in bezug aiif die Zeit bestelien, lasst sich aber in anderer Weise 
anfrecht erhalten : man liat nur anzunelimen, dass jene Grossen 
Geschwindcgkeiten sind, oder anders ausgedriickt, dass die wir- 
kenden Krafte nicht, wle gewohnlich, von der Lage der 'J'eile des 
Systems, sondern von deren Gesclivvindigkeiten abhangdjn. Dies 
ist bei magnetischen Krdften allgemein der Fall, und die An- 
nahme intensiver magnetischer Atomfelder diirfte, auf Grund der 
im Gebiet des Magnetismiis vorliegendenTatsachen, kaum zu um- 
gelien sein(^). Durch diese Ueberlegung wird also die Hypotliese 
nahegelegt, dass die Sduvingungen der Serienspektren durch 
rein magnetische Krafte erzeugt werden, und es soil im folgen- 
den gezeigt werden, dass diese Annalime in einfacher Weise zum 
Verstandnis der Gesetze der Serienspektren und der anormalen 
Zeemaneffekte fuhrt. 

Es sei e die Ladung, m die Masse elnes elektrischen Teilchens; 
befindet sich dasselbe in einem magnetischen Feld H parallel zur 
Z-Achse, so ist 


ni 


drX 

UF 


ell dy 
~ 


d^y __ eYl dx 
dt'^ c dt’ 



= 0, 


ell ^ 

X = A sin ( t - 

me 


•^o), 


A e H , 

; \ COS it — 

me 


■lU, 


WO A, B, 5o, t() willkiirliche Konstanten bedeuten. Die Bewegung 
ist also, wie bekannt, hellkoidal ; sie zerfallt in eine gieichformige 
Translation parallel H, und eine zirkulare Schwingung in einer 
Ebene senkrecht zu H, deren Schwingungszahl proportional istH. 
1st das Feld nicht homogen, so muss dafiir gesorgt werden, dass 
Yj z — So sehr klein bleiben. Dies wird der Fall sein, wenn A 
klein ist, und die elektrische Ladung an eine Ebene (oder einFla- 
chenelement) senkrecht zuH gebunden ist; oder auch wenn qiiasi- 
elastische Krafte der Form — k-x, — k-y^ — A'-s, die sehr klein 

gegen— — '^sind, eingefuhrt werden, und schwache Er- 

0 C G CXi H 


(^) Vgl. insbesonclerc P. Weiss, Vhypothese du champ molecidaire et la 
propridte ferroniagnetique {Bull. Soc. franc, de Physique, 1907; Comptes 
rendus, t. 143 , 1906, p. ii 36 ; t. 145 , 9 et 3 o decernbre. 1907). 



regung vorausgesetzt wird. 1st fiir die in Betraclit koinmende Be- 
wegung das Feld nur unvollkommen homogen, so resultiert eine 
Verbreiterung der der Schwingungszahl v = entsprechen- 

den Spektrallinie. 

Die nachstliegendste Annahme, die man iiber den Ursprung des 
FeldesH machen kann, ist wohl, es einem Molekularmagneten zu- 
zQSchreiben: diese Gebilde spielen ja in der Theorie des Magne- 
tismus eine wesentliche Rolle. Sei zb p die Polstarke, I die Liinge 
desMagneten; der Symmetrie lialber liege die Ladung e auf der 
Verlangerung desselben, im Abstand vom nachsten Pol. Dann ist 


±: H = .JL !— 1 , 

U'- (r -+-/)- J 


mithin die Schwingungszahl 


(0 



I 

rTT 



Vergleicht man diese Fennel mit der BalmerscJien (N == iinivers- 
Konstanle ) 


( 2 ) 





mit der Rydbergsclien Serienformel 


( 3 ) 





und den von mir {loc. cit.) gegebenen 


( 4 ) 

und 

( 5 ) 


V = N 


^ — }— cc — }— jii ( A — • v jj- j 

A = N/a^= Grenze der Schwingungszahlen 


V = N A _ 




so spnngt die Analogie sofort ins Auge, und ist um so bemerkeixs- 
werter, als die Gesetze der Spektralscbwingungen ja so ganzlicb 
von allem sonst Bekannten abweicben. Verfolgi man also genauer 
den hiermit mdglicb gemachten Schluss von den Serienspektren 


auf die Elementarmagnete, so wird man mit einigem Grand hoSen 
konnen, dadurcli einen Einblick in Molekularkrafte und -striiktur 
ZQ gewinnen. Allerdings kann die Zukunft erst entsclieiden, ob das 
Bild ein allseitig zweckmassiges isL 

Die Balmersche Forme) sagt nun aus, dass die Lange I des 
Magneten ein Vielfaches einer bestimmten Lange sei, d. h. dass 
man jedes, den Linien des Wasserstofls entsprechende Magnetfeld 
dadurcli erbalt, dass man eine Anzahl n untereinander identisclier 
Magnate von der Langes Pol an Pol fiigt, so dass ns ist. Eine 
einfachere Anordnung der ElementariAagnete als die liiermit ge- 
forderte isLwohlkaum denlibar. Der Abstand r bleibt hierbei kon- 
stant; setzt man ihn gleich as^ so folgt 


(6) 


rj » 

s- me (a -h tif 


71 = 1 5 2, 3. 


Die Scluvingungszahlen ndhern sick also einer Grenze fiir 
n = CO, und bei der EnUvickelung nach Potenzen von ijn 
ist der Koefjiz lent con i//i- unicersell, falls die Elementar- 
magnete und ejinc bei alien Elementen dieselben sind. 

Dass der Koeffizient von i/n- universell sei, ist von Rydberg 
ausgesprochen worden; der Beweis dafilr war erst auf Grund der 
sicli der Erfalirung sehr genau anscliliessenden Formeln (4) nnd 
(5) mdglich [vgl. Inaiig.~Diss. des Verf. (loc. cit.). 

Die Hypotliese der magnetisclien Atoinfelder fiihrt also ohne 
Scliwieidgkeit zur Erldarung der Grenze der Schwingungszahlen, 
welclie bekanntlich die Serienschwingungen so scharf gegen alle 
aus andern Gebieten der Physik liekannte Schwingungen absebei- 
del. In der Nahe der Grenze riihrt das Feld nur noch vom ersten 
Pol lier. 

Soil endlich (6) mit der Balmersclien Formel ( 2 ) identisch 
werden, so batman den noch willklirlichen Abstand derLadung 
e zum naebsten Pol gleich der doppelten Lange eines Elementar- 
magneten zu nehmen, also a = 2 zu setzen(^). Diese einfache Be- 
ziehung besteht jedoch nur bei W^asserstoff und deutet auf einen 
besonders einfachen Aufbau des AVasserstofFatoms aus denselben 
Korpuskeln, die die Elementarmagnete bilden. 


(0 Uber diese Zahl 2 vgl. unten p. io5. 


Die gTOSse Genauigkeit der Balmersclien Formel erfordert, 
das Coiilombsche Gesetz des reziproken Quadrates der En 
nung auch in Molekularentfernungen nocli strengste Giilti^ 
habe. 

Superponiert sicli zu diesem von Ji abhangigen Magnetfelc 
ein anderes H, so ergibt sich eine neue Reihe von Linien. 1st 
ein Flacbenelement senkrecbt zu gebimden, wie oben anger 
menvvurde, so sind diev /2 derselben gegen die vorigen um die . 
stante Grdsse (ejmc) H cos (<^ HH/^) verschoben. Liegen dag 
sclwache elastisclie Reaktionen vor, so gilt diesnur, falls H p: 
lei H/, ist. Es ist dahernach diesen Vorstellungen zu ervvarten, 
Systef7ie konstante/' Schwiagungsdiffereiizen besoiiders Jid 
angetroffen ^verdeni dies entspricht dem Gesetz der konsta 
DifFerenzen, welches bekanntlich auch bei Spektren gilt, inweb 
Serien bis jetzt nicht gef unden worden sind. 

Gibt man dem ersten Elementarmagneten eine von s abweicli' 
Lange s-i-ES und variiert in geeigneter Weise die Entferi 
r = as^ so resultiert die allgemeine Rydbergsche Serienfo 
(3), wobei , 2 , 3. . . imd 6 — a + e, 

Lasstman dieEntfernungvonder elektrischenLadungzum e] 
Pol unverandert, und variiert die Lange des ersten Magneter 
erhalt man eine neue Serie von Linien, die mit der ersten 
gemeinsame Grenze haben. Dies ist bekanntlich der Fall bei 
beiden Nebenserien und bei den Doubletts oder Tripletts 
Hauptserien. 

Die Anzahl der Magnete muss natiirlich ^ i sein. Legt 
der willkiirlichen Zahl n der Rydbergschen Formel eine ab 
gende Reihe von Werten n — i , ... bei, und erhalt man h 
einen negatwen ^Vert der Schwingungszahl , so wird du 
Wert keine Linie der Serie entsprechen, Aber selbst bei ei 
positiven Werte kann, falls s > o ist, die Zahl der Magnete 
sein, so dass an der berechneten S telle keine Linie liegt. D 
ist ein sehr merkwiirdiges Resultat der neueren Beobachtu 
erklart : die Linien der ersten Nebenserie, welche der Linie n 
der Balmerschen Formel enlsprechen (fur welche sich v = 
gibt), fallen bei den Elementen He, Cd, Zn, Hg, T1 in das bis 
durchforschte Gebiet und konnen auf Grund der Formel (4 
nau berechnet werden. Statt in dieser Gegen d der Spektren Li 
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von besonderer Intensitiit zu finden, wie zu envarten war, haben 
Runge und Pasclieri bei He (‘), Hermann (-) bei Cd, Zn, Hg, 
K.ayser and Range bei T 1 liberhaupt keine Linien wabrgenom- 
men. Besonders auifallend ist das Beispiel von Tl, fiir welches die 
Linie sehr geoau berechnet werden kann [( 4 ) reduziert sich bier 
auf ( 3 ) selir annabernd] zu A — 5417,0. Sie solltealso in derNahe 
der griinen TKalliamlinie 535 1 liegen, welche der zweiten Neben- 
serie angehdrL, iind sie bei Anwendung des elektrischeo Bogens an 
Intensitat libertreffen. Aber selbst wenn diese blendend auftrat, 
konnte Verfasser keine Spur der gesuchten Linie wahrnehmen. 
Die Hypo these einer ungewohnlich vollstan digen SelbsLumkehr der 
Linie (wofiir Beispiele vorliegen) wurde dadurch gepriift, dass 
hinter den Bogen oder die Flamme eine Nernstlampe gestellt 
wurde; auf diesem kontinuierlichen Hintergrand liatte sich nun 
die Linie dunkel ablieben miissen, was niclit der Fall war. 

Gehen wir zur Interpretation der die Beobachtungen in den 
meisten Fallen selir genau darstellenden Formel ( 4 ) uber, so be- 
sagt dieselbe, dass bei andern Elementen als WasserstolF nicht nur 
der Abstand der schwingenden Ladang e zum nachsten Pol von 
Serie zu Serie varileren kann, sondern dass auch der Abstand des 
zweiten Poles von e (and vom ersten) kein einfach additives Gesetz 
befolgt. Die Abweichang nimmt jedocli ab, wenn der Abstand von 
e (die Zahl 11) zanimint; sie ist proportional A — v, d. h. dem 
reziproken Quadrat der Entfernung von e. Diese Wechselwirkung 
zwischen Atom und Pol, die besondei's bei hoheren Atomgewichten 
sich fiihlbar macht, muss aber ihrer Form nach als unsicher gelten, 
ja selbst der Schluss, dass das Feld stets von eiiiem Linearmag- 
neteii und nur einem herriihre, kann aus der Erfahrung nicht mit 
Sicherheit gezogen werden, da ( 4 ) itiancherlei Ti'ansformationen 
und Entwickelnngen zaliisst, so z. B. die Reihenentwickelungen 


(7) 





£ 

/i'- 


(B) 


V =r A - 


N 

( /i -T- a 


G 

( tl H- a)'» 


(^) C. Runge und F. Paschen, Astrophys. Journ., Janv. 1896, p. 16. 
(^) H. Hermann, Inaug.-Diss.j Tubingen 1904. 



aiis welchen man scliliessen wiirde, dass unter cler Eimvirkung 
Atoms die V^erteilung* des Magnetism us eine andere geworden 
Die Serie ( 7 ) imterscheidet sich von den Formeln von Kaj 
iind Runge, Runge und Paschen dadurch, dass dei' zwc 
Koeffizient nicht veranderlich, sondeim universell ist. Bei gleicl 
Zahl willkiirllcher Konstan ten ist diese Formel den eben genann 
entschieden iiberlegen; zu eincr ersten Berechnung einer Serie 
sie anderseits viel geeigneter als (4)* fur die Grenze A ergibt s 
iiberdies fast derselbe Wert wie aus ( 4 ). Fiir die definitive D 
stellung und die Extrapolation ist letztere Formel allerdings v 
ziiziehen. Dieselbe besitzt aiich [wie ( 8 )] den Vorziig, dass ( 
niederste Wert der Ordnimgszahl, fiir den noch eine Linie zu 
warten ist, und der durch die Analogic der SpekU'en zvvar hauJ 
aber nicht immer aprforf festgestellt werdenkann, nichtbestim 
zu werden brauclit: Erlidhung von n um eine Einheitkann dui 
Verkleinerung von a aufgelioben werden. 

Es wird unten gezeigt werden, dass Langenanderungen der E 
mentarmagnete durchaus nicht mit Langenanderungen der Korp 
keln verbunden zu sein brauchen, fiir die sie das abgekiirzte Sy 
bol bilden. Audi lasst sicli, durch Einfiihrung zweier Magnete 
Stelle des einen, das einfache additive Gesetz der Verbin dung ( 
Magnete aufrecht erhalten. Solange aber neue numerische Bez 
hungen sich aus solchen Spekulationen nicht ergeben, scheint 
mir richtiger, mich auf die Betrachtung des allgemeinen Charakt 
der Seriengesetze zu beschranken. 

Bei Wasserstoff war der Abstand auch des ersten Poles vo 
durch dieselben Korpuskeln bestimmt, wie der des zweiten, n 
es ist daher plausibel, dass die Lage des ersten Poles durch e 
ahnlich gebaute Formel sich darstellen lasst als Funktion der A 
zahl dieser Korpuskeln, wde die Lage des zweiten Poles, d. h. d 
die Atomkrafte auf beide einen ahnlichen Einfluss haben. Dai 
erhalten wir die Interpretation des Satzes von Rydberg, d 
Hauptserie und zweite Nebenserie durch die zwei Formeln gegel 
seien : 


^ N [(T^ - Nebenserie), 



und die RiclitigkeiL der damit ausgesprochenen Bezieliungen zwi- 
sclien den zvvei Serien hat slch auf Grund cler genauereii Formeln 
bestatigt (^ ). Ob aber in diesen Formeln statt i auch eine willkur- 
liche ganze Zahl m gesetzt werden darf, wie Rydberg annimmt, 
so dass noch eine unbegrenzte Reilie neuer Serien im Infrarot zu 
ervvarten ware, ist bisher unentschieden; die Zahl 2 der Balmer- 
schen Formel kann ebensogut durch den Ban des Atoms aus den 
bespi'ochenen Korpuskeln bedingtsein, wie sie auch als Spezialfall 
einer willkiirlichen ganzen Zahl aufgefasst werden kann: denn fiir 
3 , 4 5 5 . . . an S telle von 2 erhalt man voraussichtlich wesentlich 
schwachere Linien, die im Infrarot liegen, wahrend fiir i sich 
Schumannsche Strahlen ergeben. Allerdings entspricht der Formel 



eine der intensivsten Linien des von Lyman (-) neuerdings 
ausgemessenen ^ extrem - ultra violet ten W asserstoffspektrums : 

= 1 2 1 5 , 3 ; }vi,coi).= 1216, o (in der vorlaufigen Mitteilimg 
= 12 1 5 , 6 ). Die nachste Linie der Serie X = 102.5,7 liegt an der 
Grenze des beobachteten Bereichs; die letzte von Lyman wahr- 
genomniene Linie ist io 33 , so dass i 025 , wenn iiberhaupt vor- 
handen, nicht intensiv sein kann. DieZuordnung bleibt daher un- 
sicher. Ebensowenig verlangt die vorgetragene Theorle, dass jeder 
INebenserie eine Hauptserie entspreche. 

Es entsteht nun die Frage, ob sich dieses Schema der Linear- 
magnete nicht etwa in Widerspruch befindet zur Elektronentheorie, 
welche den Magnetismus aus der Bewegung der Elektronen abzu- 
leiten sucht, und von derHypothese magnetischer Massen absieht. 
Hierbei kommen vor allem in Betrachl zirkulierende Bewegungen 
der elektrischen Ladungen, insbesondere innerhalb des Atoms und 
gleichformige Drehung eleklrischer Rotationskorper und ihrer 
Achse (^). 

Was zunachst die ersteren betrifft, so ist nicht anzunehmen, 
dass sie merkliche Krafte auf das schwingende Elektron ausiiben. 


(^) Vgl. Jnaug.-Diss, des Verf., loc. cit; CEmreSy I, p- i. 

(') Th. Lyman, Asti'ophys. Journ,, t. XIX, 1904, p. 268; t. XXIII, 1906, p. i8i. 
(3) Voigt, Ann. d. Phys., t. IX, 1902, p. ii 5 . 


Denn — imd hierauf hat Lord Rayleigh ( ^ ) aufmerksam gemacht — 
die Feinheit mancher Spektrallinien isl eine so grosse, dass sle 
eine ausserordentliche Slabilitat des Systems und eine Unveran- 
derlichkeit der wirkenden Krafte unter alien mdglichen Bedinguu- 
gen verlangt, die mit zirkulierenden Bewegungen der Elektronen 
schwer vereinbar erscheinen. Nimmt man etwa kreisformige Be- 
wegungen an, so mussten Radius, relative Lage der Bahn und Ge- 
schwindigkeit bei alien Atomen eines Elementes aid mindestens 
- ihres Betrages (bei sehr feinen Linien) dieselben sein und 
dauernd bleiben, und dabei die Zahl der Teilchen geniigend gross 
sein, um den Linienreichtum mancher Speklren zu erklaren. Man 
wird solchen Bewegungen wohl eher nur einen scliwachen pertur- 
bierenden, die Linie mehr oder weniger verbreilernden Einlluss 
zuschreiben. 

Leichter verstandlich isl eine sehr angenaherte relative Unver- 
anderlichkeit der Drehgeschwindigkeit von Rotationskiirpern, 
wenn diese als sehr gross vorausgesetzt wird: diese Drehung be- 
dingt iiberdies, im Gegensatz zu der zirkulierenden Bcwegung, 
keine Ausstrahlung, 

Setzt man Oberflachenladung voraus, so gilt ziiniichst der Salz, 
dass man fiir jedea um seine Achse sich gleichformig drehen- 
den jRotatioJiskorper die Elektrizitdt in der IFeise atif der 
Oberjldche verteilen kann^ dass derselbe irn ganzen A ussen- 
raum einem Linear mag neten dquivalent {vird, dessert Pole 
P,, Po im Innern des Kdrpers auf dessert Achse eine verge- 
schriebene Lage haben^ und dass die magnetiscbe Kraft im Innern 
des Korpers endlich und s.tetig bleibt. Denn in diescm Falle exis- 
tiert im ganzen Raum ein magnetisches Potential W, welches uber- 
all der Gleichung AW = o geniigt, und im Aussenraum die Form 
hat 

wo /'i, /’o die Abstande von (^, j/-, .z) zu den im Innern des Kor- 
pers gegebenen Polen P^, Po sind. Beim Durchgang durch die 


(M Lord Rayleigh, Phil. Mag,, 6« s6rie, t. Xi, 1906, p. 128; vgl. auch Jeans, 
Phil. Mag., 6“ serie, t. II, p. 421; t. XI, p, 604. 
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Hai'.lui Isl n imsuuij^. Durcli liitep'aliou der Gleichungen 

(’Ulin : dJ-J , (livll r-; (> 

C 

iihcr (‘in an dm' ( )l)m'lliiclio j^elegones, geei^-net gcformtes Voliim- 
(‘lennnil and rn'(niziil)m'gang fiiulel. man, (lass der Sprung von H 
dun'll cine.n In diu* sunkriudiL ziir Gescduvindigkeit g lie- 

gcmdnn \'(‘klor von d<‘r < ir<)ss(‘ /[tctu/g dargesLellt wird (ct = Ober- 
lla(diendi(dil(r). J)(‘rs(dh<‘ li(‘gt somit in der Meridianebene, und 
man lial, unH'.r /ii die iiussere und innere Norniab^ verstanden, 
unter (As* (un I /uuen(‘l(nn(‘iU. d(ts Meridians: 


^ JM'V 4 “^cro) R 

(htf ' i)n^^ ' (Kk Os c ^ 

wo l\ d(‘r Absland von d<‘r Achse, (i) diij Drehgcs(‘hwindigkcit isL. 
\us di(‘si'n B<‘dingung(m luislimint sicli 'F/ bis auf cine addilive 
Konslanl<‘. Std niiinlitdi I' (.r, ^7, v, (/, A, c) die zvvcitc Green- 
S(du‘ b'unktion, w(*leln‘ also in liezug auf y , 5 den Bedingungen 


Olnn'lliii'ln') gcnilgl, und iinPunkle (((, 6, c) uncndli(di wird 

\\i(‘ 

|( j' ‘ a i (y )2 . 1 { ^ — c /- ]’”**' . 

S(‘i(‘n (/,, A,, ('i, (Oj, /(‘i, (,'2 die Koordinalen von \\ und P^* Wird 

ir^v ! KTc.r, r, ^(i, ('[ ) - Kr(.T, y, 6^, r.))-!- koiisl. 

/*!/■« 


ges(‘tzt, so erlTdlt dies<‘ lAinklion die gegclicnen Bedingungen und 
I)!eibtini Ininn'ii st(*tig und (mdlich; (‘s gibt also, voni Vorzeicbeu 
abgeseluui, die lAinnel 


(9) 


^ (‘ k ’ 7; 


dV 

un f’l ) ' . (.r, j, aar ^2, (‘2) 


Os 


d i ( ; V e r 1 a n g l(‘ ( ) 1 ) e r tl ii e 1 1 c n < 1 i <d 1 1 e , 

Fiir die Kiigid sei P,, P^ als .r-Aohsc gewablt, und derUrsprung 



der Koordinateii iiii Mittelpunkt. Darin ist (^), bis auf eine addi- 
tive Konstante : 


T(x, ai) = i-log(a2 — aix -h a \/ a- o.a^x -f~ a\) 

Ch 

‘X \ jL 

- - " = log(a-— 2 aiX ar^) 

)/ — Q.aiX -h a j ^ 


und da dxJds=Vs.la^ so ergibt sich 


r\ r, ] 

Die in ('j) und (8) gegebenen Fonneln wiirde man durcli eine 
Verteiluog der Elektrizitat interpretieren konnen, die von der oben 
angegebenen mehr oder weniger abw^eicbt. So ist z. B. das Feld 
eines Zylinders, der durcb Juxtaposition von ?i identischen Zylin- 
dern ents'teht, durch eine Reihe von der Form (8) gegeben, falls 
die Dichte a- konstant ist. Entsprichl <j aber der Formel (9); so 
fallen die holieren Glieder der Entwickelung weg, der Zylinder ist 
einem Linearmagnelen strong aquivalent, was vorher nur ange- 
nahert der Fall war. 

Dabei konnen die Pole beliebig nabe den Endflachen des Zylin- 
ders bz. den Endpiinkten der Achse liegen ; es wird dann die 
Dichte G- an diesen Punkten sehr gross ; in bezug auf seine elektro- 
statische Anziehung verhalt sich der Korper nahezu als oh seine 
Ladung in und Po konzentriert ware. (Im Grenzfall wird a- un- 
endlich wie die dritte Potenz der reziproken Entfernung von der 
Achse: dieser Fall ist daher auszuschliessen.) 

Reiht man eine Anzahl derartiger, untereinander identischer 
Rotationskdrper mit abwechselnd entgegengesetzter Ladung und 
Rotation und gemeinsamer Achse aneinander, so ergibt sich ein 
sehr stabiles System^ welches einem Magneten von der n-fachen 
Lange der einzelnen Korper beliebig nahe Equivalent ist. 

Im Falle der Balmerschen Formel hat man sich an den End- 
punkt des so konstruierten Magneten zwei ebensolche Rotations- 
korper angereiht zu denken, die aber entweder ungeladen sind, 


(10) 


l7C(T(x)(Jja 

Tk 


A. 

dx 


I , a - — axX arx 

— loff 

a <^2 — a^x ar^ 


(^) F. Nkumann, Potential- und Kugelfunktionen, Leipzig, 1887, p. 272. — 
H. ’W’’eber, Die partiellen Dijferentialgleichungen der math. Physik^ t. l', 
Braunschweig, 1900, p. 4^7. 
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oder keine Drehgeschwindigkeit besitzen. Nimmtman das letztere 
an iind berilcksichtigt, dass die elektrische Lad ting, wie vorausge- 
setzt, nabezu auf zwei Punktladungen sicb reduzlert, so kann man 
beim letzten Korper der Reibe die eine dieser Ladungen mit der 
friiherangenommenen oszillierenden Punktladung e identifizieren, 
wahrend die andere durch die ihr sebr naheliegende entgegenge- 
setzte Ladung des nachsten Korpers sebr kraftig angezogen wird, 
und einen festen Drehpunktfiir die Oszillationen darstellt (<). Vor- 
aussetzung ist allerdings, dass die iibrigen Ladungen des Atoms 
keine der Verscbiebung des Endpiinktes aus derRubelage propor- 
lionale, merklicbe Kraft ausiiben. 

An diese besonders einfache Interpretation der Balmerschen 
Formel kann man versuchen, eine Hypothese liber den, in den 
meisten Fallen nicbt unbedeiitenden Unterschied im Charakter der 
beiden ]Nebenserien und ihre gegenseitige Beziehung zu kniipfen. 
Bei Wasserstoir bat bekannilich Pickering die zweite Nebenserie 
in den Spektren gewisser Sterne entdeckt, und ihre Gleichung 
lautet 



so dass man die Balmersclie Serie als den geraden, die Plcke- 
ringsche als den ungeraden Ordnungszahlen einer einzigen Serie 
entsprecbend betracbten kann. Man wird es nun als plausibelbe- 
trachten diirfen, dass in unserem Modell, wo negative und positive 
Ladungen abwecbseln, die geraden und die ungeraden Ordnungs- 
zahlen in der Tat einen verscbiedenen physikalischen Charakter der 
Linien bedingen konnen, und dass die Abtrennungzweier Korper, 
die dann ein nentrales System bilden, andere Energieformen er- 
fordert als die eines einzigen Korpers. Besitzt das Atom eine nega- 
tive Ladung, und bat z. B. unser System bei der Ordnungszahl n 
ebenfalLs eine resultierende negative Ladung, so wird bei den 
Ordnungszablen n /? — die Gesamtladung des Atoms klei- 

ner sein oder sogar ibr Vorzeicben andern. Bei boheren Atom- 


(^) Es liatLe dann an Stelle von ejm eine andere Grosse zu treten, in der m ein 
elektromagnetisches Tragheitsmoment, e eine alinlich gebaute Grosse bedeutet. 
Dies andert nichts Wesentliches in den Darlegnngen. 



gewichten konnen, wie oben gezeigt wurde, die ubidgen im Atom 
anwesenden Ladimgen die Verteilung der Elektrizitat auf unserer 
P\.elhe von Rotationskdrpern modifizieren. Veraiiderung des Vor- 
zeichens der Gesamtladung derselben wird dahervon Einfluss sein, 
so dass fiir gerade und ungerade n, d. h. fiir erste und zvveite Neben- 
serie, die Abweichung von der Wasserstoffformel verscliieden sein 
konnen. Bei den Alkalien ist, ganz im Sinne dieser Darlegung, 
das Vorzeiclien dieser Abweicliimg bei den beiden Nebenserien 
ein entgegengesetztes. 

Ich babe nicht geglaubt, diese Betrachtungen unterdriicken zu 
miissen, so sebr sie auch unsicher sind. In einem Gebiet, in wel- 
cbem alle Ansatze fehlen, konnen auch solche Analogien von Wert 
sein. 

Es sei noch bemerkt, dass man aus bekannlen Sktzen leicht ab- 
leitet, dass, wenn die Ladung einer Kiigel aus homogenen, kon- 
zenlrischen Schichten besteht, and sie unter dem Einfluss irgend 
eines stationaren, inhomogenen Magnetfeldes Ti'anslationsschwin- 
gungen ausfiihrt (bei welchen die Geschwindlgkeit in alien Punkten 
der Kugel dieselbe ist), die Beweguag so vor sick gelit^ als ob 
die gesamte Ladung der Kugel in ihrem Mittelpunkt konzen- 
trier t ware, 

Prinzipiell wenigstens diirfte also vom Standpunkt der Elektro- 
iientheorie gegen die gemachten Annahmen nicht viel einzuwenden 
sein. Allerdings ist die geforderte Verteilung der Elektrizitat keine 
einfache. Ob sich aber bei den Molekularwirkun gen die einfachen 
Gesetze auf die elektrische Dichte beziehen, oder auf die wirkenden 
Krafte, ist uns a priori ganzlich unbekannt. Letztere erscheinen 
hier, der Riemaniischen Auffassung der Funktionentheorie ent~ 
sprechend, in einfachster Weise durch ihre Singularitaten (die 
Pole der Magnete) definiert : auf die Form der Funktion in deren 
Nahe, und auf die raumliche Anordnung derselben beziehen sich 
die einfachen Gesetze, die iibrigens, soweit ihre Abhangigkeit von 
Raum und Zeit in Betracht kommt, ja vollstandig mit bekannlen 
Gesetzen ubereinstimmen. Und, da eine vollstiindige Theorie der 
Linienspektra ohne ganz spezielle Annahmen liber den Ban der 
Atome nicht moglich scheint, diirfte es wohl vom erkenntnistheo- 
retischen Standpunkt ein Vorzugeher als ein Nachteil dieser Hypo- 
these sein, dass sie liber die Gestalt der Elemente, aus denen die 
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Atome aufgebaut gedacht werdea, keine Annahme za machen 
brauclit, sondern nur mit als starr gedachten Strecken oder Ent- 
fernungen operiert. Im ubrigen vvird man bei einer Frage dieser 
Art, bei welclier ein zwingender Schluss von der Wirkung auf die 
Ursache kaum mugiich scheint, und einerseits die beobacliteten 
Tatsachen prinzipiell so sehr von alien bekannten Erscheinnngen 
abweichen, und so kompliziert sind, anderseits xiber die voraus- 
zusetzenden Griindlagen so grosse Unsicberheit herrscht, wohl 
kaum erwarten diirfen, dass ein in jeder BeziehiingheiTieAx^en- 
der Anschluss an unsere gewohnten Vorstellungskreise m5glich 
sei; ja, es diirfte scbwer fallen, iiber das, was in diesem Falle als 
<c befriedigende Erklarung )> zu betracbten sei, sich zu einigen. 

Uber den allgemeinen Charakter einer etwa noch zu findenden 
exaklen Serienformel ist nocli folgende Bemerkung zu machen. 
Die Berechnung vieler Spektren lasst kleine Unstetigkeiten im 
Verlauf der Serienkurve erkennen, die die Beobachtungsfehler 
uberschreiten und zeigen, dass die allgemeine exakte Serienformel 
nicht einfach sein kann. Besonders auffallend und schon von 
Kayserund Runge hervorgehoben sind die Tl-Linien A= 2665,67 
und 2267, 1 3, die ein Paar der zweiten Nebenserie bilden und die- 
selbe DilTerenz der Schvvingungszahlen ergeben wie die andern 
Paare, und iiberdies von Ex:ner und Haschek ebenfalls gemessen 

o 

sind, so dass derFehler nur einige Hundertstel Angstrom betragen 
kann. DieFormel(4) gibtfur die Linien dieser Seri e die Fehler( ’ ) 
<in A.-E.) 

0,00; — 0,12; -ho,i 4 ; — i,i4; — 0.02; — o,o 3 ; 

0,00; -1-0, oB; —0,21; — 0,07; — 0,01; —0,07; — 0 , 23 . 


Die Linie 2665 fallt ganz aus der Serie heraiis, was besonders auf- 
fallend ist, wenn man die Grosse 


y/N 

\/A — V 


= //i -h a -+• p ( A — V ) 


bildet. Die Grosse dieses Felders ist auch bei Anvvendung anderer 
Formeln ungefahr dieselbe. So berechnen Kayser und Runge 


(‘) Vgl. Inaug.-Diss. des Verf., CEiwres, I, p. 70; Iiiaug. Diss. Auszug, A/ui. 
d. Phys. t. XII, 1903, p. 3 o 5 . 



die Konstantea ihrer Formel aus deti weitereii Linien (oline Be- 
riicksichtigung der vier ersten) und finden die Fehler : 

— 1,69; +0,01; -ho,o^; +0,01; -f-0,08; — 0,'u; 

— o,o3; -1-0,07; -i-0,22; —0,01. 

Endlich, wenn man die Konstanten von 

X = an- elm'* 

(statt i/a = . . .) aas den nachsten Linien berechnet, ergibt sich 
0,00; 0,00; — 0,00; .... 

Bei a665 hat also die Serieiikurve einen Knick. 

Auf Bandenspektren sind diese Theorien niclit anwendbar. Ich 
mochte mich in dieser Hinsio.lit auf die Bemerkung bescliranken, 
dass man sie vielleicht geschlossenen Ringen oder Polygonen, aus 
den betrachteten Elementarmagneten bestehend^ zusclireiben 
konnte, in der Anoahme^ dass solche Gebilde eine wichtige Rolle 
im Ban des Atoms spielen, und dass sie durcli die lichterregenden 
elektrischen oder chemischen Vorgange erst gesprengt werden 
miissen, bevor ein Serienspektrum zustande kommen kann. 

Der hier vorgetragenen Vorstellungsweise kann man den Vor- 
wurf machen, dass sie die willkurliche, in den Scrienformeln auf- 
tretende ganzeZahl n durch eine Art magnetischer Polymerisation 
einfuhrt_, wahrend die mechanischen oder elektrischen Eigen- 
schwingungen eines stetig ausgebreiteten Kcirpei'S durcb ihre Kno- 
tenlinien und-flachen diese Zahl in einfacherer Weise einznfiihren 
gestatten. Dieser grosseren Einfachheit steht jedoch die Sclivvierig- 
keit gegeniiber, dass im allgemeinen, wenn die WeJlenlange gross 
ist gegen die Dimensionen des Erregers^ eine merkliche Ansstrah- 
lung der Oberschwingungennicht zustande kornmt eberi wegen der 
Knotenflachen (‘), so dass auch bier neue Hypothesen m'ilig werden . 
In diesem Zusammenhang sei noch auf ein wichtiges Experiment 
von Wood (-) liingewiesen. Wird Natriumdampf mit weissem 


(M Vgl. Dissertation, Anhang; OEuvi'es, I, p. 76. 

{-) R.-W. Wood, Physik, Zeitschr., t. VII, 1906, p. 87.3. 


Liclit bestrahlt, so erschelat eiii ziemlich llnienreiches Banclen- 
spektriim als Fluoreszenzliclit. Beniitzt maa dagegen monocliro- 
matisches Licht^ dessea \ einer der Liniea dieses Baadenspektriiins 
selir nalie entspricht, so wird durch Resonanz nicht niir diese 
Linie, sondera aucli eine Reilie anderer, mit ihr durch einfache 
numerische Gesetze verkniipfter, erregt; dieselben gehoren offen- 
bar dein gleichen schwingeaden System aa. Maa kanri hierin eine 
Wirkung der ungeordneteri Molekularbewegung erblicken, die, 
wenn auch unfahig, die notige kinetische Energie hervorzubringen, 
dock eine gieichmassige Verteilung derselben liber die verschie- 
denen Freiheitsgrade (liier Schwingungszustande) liervorzu- 
bringen bestrebt ist. Bringt man etwa den Grundton einer Saite 
durch Resonanz liervor, und beriihrt dann dieselbe (ohne An- 
schiag) in der Mitte, so vverden Obertone entstehen. Als nun 
Hr. Wood den Na-Dainpf mit gelbem Na-Licht bestrahlte, erhielt 
er ein intensives, aus den D-Linien bestehendes Fluoreszenzlicht ; 
doch erschien keine Spur des nachsten Paares der Hauptserie, zu 
welcher die D-Linien gehoren, trotzdem dasselbe sonst eine grosse 
Intensitat besitzt. Man ware^ im Sinne der eben angestelUen Uber- 
legung, geneigt, daraus zu schliessen, dass die beiden Paare nicht 
von demselben schwingenden System ausgesandt werden, so dass 
ein Ausgleich. der Energie nicht stattfinden kann. Bei Annahme 
der Elementannagnete ist dem tatsachlichso. Wenn auch dletlber- 
legLing unsicher, und ein einzelnes Experiment ungeniigend sein 
durfte, so sclieint mir der Hinwels doch niitzlich, dass hier mci- 
giichervveise ein Ansatz zur experimentellen Prllfung der Frage 
vorliegt. 


Der Zeemaneffekt. 

Eine wichtige Anforderung an jede Theorie der Linienspektren 
ist die Erklarung der mehr oder vveniger komplizierten Zerlegungen 
der Linien im magnetisclien Feld. Ein einigeriiiassen befriedigen- 
des Bild dieser Erscheinung und ihrer Gesetze auf Grund der 
Lorentzschen Annahme der komplexen Elektronen zu gewinnen 
ist bisher nicht gelungen. Ich werde nun zeigen, dass die bisher 
entwickelten Anschauungen in der Tat zu einer grossen Mannig- 

8 


H. 


faltlgkeit melir oder weniger komplizierter Zerlegungen fiihreny 
deren allgemeiner Cliarakter dnrchaus der Beobachtung entspricht. 
Docli auch liier muss ich micli damit begniigen, einen Zusammen- 
hang mit wolilbekannten Tatsachen undProblemen nachzuweisen^ 
Es ist in diesem Gebiet des Unbekannten zu viel, als dass von der 
Theorie zunachst melir als eine solche Reduktion des Problems- 
verlangt werden diirfte. 

Dass die Ersetzung quasielastisclier Krlifte durcli molekular- 
magnetische eine wesentliche Anderang im ZeemanelFekt be- 
dingt, ist ohne weiteres klar : gelange es^ das Molekularfeld 
daiiernd parallel dem ausseren Feld H zu stellen^ so wiirde einfacb 
statt 


V 


elh 

tnc 


resiiltiercn : 


e(HoH-II) 

me 


Die Spektrallinie, in Richtnng der Rraftlinien gesehen, ersclilene 
zirkularpolarisiert und um die Grosse e.H//?zc aus ilirer friiheren 
Lage verschoben, und zwar nach links oder rechts, je nachdem 
Hund Flo gieich- oder entgegengesetzt gerichtet sind. Sind beide 
Falle in der Lichlquelle gieich haufig, so ergibt sicb ein Doublett; 
der Polarisationszustand, in beliebiger Richtung beobachtel, ist 
derselbe wie bei Lorentz aber die Longitudinalkomponente fehlt^, 
und die Zerlegung ist, fur einen und denselben Wert von ejmr 
doppelt so gross wie bei Lorentz (^). 

Infolge der molekularen Agitation wird jedoch iin allgemeinen 
der Triiger der Serienspektren im Magnetfeld Bewegungeii aus- 
fiihren, welclie die Erscheinung wesentlich andern; Fir. Voigt (-) 
hat gezeigt, dass, falls nicht Krafte herangezogen werden, die einer 
Reibung aqulvalent sind, keinerlei Tendenz zur Orientierung ro- 
tierender Ladimgen im Magnetfeld besteht. Wir setzen dabei vor- 
aus, dass diese Rotationsbew’egungen analog den in der Mechanik 
slarrer Korper behandelten Fallen der freien Bewegung urn einen 
festen Punkt oder um den Schwerpunkt, der Kreisel bewegung, 
des Pendels usw. durch gewdsse Periodizitatseigenschaften ausge- 
zeichnet seien. 


( 1 ) Vielleicht gehoren hlerher die Beobaclitungen von M^ood bei Quecksilber- 
dampf und Na-Dampf {Physik. Zeitschr., t. IX, 1908, p. i 25 ). 

(2) w. Voigt, Ann, d. Phys., t. IX, 1902, p. ii 5 . 
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Nach. unseren Voraussetzungen fiihrt die Ladung e iinter dem 
Einfliiss von Hq Oszillationen von selir kleiner Amplitude aus, und 
ist an ein Ivlaclienelement X Ho, oder, was auf dasselbe hinans- 
komint, an eine Ebene X Hq gebunden ( ' ). Die ^-Achse eines festen 
Systems (O, x, y, z) sei parallel H; von der -h ^-Achse aus be- 
trachtet mdge die -f- y-Achse diirch eine Drehung im Sinne des 
Uhrzeigers ,mit der + /r-Achse ziir Drehung gebracht werden 
kdnnen. Seien S der Winkel von Ho und H ; der Winkel 

der Ebenen O s x und O Hq also die Polarkoordinaten der ver- 
anderlichen Richtung Ho; so slnd deren Richtungskosinus 

sins' — sinScost};, cosS. 

Bei gegebener Lage und Bewegung von Ho sind 2*, i gegebene 
Funktionen der Zeit. Man seize 


(n) 


X = ii cos — p cosS sin y = sind* H- p cosS" costly, 

;; = psinS', 


so kann man o als Lagrangesche Koordinaten des Teilchens e 
auf der Ebene i Hq betrachten. Die kinetische Energie von e ist 



DieBerechniing der vlrtuellen Arbeit der magnetiscben Krafte wird 
verelnfaclit durch den Umstand, dass in einem riihenden Koordi- 
natensystem dieselbe identisch verscliwinden muss, wenn Sw, 
durch duldj^ dv j dt ersetzt werden. Man fmdet 

^4 / ,r rr ^ ( cld ^ „ \ 

oA=-(lIo+Hcos^)(^— 

— (Hq cos2i-t- II) ( rt 8y-i-i' ^ II sin’2? sin Sr 


(^) Diese Bedingung kann durch anderc ersetzt werden; wesenllicli ist nur, 
dass die Ladung e ilire relative Lage zu den Elemcntarniagneten niclit merklich 
iinderc. * . . 



Daraus folgen die LagTangeschen Gleichimgen 


d-u d'h di? ^ o ^ 

— ttt — “7^ -r cos:J — V cos.: 7 : -7-^ 

dt^ dt dt ■ dt^ 

d^ d?j . e, 

^ \ .rx TT G-n ,xr C. TT N 

— j — (Ho-H H GOSS’) -7 ^ z^(Ho cos.'J + H) 

/?ic / 


(12) 


• V H sinS 


d^) 
dt ( ’ 


d^v d^ da 


dt^ 


e 

me 


. a ^ COSl^ “f- u cos S - 

dt dt dt- 


d^ d?j . ^ 


da 


(HoH-HcosS) — 


/^\2 
d'fy 


d?jV 


[ d:^ 
''{'dt 


dt dt 


^ H 0 CO s ."J —1— H ) 


TT dh . I 

H- -7^ sm^S [ . 
dt 


Sind H, d^jdt^ d'^ j dt gleich Null, so ergibtsich. die ungestorte 
L^nie : 

cHo dv 


<3^2 IL 

dt- 


rnc dt 


d^v 

dt- 


eHo da 
me dt ^ 


(i 3 ) a = Uq-^ k.cos^)^{t — ^o): P = Po-i- A. siiivo(^ — /^o), '^0 = 


eHo 


Im ZeemanefFekt isl die relative Perturbation der Schwingungszalil 
sehr klein; bei Feldern von 10000 bis 40000 Gauss ist H/Hq von 
der Grossenordnung 10“''. Wir vernachlassigen Gr()ssen von der 
Ordnung (H/Ho)“ sovvohl in den Amplituden wie in den Schwin- 
gungszahlen. Wir setzen ferner voraus, dass die gegebenen Funk- 
tionen der Zeit sinjl^, cosJ>, sinSr, cosS sich durch rasche kon- 
vergente Entwickelungen der Form 

00 

Ao-H^[A/ costOi^ -h Bt’ sinco/^] 

/=! 

darsfcellen lassen (die im Spezialfall einer periodischen Bewegung 
in Fourier-Reihen iibergehen). Die co/ seien proportional Hi 
und (fur die in Betracht kommenden ersten Glieder) mogen sich 
zur ungestorten Schwingungszahl Vo verbal ten ungefahr wie H zu 
Hq. Wahrerid jede Differentiation von u und p einen Faktor von 



der Grossenordnung Vo einfuhrt, wie aus der angenaherten Ldsung 
(i 3 ) hervorgelit, fiihrt die DiiFerentiation von cos A, . . . niir solche 
von der Ordnung co/ ein, so dass z. B. u(d- ^ j d t-) sin zweiter 
Ordnung gegen {d- u j dt-)Q,osif ist. Beschranken wir nns auf die 
erste Ordnung, so reduzieren sich also die Gleichungen (12) auf 


(i 4 ) 


d- u 


dv 


— 2 — ~ -T-cos:: 
dt- dt dt 


^ /TT TT r^sdv 

(Ho -f- H cos ) -j- 

mc ^ dt 

Hoe d'^ r- 

u. 

me dt 


dt- 


d^ du 
dt dt 


e 

me ' 

Hoe d^ ^ 

icos:Jp. 

me dt 


dll 

dt 


Sind zunachst dhj dt^ 3 konstant (regulare Prazession), so ergibt 
sich die Losung 

u = Ai cosvj — jfi ) As cosv2(^ — U)y 
V = Ai sill vj (/J — ^1 ) -H As sin v^{t — ), 


wo Ai, Ao, ^1, ^0 willkiirlich, und v,, V2 die Wurzeln der Glei- 
chung sind : 



dt * 


also, bis auf Glleder zweiter Ordnung, 


V 1 — V 0 -i- 


£H 

me 


d^ 

dt 


7 ^ COS^J 


d^ 
— ~ ( 
dt 


Der Wurzel Vji entsprechen also Strahlen, deren Wellenlange 
I o '* mal grosser ist als die in Betraclit kommenden. Wi haben 
also nur die erste Wurzel zu beriicksichtigen. 

Sei nun allgemein, bei veranderlichen 3 , dijjdt: 


so 1 st 


Q=^ [ v„+(^-g) COS&] 


A cosQ 


A sin Q 


ell 


d^ 

dt 


'^0- 


etl 

me 


^ ) cos2r 
dt 


Vo -T- 



Denn durch Einsetzen in die Difierentialgleichimgen (i 4 ) oder 
(12) erkennt man, dass die Glieder bis zur zvveiten Ordnung- sich 
aufheben, so dass die Gleichungen innerlialb des vorgeschriebenen 
Annaherungsgrades erfullt sind. 

Diese Werte von c’ sind in (i i) einzutragen, nnd die sicli er- 
gebenden Ausdriicke fiir s in Summen rein periodischer 

Funktionen aufzuldsen. Dabei kann man A = vo setzen, nnd den 
Faktor 

I 

/ e II \ cos S’ 

\/nc dt } Vo 

weglassen, da ervon der Einlieitnnr iiin Grdssen von der Ordnung 
io~'‘ abweiclit. Denn durcb Hinzufiigen dieses Faklors werden 
die A mplituden der einzelnen Glieder der Entvvickelungen Yon 
sin Q, cos Q nicht in merklicber Weise beeinllusst; anderseits 
erhalten etvvaige durcli den Faktor neu hinzukommende trigono- 
metrische Glieder die Amplitude mithin sind die ent- 

sprechenden Intensitatcu mal kleiner als die der scbon vor- 
handenen Glieder. 

Wir betrachten zanaclist denFall^ dass Hq senkrecbt zii H stelu 
und sich mit der gleichfdrmigen Winkelgeschwindigkeit to um 
diese Achse dreht. Es ist dann 

4 ;=CO(^ — t'), cosS = 0 , 
a: = cosvo(^ — to) cos'i; = ^ cos[(vo-h to)t c\ 

-H i cos[(vo — to)t~^ c' l, 

y = cosvo(^ — to) = - sin [(vq-I- w)if h- c] 

— ^ sin [(vo — -H c'J, 

- ™ sinvo(^ — to)y 

wobei c, Phasenkonslanten sind, aiif die es nicht vveiter an- 
kommt. 

Die Linie Vq spaltet sich also auf in ein Triplett^ dessen Ge- 
samthreite in der Skala der §chwin gangs zahlen 2co ist^ und 
dessen Intensitdten und P olarisationen im ilbrioen ^enau 

o o 



Vn, — MAGNETISCHE ATOMFELDER UNO SERIENSPEKTREN. II9 

denen enispj'echen^ die sick in dev elementaren Lorentzsclien 
Theorie ergehen. 

Soli der Drehungssinn des Llchtes nait demjerjigen ubereinstim- 
men, welchen die Erfalirung ergibt, so ist es hier nicJit^ wie bei 
Lorentz^ no tig ^ dass das Teilchen e negatw geladen sei; viel- 
mehr ist es notwendig und hinreichend^ dass die Drehung der 
Achse Ho um H in dem Sinne erfolgt^ in welchem freie Elek- 
tronen im hetre ffenden FeldlA rotieren ivilrden. Ist endlich die 
Drehgeschwindig'keit w gleich der der Elektronen, so ergibt sich 
eiii Triplett mit doppelt so grossem Komponenteaabstand, wie 
nach der Lorealzsclien Tlieorie zu ervvarten ware. Das Triplett 
Zri 468O;, Cd 467S der zvveiten Nebenserle unci ihre Plomologen 
zeigen ia der Tat tingefahr dlesen Abstand. 

Man erkennt an diesein Beispiel, dass durcli die Hypotliese der 
Molekularmagnete die Intei'pretation des Zeemaneffektes wesent- 
licli verandert vvird. 

Icli gehc zur allgemeinen Annahme iiber, es sei die Bewegung 
von Hq eine periodische^ so dass 

cos S’ = <70 H- ocj cos CO t sin to t -h ao cos 2 to ^ siii'2 to ^ , 

= 60-h {g t -f- aj cos to ^ H- pi sin to ^ cos 2 to t 

-f" p2 S 1 11 2 CO t -f“ . . . 

= d'o -+- to' 


Es milssen to, id in rationalem Verltdltnis stelien, damitdie 
Bewegung eine periodisclie sei. Soil 03 die Periode sein, so muss 
w' ein Vielfaclies you to sein. 

Die Fourierschen Reihen fiir sin S, cos A, sin A erhalt man dann 
durch Entwickelung nach Potenzen und Umreclinung von cos'b sin'^ 
auf cos, sin der Vielfachen des Wiiikels. Verstehen wir unter 
S Summen trigonometrisclier Funktionen (die letzte 
•ohne konstantes Glied), so ist 


sin S = y/i — ( 




COSTS’ 

'~~T~ ■ 


sin to'^ cos -H coso/if sinE 
r v2 vv 

sin to'^ I h r — 7 

I 1.2 1 . 2 . 3 . 4 

rv V3 1 

. t.e f I ■■ I . —U I 



si n ( 'i' — '];() ) = 


Da S zwischen zwei Werten liiii nnd her scliwankt, konvergieren. 
die Reihen. 

Q ist dann von der Form 


Q = 



(X>n(a,tbn — ^nCtn) “H 



{t — ifo ) -+- S 


— (VqH- — ifo) S, 
wo 

(id) s = ao 

^ ^ \ me 

SO dass 


00 

^nCtn), 

1 


It ■= cos(vo~T- ^){t — t^) cosS — sin (vo-H e) - j^q) sinS, 
V = sin (vqH- s) — ^o) cosS -h cos(vo-l" t) {t — ^o) sin S 


sich als Summeii von Gliedern der Form 


cos ( ) I ) 

Vo -T- £ dr m CO , 

sin ' ■ ' 


(jn=zo, 1 , 0 ., ...) 


darstellen lassen. Gleiches gilt von der parallel H schvvingenden 
Komponente 

5 = p sin S’. 


Dieselbe wird also in ein Spektrum mit den Schwingungszahlen 
Vo -H £ dz m CO, ( ;n = o, i , . . . ) 

zerlegt. Von diesen Linien gelangt aber selbst bei massig rascher 
Konvergenz der Reihen, wie unten an Beispielen erortert werden 
soil, nur eine sehr beschraiikte Anzahl ziir Wahrnelimimg, vveil 
die Intensitaten, die ja den QuadreUen der Amplituden proportio- 
nal sind, viel rascher abfallen als diese. 

Man hat ferner 

X = eosh^' t {a cosS — p sin E cosS) — sina)'i?(/z sinE p cosS cosil), 
y == sin co7(a cos 2 — p sinS cosS) -h costo'i(zt sin!S -i- p cosS cosZ), 

2 = ai cosco jf -h pi sin to ^ oco cos 2 to if -i- p2 sin2cozf -f- 

Die Klammern sind wieder in trigonometrische Summen der oben 



genannten Form entwickelbar; jedem Gliede 
A cosv„i t -hB sin v,;i 

V = Vo -f- s -f- /n to ( = o, dz I , ±: ) 

der ersten Klammer imd 

A' cosv„i^ -4- B' sinv,„ t 

der zweiten entsprechen zivei entgegengesetzt zir kular polar i- 
sierte Wellen mit den Schwingungszalilen 

v„i 4 - 03', Intensitat 

und 

V,«— to', )) 

Jeder parallel H schwingenden Komponente entsprechen so 
zivei 1 H schwingende^ dock kdnnen die IntensitaLen selir ver- 
schieden sein, so dass einige Linien ganz za fehlen scheinen. Be- 
sonders aiiffallend ist diese Anordnimg in dem von Hrn. Loh~ 
mann (^) untersuchten Spektrum von Neon. Im QuadrupleU der 
Linie D^ sind dagegen zwei Longitudinal- nnd nur zvvei Trans- 
versalwellen. Wir behandeln den Fall imten: es sind die Intensi- 
taten von v H- to' und v — to^ bier sehr verschieden. 

Allerdings erscheint die Milte des ganzen Liniensystems selbst 
aus der ursprlinglichen Lage Vo nach Vq+s verlegt. Betrachten 
wir aber entgegengesetzte Richtiingen von Hq im Atom (bzw. um- 
gekehrte Stellimg der Sud- undNordpole des Molekularmagnetes) 
als gleicb mdglich, so l)leibt das Vorzeichen, von cos 2r willkiirlicli, 
und man erlialt das Spektrum: 

Elektr. Kraft parallel H schwingend: 

voztsimto = o, r, ‘2, . . .). 

Elektr. Kraft senkrecht zu H schwingend: 

Volt £ dz 71 to zh to' (7?^l Til = O, I, 2, . . .). 

Unter sehr allgemeinen Annahmen ergibt slch iibrigens fiir e eine 
erheblich kleinere Zahl als to und to', so dass Linien mit den 


A- 4 B '\2 //V— B\2 




(^) W. Lohmann, Inaug.-Diss., Halle 1907. 



Schwingungszahlen v -f- s and v — £ aiicli in Instrumenten 
liohem Auflosungsvermdgen nicht mehr getrennt erscheinen. 
setzen dies im folgenden voraus. Da nun coYco eine I’ationale Z 
und insbesondere eine ganze Zahl ist, falls to die Periode der 
wegung, so folgt: 

Bei beliebigen periodischen Bewegungen des Systems ^ 
jede Linie in mehrere zerlegt^ deren Ahstdnde von der 
sprung lichen Lage der Linie untereinander in ratio na 
Verhdltnis steheri. Dies ist das Gesetz von Runge und Pasd 
Allerdings haben diese Forsclier dariiber hinaus noch festgest 
dass zwisclien den Werten von (o fiir verschiedene Serien und 
scliiedene Elemente ebenfalls rationale Verlialtnisse stattfini 
Damit wird gefordert, dass fiir solche Gruppen vervvandter Se 
die Grundperiode der Bewegung von Ho dieselbe sei, wabi 
allerdings die Koefjfizienten or/, />/, a/, |3/ veranderlicli sein kon; 
wodurcli die Intensitaten, niclit aber die Scliwingungszahlen 
einflusst werden: so kdnnen z. B. im einen Fall die Linien 
geraden, im andern die mil ungeraden Ordnungszahlen , 
felilen, 

Ist die Bevvegnng nicht periodisch, so ergibt sich das allgem 
. Gesetz 

( Parallel zu H : vorhmto (/?i = o, r , r?., ...), 

(id) 

( Senkrecht zu H : Vo=t: /ito ±: to' (/i = o, i, '2, . . .). 

Es lassen sich alle ScJuvingungszahlen linear und init gi 
zahligen Koefjizienten aus zwei Grundzahlen to und to 
rechneiij U'itt nur in den 1 schwingenden Komponenten 
sein Vorzeichen bestimmt den Drehungssinn. 

Ob das Gesetz 

to' 

— = rationale Zahl 
to 

ein durchaus allgemeines sei^ muss vorderhand dahingestellt 
ben. In manchen Fallen scheint diese Spezialisierung eine e 
gezwungene, und Hr. Runge siebt sich z. B. in dem von ] 
mann [loc. cit.) untersuchten Spektrum von Neon genotigt, i 
grosse Zahler und Nenner einzufiihren, v^ahrend bei Benut 


(^) G. Runge, Physik. Zeitschr.^ t. VIII, 1907, p. 282. 
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von (i 6 ) die Zalilen o_, j , 2 ^ selten 3 und 4 in alien mir bekaniiten 
Fallen aiisreiclien. So gehen bei Neon 65o6,^ die Rnngeschen 
Zalilen bis auf ivalirend ist: 


parallel : VozLr.oG/n ( fn = o, i), 

senkrecht : vo = dz 5,o8 (/i = o, i). 

Bei 6402,40 (Riinge bis 10 ): 

(p) vodz 0,78 (/n = o, i, 2), (s) vodz 6,11 dz o,78;'i (71 = 0, I, 2) 

(i5 Komponenten). 


Bei 62 I 5o (R. ])ls i4): 

(/?) Vo dz 3,90 777. (772=0, l), 

Bei 6143,28 (R. bis 20): 

(p) VoZh 1,22777. (77?. = I, 2), 

Bei 6096,37 (R. bis i5): 

( p ) Vodz 0,8()77?. ( 772 = O, l), 

Bei 6 o 3 o; 2 o (R. bis 9): 

(p) Vo dz 0,34 772 ( 772 = 2), 

Bei 0944191 (R- bis 8): 

(p) Vodz 0,45 772 (777 =2,4), 

Bei 5882„ 04 (R. bis 21): 

ip ) Vodz 0,77 772 ( 772 = 0, j), 


(5) Vodz 7,04 dz 3,9022 (72 = 0,1). 


(5) Vo dr 5,68 dz 1 ,22 72 (72 = 1,2). 


(s') Vodz .5,54 dz 0,8672 (72 = 0, i). 


(s) vo± 2,76 zb 0,34. 


(.9) Vodz 5,58 dz 0 , 45/2 (72 = 1, 3 ). 


(s) Vo± 7 ,i 4 zb 0,77772 (772 = o, I). 


Bei der Linie 61 43 liegen Vq ±(5,68 — 2 .i, 22 ) = vo±3,24 wohl 
zu nahe bei derstai4ven parallel scliwingenden Koniponente ; daher 
sind sie nicbt wahrgenommen. Im iibrigen beweist wegen den 
moglicbervveise sebr verscliiedenen Intensitaten das Fehlen einer 
bereclinelen Linie nichts gegen die Formel^ vvelche gevvissermassen 
nur ein Schema darstellt^ in das die Linien liineinpassen miissen. 
-Dieses Schema ist niclit eindeutig; bei 6r43 kdnnLe man z. B. 
seizen : 


(p) Vo± 0,60772 (772=2,4), (s) Vodz 6, 3o zb 0,60 72 (72 = 1,3), 


vvobel nun die iDeobachteten Linien und nur diese dargestellt wer- 
den. 

Bei den Satelliten der ersten Nebenserie von Hg und ihren 
Homologen ergeben sich ebenfalls (*) hobe Zahlen bei Anwendung 
des Rationalitatsgesetzes : 

3663,5 (R. bis 8): 

(p) vo±: 0,24 m (m — 2. (s) vo±: i ,36 dz o,‘28m (/?i = i, 3 ). 

3663,0 (R, bis 5 ): 

(p) Vo 1 ( m = O5 i), (s) Vo=t 1, 6G dz 1,10/1 (/i = o, 1). 

365 o (R. bis 7) : 

(p) vozt:o, 34 /?i = (s) vq dz 1,28 zh o ,34 = o). 

3 1 32 , 0 (R. bis 3 ) : 

(p) vodzo,6o/?i (/?i = o, i), (5) Vodz 1 ,10 dz o,6o//i (/n = 0, t). 

3 1 25 , 8 (R. bis 16) : 

{p) Vo± 0 , 38 m (/?! = I), (s) Void 1,20 dz 0 , 38/1 (/i = o,r). 

2967,4: 

(p) Vozho,6o/?2 (/?i = o, i), (s) vodz 0,60 dz o,6o/i (/i = 0). 

Die neue Darstelliing durfte also den Vorzug der Einfachheit 
beanspruchen, und man wird, aucli abgesehen von der bier vor- 
getragenen Theorie, die Moglicbkeit einer Erklarung der Erscbei- 
nung als nabellegender belracbten, wenn, wie es bier gescbiebt, 
das Problem in zwei andere zerlegtwird : erstens, die Formeln (16) 
zu begriinden, wobeim, n klein bleiben; zweitens, die haufig auf- 
tretenden rationalen Verhaltnisse zwischen undo/, insbesondere 
die Formel o/' = Vielfacbes von o), aus speziellen Annahmen iiber 
die Bevvegung abzuleiten. Die Frage, ob 0/^ 0/ = rationale Zabl 
eine allgemeine Regel darstellt, d. b. ob die Bewegung stets eine 
periodlscbe ist, fiir welcbe alle Punkte sicb in gescblossenen Bab- 
nen bevvegen, ist ein Wahrscbeinlicbkeitsproblem , fiir dessen 

(^) C, Runge, loc. cit. — C. Runge und F. Paschen, Ber.^ 1902. 



sicliere Losung* noch weitere genaue Messungen abzuwarten sind. 
Die von Hrn. Runge (Zoc. cit.) angestellten Wahrscheinlichkeits- 
betrachtiingen werdeii ungiiltig, wenn man von vornhereiii fiir die 
Linien das Gesetz (i6) annimmt, statt eine willklirliche Verteilung 
Yorauszusetzen. 

Als Beispiei behandeln wir zunachst den Ansatz 

cosSr = acosw^-4-^siiiOL)Z, vJ; = (ja;-i-a cos to ^ -f- ^ siaw jf, 

also 0 )^= to unter der Annalime, dass die Grdssen zweiten Grades 
in a|3, ab^ vernachlassigt warden diirfen. Da bier 

£ = (o(a6 — Pa), 

SO wird cLb — hochstens etwa sein diirfen, damit feine 

Linien v H- £, v — £ im mittleren Teil des Spektrums nicht inehr 
zu trennen seien. 

Es ergibt sicb in dieser Anniilierung, wenn abkurzend k = eH/co/rzc 
gesetz L wird, 

sinSi = I, Q = -h (A- — i) ( — a sin to ^ H- 6 cos to il) -f- vo(^ — 
cosJ; = cos to ^ — (a cos to P sin to sinto 
sin tj; = sin to ^ -4- (a costo^ -4 p sin oj cos to /. 

Es ergeben sicli somit durch Einsetzen in (ii) die folgenden 
Linien : 

Parallel H scliwingend: 

^ j (a--{-b')(k — 1 )“ 

vo( Inter! s. = i); vo±:(o, In tens. = ; 


1 H schwingend : 


Volt to, 


Inlens. = 

4 


Vo H- 2 03, 


Vo™ 2t0, 



6(A-^.)- 


Der Drehungssinn von Vo H-o:), + ist entgegengesetzt dem- 

jenigen von Vo — to, Vq — ^ o). Die Dissymmetrie der Intensitaten 
wird aufgehoben, wenn man, wie oben auseinandergesetzt, enL- 
gegengesetzte Lagen von Hq, d. h. entgegengesetzte Vorzeichen 
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von cos 3, a, b als gieich moglich, mid in der Lichtquelle gleich 
haufig vorkommend, betracJitet, so dass zu den angescliriebenen 
Werten der Intensitaten nocli weitere ebensolche Ausdrlicke hinzu- 
kommen, in welchen a, b durcli — a, — b ersetzt sind. 

Es ergibt sich also ein Qaintuplett ciquidistanter Liaien^ Lei 
welchem die parallel und senkrecbt schwingenden KomponenLen 
zmn Teil aiifeinanderfallen. Sind a, b bedeutend kleiner als a, 
so vers cliwin den die seitlichen Parallelkomponenten. 

Die Intensitat der ausserstenLinien isL bedeutend kleiner als die 
der mittleren. 

Wird derselbe Ansatz gemacliL, aber ( 0 ^= 3co statt w ge~ 
setztj so ergibt sich ein Nonett dquidistanter Linien^ wie es von 
Runge und Paschen in der zweiten Nebenserie beobachtet ist 
(Hg 546i^ 3342 und Homologe)^ vvobei die ausserslen Linien am 
schwachsten sind: 

(jd) Voifc /?ico = o, i), ( 5 ) Vodz 3 to zh /ICO (/i = o, i). 

Bei der Rechnung sind GJieder zweiten Grades vernachlassigt 
vvorden. DIeselben wiirden zunachst die Intensitatsverhaltnisse 
der erhaltenen Linien etwas beeinflusst haben; dock sind dieselben 
so unsiclier beobachtet;, dass diese Korrektion ganz bedeuUingslos 
ist. Fernerwerden neue Linien eingeflihrt, deren Intensitaten von 
der Ordnung (a ±: ^/4)S dz [3/4)'‘ sind. Wahlt man also fiir < 2 , 
6, a, [3 Zalilen von der Ordnung L wobei k mit i vergleichbar sei; 
so ist die Intensitat der aussersten Linien etwa ~ bis der mitt- 
leren^ oder noch weniger, die der bei exakter Berechniing neu 
hinzukommenden bis oder noch geringer ; dieselben wurden 
sich also in den meisten Fallen der Beobachtung entziehen, da 
selbst bei langerer Exposition die viel grdssere Intensitat der Zen- 
trallinien die Beobachtung sehr erschwert. 

Ein weiterer einfacher, wenn auch ziemlich allgemeiner Fall ist 
der^ dass d'hjdt = konst. ^ und zwar (^) 

dt me 


(^) Die Ebene (HUg) dreht sich also uni H mit der konstanten Winkelgeschwin- 
e\l 

(ligkcit - — und in demselben Sinne, wie freie Elektronen im Felde H: dabeL 
fiikrt aber !!„ in dieser Ebene noch pendelartige Schwingungen aus. 
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Dann reduziert sich Q auf Vo(^ — iind es ergibt sich^ falls ab^ 
kiirzend 1^=0 geselzt wird: 

Parallel II : ^ = sin Vo ^ sin , 

X H ' I ^ ~ i cosco'jf — cosSr sinvo/sino37, 

( y = cosvoi sinto'^H-cos^Tsinvoifcosto'^. 

Hierin ist nun fiir 2r eine beliebige periodische Funktion einzu- 
setzen. Sei sehr annahernd 


sinS- = Asinto(^ — | A | < i, 


SO ergibt sich fiir positives Vorzeichen von cos £r = y/i — sin* 2r : 
Parallel H : 

A- 

vozho), Jntens. = — ; 


Senkrecht H : 

, r . ( A 2 3 A^ \?- 

v,) 4 -to, Intens. = I ... • 

\ 8 12.8 / " 


Vq — CO , Intens. = 1 H-. , 

'8 128 

A 2 A'«- 

i6 64 


Vo=fc 2 CO zh co', Intens. = 


Fiir negative Vorzeichen von cosSr werden die Parallelkomponen- 
ten nicht geandert in ihrer Intensitat and Lage ; die Intensitaten 
vonvo+w^^ Vo — 0)^ vertauschen sicli aber. Da um geke hr te Vor- 
zeichen von cos 2r, d. h. von Hq, verschiedenen Molekiilen ent- 
sprecheii;, und keine Phaseni'elation zwischen solchen besteht, 
addieren sich die Intensitaten und man erhalt: 

Parallel : 

A2 

Vo±;co, Intens. =~* 

Senkrecht : 

Voitco', Intens. = ^1 — .j ; 

/ A2 \2 

voiiz 2C0 ±: co', Intens. = 2 H- ... ) . 

Fiir A = I sind die Intensitaten also 


Oj 28(/?), 0,87(5) und o,ooo 3 



Die letztere Linie isL nicht wahrzunehinen^ so dass ein Quad 
plett resultiert, 

Fiir A == I ergibt sich : 

lntens.(/?) o,38; {s) o,8o; ( 5 ) o,oo5. 

Hier komite langere Exposition ein Oktett ergeben. 

Es miissten also, wie man sieht, die Foarierschen Reihen 
cos 2r reclit langsam konvergieren, um noch kompliziertere 5 
legungen zu ergeben. 

Fiir A — i ergibt sich ein neues Oktett \ 

(/?) VflZtto, ( 5 ) Vo=i:to', ( 5 ) Vq±z ix)'±:oj. 

Zwischen (oAmd o) soil, nacli Voraussetzung, ein rationales A 
haltnis bestehen. Sei zunachst A=-| iingefahr, und 03^= to. 
ergibt sich ein Dublett mit koinzidierenden Parallel- und Pe; 
Komponenten [Hg 2536 , 72 nach Runge und Paschen, und \ 
von Purvis untersuchte Linien, z. B, Vanadium Q) 3885 , 
8876,20; 3566,32 usw.; Ruthenium (-) 4584 , 7 ; 4572,7 usw.] 

Fiir to^= 2C0 ergibt sich das Quad/'uplett der Linie D(. 

Fiir to'= 3 to, A vergleichbar mit~, reduziert sich das 01 < 
auf das Sextett der Linie Do. 

Mit den beiden (/?)-Komponenten koinzidieren zwei (5)-K< 
ponenten, die aber wesentlich schwacher sind, und vielleicht ( 
halb nicht beobachtet. Im iibrigen sind die quantitativen Verb 
nisse die von Runge und Paschen beobachteten. Bei Do 
man to halb so gross zu wahlen wie bei D|, oder besser bei Dj 
zusetzen 

sin^ = A sin 2 cu(^ — ^o) statL A sin to ( ^ — ^o)- 

Die beiden D-Linien wiirden bei dieser Auffassung zu einer 
derselben Grundperiode gehdren. Der Wert = coyH, 
sich fiir das schwingende Teilchen ergibt, betragt allerdings n 
des Kathodenstrahlwertes t,88.io^ Allgemein iihersteigt u. 
in keinem hisher beobachteten Fall den KathodenstrahUvi 
bei den sehr weiten Tripletts Zn 4680 und ihren Homologen 


(^) Purvis, Trans. Cambr. Phil. Soc., t. XX, 1906, p. 210. 
Purvis, Proc. Cambr. Phil. Soc., t. xil£, 1906, p. 35 i. 
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Hg usvv. ist nach den neuesLen absoliiten Messuiigen von P. Weiss 
iiiid A. Colton (*), sovvie nacli A.. Stettenheiiner (-) (o'/H = 
I; 78. 10^; der K.atliodenstrahlwert wird nicht ganz erreicht. Fiir 
dasselbe Triplett ergibt sich dagegen nach Lorentz’ Theorle 
ej Die = 3 , 56 . 10^, und es gilt der Satz: fiir kein Triplett ist ej ;nc 
grosser als dass Dop/)e/.te des Kathodenstrahlwertes. Von kompli- 
zierteren Zerlegnngen muss ich dabei absehen, da eine Theorie 
derselben nicht vorliegt, aiisser in den von Robb (•*) behandelten 
Fallen (Nonett iisw.) ; hier gilt derselbe Satz: fiir das iNonett ist 
ejmc— Doppeller Kathodenstrahhvert. 

Ich halte die Aussage ^//?2c ^ Rathodenstrahlwert, in vvelcher 
die Annahine magnetischer (und nicht elastischer ! ) Molekular- 
krafte eine ^veseatlLche Rolle spielt, fiir bedeutend einfacher und 
plausil)ler als die Aussage, es kiinne e\tnc sovvohl kleinere als 
grfissere Werte vvie 1,88. 10' annehinen, jedoch iiber das Doppelte 
dieses Betrages nicht hinausgehen, und glaube hierin eine nicht 
unwesentliche Stiitze der geinachten Grundhjpothese erblicken 
zu durfen. 

Es kann aber auch to' — co/2 gesetzt vverden ; dann erscheint ein 
inverses Qaadruptett^ in vvelchem die (.v)-K.omponenten5(rf5c/ie/2 
den (/?)“Ivomponenten liegen. 

Ist endlich co'= co //i bedeutend kleiner als co, so ergibt sich das 
Inverse T/'cpletl^ welches, wie das inverse (^uadruplett, von Bec- 
querel und Deslandres (/') iin Spektriim von Fe zuerst beobaclitet 
warder die seitlichen Roinponenten sind (/;), die zentralen [s). 

Deni Ansatz 

sinS" = a -h 6 sin a)( ^ — t')^ |a|<i, |6|<i 

eiitspricht die Zerlegung in drei (/y)~K.omponenten Vq, Voih co ; die 
(6’)-Komponenten, deren Intensitaten je nach den Werteii von a 
und b sehr verschieden sein konnen, sind 

vozheo', Vo dr CO ±: to', Vy ±: 2 to it to'. 

Sind rt, h von der Grosse f etvva, und istco'= co, so erhalt man ein 


(1) p Weiss und A. Cotton, Journ. de Phys., Juni 1907. 

(“) A. Sticttenheimer, Tubingen, 1907. 

(•^) A.-A. Robb, lnaug.~Diss., Gottingen, 190.'!. 

{^) M. Becquerei. et H. Deslandres, Comptes rendusy t. GXKVII, iSgS, p. r8. 
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Triplett^ wie es Rnnge and Pasciien lii der ersLen Nebenserie 
von Mg-, Ca,Sr, Hg-(hier). = 2967, S-j; 2534 , 89) beobachleL haben, 
in^velchem drei (/> )-K.oinpoiienten, und, mil den zvvei aussereii 
koinzidierend; zwei (5)-Komponeiiten ersclieinen. 

Diese Beispiele, die sich leicht vermehren Hessen, mdgen ge- 
niigen, uin zu zeig-en, dass die Theorie in der Tat eine grosse An- 
zahl charakterislisclier, anomaler Zeeinaneffekte quanlitativ riclitig 
darstellt. Zu den bislierigen Betrachtungen kommt aber noch ein 
neues Moment hlnzu. Verandert man bei glelch blelbender Be- 
weg'ung des Molekiils und somit gieicliem to die Stellung von Ho 
im Molekiil, so bleibt das Schema der Linien v dz mto usvv. un- 
verandert;, die Intensitaten aber andern sich. Beschreiben wir die 
Bewegiing- des Molekiils mittels der drei Eulerschen Winkel (0 ?? 

A, vvobei die erste Lage von Ho als s-Achse des bewegten KLo- 
ordinatensjs terns gelte, so dass 2r, A mit den bisher so bezeichneten 
WinkeJn zusammenfallen. Seien .So, 'fo die in bezug auf dies be- 
wegte System unveranderliche Polarkoordinaten der neuen Ricli- 
tung von Ho (^), und endlich 2 r', die Winkel von Ho^ mit dein 
festen System, die den friiheren S, A entsprechen, und die nim- 
mehr statt S, A in die Formeln (i i) einzutragen sind. Danii ist 

cosSr' = sinS* sin cos(cp — oy) -1- cosS” cos^Ty, 

sin [ — sin^To cos il/ sin ( o — cpy) 

sin Z; ‘ ^ ‘ ^ ^ 

— sin STq cos2r sin A cos(cp — 90) cos^Jy sin Sr sin A], 

cosA'= gin [sinS'o sinilsin(cp — cpy) 

— sinS’o cosSr cosy cos(cp — yy) -h cosdy sinSr cosAJ- 

Mithin ist von to' unabhangig, und sin A', cos A' sind wie sin A, 
cos lineare Funktionen von cos to' sin to' vvomit unsere Be- 
hauptung bewiesen ist. 

Falls nun dem Atom, wie einem Kristall, unter Umstanden ge- 
wisse Symmetrien zukommen, so werden sich die Elementarmag- 
nete bei verschiedenenMolekiilen an verschiedenenStellen ausetzen 


(^) Vgl. z. B. F. Kleen und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, 1. 1 , Leipzig, 
1897, p. 17. 

(^) So dass sin Sr sin cp, sinSrcosy, cos^ die Riclitungskosinusse von Hq in bezug 
auf die bewegten Achsen sind. 
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kuimeii. Rotieren etvva alle Molekiile um ihre grosste Haupt- 
Lraglieltsaclise^ so dass dijjdt, ^ konstant sind, so eiiLspreclieu 
den verschiedenen Ansatzstelleii zwar dasselbe aber im all- 
geineineii verschiedeiie und die inagnetische Zerlegung einer 
Lillie der eiitsprechenden Serie erscheint als die Superposition 
dieser Einzelzeriegungen. 

Wichlig ist, dass, von einzelnen Fallen, vvie z. B. das Triplett, 
abgesehen^ ini allgeineinen sicli eine tlieoretiscli uiiendliclie Anzahl 
von Ivomponenten ergibt, deren Intensitaten aber mehr oder vveni- 
ger rapid abnelimeii, so dass eine verhaltnismassig einfache Zer- 
legung sich ergibt. Die Beobaclitiing bestatigt in der Tat in vielen 
Fallen^, dass bei komplexen Zerlegungen einzelne Komponenten, 
besonders die aussersteii, schwach sind (‘), sodassmaiidenEindruck 
erbalt, dass die Linie sehr wobl in ein gauzes Spektruni zerlegl 
sein kTiiinte, von welcliein nur die eine gevvisse Minimalintensitat 
besilzenden Linien wabrgenoininen werden. Dies ist vvohl ins- 
besoiidere aucli der Fall bei der von Lolimann {/oc. cit.) gefundenen 
ZerlegLiiig in i 5 Komponenten, von denen je fiinf aquidislant sind, 
Lind deren Erklarung auf Grand der Theorie der komplexen Elek- 
Ironen, wenn sie iiberliaupt iiKiglicli^ ein selir kompliziertes Bild 
erfordern miisste. In der bier vorgetragenen Theorie entspricht 
sie einer etvvas laiigsainereii Konvergenz der Fourier-Reilien; 
ivobei alier dock die Ordnungszahlen m = 0, m = i, th = 2 allein 
in Betracht konimen, und co^= 601 ist (angenahert). Langere Ex- 
position krinnte dalier wohl in vielen Fallen neue, scbwache Linien 
ZLim Vorscliein bringen. Bei vveniger schai'fen Linien wiirde 
— was vielfacli beobachtet vvird — eine mehr oder weniger diduse, 
nacli den Randern hin abschattierle Erscheinung sich zeigen, deren 
Aufh'isung iiichl mehr gelingt. 

Die Beurteilung der Intensitaten ist sehr unsicher und wird noch 
dadarch ersclivvert, dass, wie Hr. Zeeman (-) neuerdings gezeigt 
hat, das ReOexionsveriniigen derGitter fiir verschieden polarisier- 
tes Licht selir verschieden sein kann. Die Anwesenheit von Tra- 


(^) Bei komplizierten Trennungen beobachtete Hr. Lolimann [loc. cit.), wie er 
sclbst angibL, irnmer einige sehr schwache Linien. Vgl. die plioLogr. Reproduk- 
lionen bei Lohmann, insbesondere Fig. 3 und 4 (NoiictL und SextetL), und bei 
Hunge und Pascuen, Abh. d. Berlitier Akad.^ 1902. 

(-) P. Zeeman, Versl. Amsterdam^ Dez. 1907. 


banten kann eine bedeuLende Unsicherheit aucli der W elleiizahlen, 
und selbsl eine scheinbare Disymmetrie iui Felde liervorrufen, 
besonders wegen des Umstandes, dass ihre relative Jiitensilat im 
Feld sich oft selir verandert ('), so dass eini^o Liiiien ganz ver- 
schvvinden, wahrend dafiir Linien ersclieinen (-), die vorher niclit 
vvahrnehnabar waren. 

Ich muss es daher dahingestellt sein lassen, oh die eiitvvickelte 
Theorie in jeder Hinslcht zur Darsteliung der Beobachtungen sich 
eignet. Doch zeigen die vorangebeiiden Entvvickelungen, wie ich 
glaabe, dass die Annahme, es set eiii Mo/ekularfeld Ho — 
starren Bedingaagen — abgesehen die el/izige treibendc Kraft ^ 
welche auf die die Serienspektren erzeugendeii sc/uvingenden 
Teilchen ivirkt^ in weseiitUch hoherem Masse als die Loreritz- 
sche Hff JO these der lone a geeignet ist die Ersckeinungen des 
Zeenianejfektes in Hirer grosser Mamiigfaltigkeit and ihren 
charakterisiischea Merknialen darzustellen^ Kvobei von Wick- 
tigkeit ist^ dass ste sick auch bei der E rkldrung der Serien- 
gesetze beivdhrt — ein Problem, welches von der Loren tzschea 
Theorie ganz unberiibrt geblieben ist. 

J3amit ware zunachst die Frage nach der Ursache der anormalen 
Zeeinauellekte auf die einfachere reduziert, die angenomnienen 
periodischen Bevvegungen des Molekiils im Feldc zu crklaren. 
Hierbel spielen aber eine wesentliche Rolle die ganz unbekanuteii 
Fakloren: Struklur des Atoms, Verteilung seiner Ladung, innere 
Bewegungen (wie z. B. die die molekularen Magnetfelder erzeu- 
genden sehr grosseu Drehgeschwindigkeiten elektrischer La~ 
dungen), eiidlicli elektromagnetische Tragheilsreaktionen. Viel- 
leicht hat man also eher aus dem ZeemanelFekt auf diese Faktoren 
zu schliessen. Von der Losung der Aufgabe, jeder einzelnen Serie 
ihren bestimmten ZeemaneiFekt zuzuerteilen, muss die Theorie im 
gegenwartigen Stand unserer Kenntnis der Atoine wohl absehen. 
Doch ist es vvichtig wenigstens zu zeigen, dass prinzipielle Scliwie- 
rigkeiten den gemachten Annahmen iiber die Molekularbevvegung 
im inagnetischen Feld nicht entgegensLehen. 


(^) Vj;l. insbesoiidere W Jnaug.-Diss., Hallo, i()07. 

[■) Hierber gehoi'L vermuLlich die von Hunge und Paschen {Loc. cit.) bei der 
Linie Hg 2586,72 erwahiUe Erscheinung. 
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Es ist ZLinachst zu beachten, dass die Molekularstussc in der 
Lichtqaelle, in Abwesenhelt eines magnelischen Feldes, keine mit 
den bier in Betracht koinmenden vergleichbare Rotationsgeschwin- 
dig'keit liervorbringen , worauf Lord Rayleigh hingevviesen hat; 
es wiirden sonst die Linien samtlich ditius, da innerhalb gewisser 
Grenzen alle Rotationsgeschwlndigkeiten m()glich sein iniissten. 
Hinfallig wind der Schluss niir, wenn man, wie dies in der Lo- 
rentzscben Eleinentartlieorie des Zeemanefiektes angenommen 
wird, fiir die aaf ein scluvlngendes Teilchen wirkenden Krafte 
voihtdiiflige Rugelsymmetrie annimmt, and zvvar fiir alle emit- 
tierten Linien; eine Annalnne, die reclit iinwahrscheinlich ist. 
Die besondere Scdiarfe der Quecksilberlliiien (zu denen jelzt noch 
Neon- und Heliumlinien zuzufiigen sind) wird darauf zuruckge- 
fiihrL^ dass bel einatomigen Gasen nach der kiiietischen Theorie 
keliie Rotationseuergie bestehen soli. 

Ferner erfordert die von Riinge und Paschen wenigstens sehr 
angenahert konstatierte Unveranderlichkeit der Zerlegung inner- 
halb einer Serle, dass die Hinzufugung neuer Elementarmagnete 
ohne inerkliclien Einfluss auf die Bevvegiing des Molekiils bleibe. 
Man wird also vvobl die magnetische Polarisation des Molekiils von 
der BelracliLung ausschliessen kiinncn. 

Tragi das Molekiil eleklrische Ladungen — vvobei seine Gesamt- 
ladiing, und daber sein Dopplereirekt in den Kanalslrahlen, null 
sein k()nnen — so wird das Magnetfeld die Bewegung beeinflussen. 
:\.llein, da die magnetische Kraft bekauntlich boi relbungslos be- 
weglen Ladungen keine Arbeit leistet, bleibt die Energie der Ro- 
tation des Molekiils uin selnen Schwerpunkt im grossen ganzen 
dieselbe wie vorlier, und es kaim keine Zerlegung der Linien er- 
folgen, 

Dieseni Einwand kann man durch folgende Eeberlegung be- 
gegnen. In alien fiir Spektraluntersuehungen dieser Art benutzten 
Lichtquellen bewegte sich eine grosse Anzalil freier Elektronen, 
welche im Magnetfeld Schraubenlinien mit einer und dersetben 
DrehgescfuvindigkeU co = eH//?ic durchlaufen. Dass diese Ver- 
iinderung ihrer Bewegung auf die Intensitat der Idnien von Einfluss 
ist, wurde ol)en bemerkt; es liegt die Annahme nahe genug, dass 
sie den Molekiil en nun wesentlich grdssere Rotationsgeschwindig- 
keiten beizubringen ve.rmdgen, als wenn sie sich in geradlinigen 
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Bahneii bewegen. Da der a Stoss » eines Elektrons aiif eiri Molekiil 
ein recht schwieriger Begriff ist, wird man vvolil besser von elfb- 
tromagnelischen Impulsen bei grosser Annalierung, oliiie Be- 
riihrLing, recien; dann ist fiir die Energieubertragu ng von den 
freien Elektronen auf die Molekiile die Ladung derselben und die 
Verteilimgdieser Ladung luassgebend. Bei Bandeiispektren scbeinl 
nach den bisherigen Enters iichungeii keine Ladung vorbanden zii 
sein; daraiis erklart sich, dass kein ZeemaneHekt der betracliteten 
Art bei ihnen elntrilt. 

Betrachten wir zunachst das Molekiil als eineii starren K.<)rper, 
mit vvelchem die Elementarinagnete starr verbunden sind. Die 
Bevvegung dieses K(“rpers im inagnetiscben Felde gelit nicht kriilte- 
frei vor sich. Doch ersclieinen die Drehmoinente, die das b'eld 
auf ihn aiisubt(‘), mit einem Faktor von der Form El I /AC multi- 
pliziert, wo A ein Tragheitsnioment in beziigaiif den S(‘lu\erj)iinkt 
istj und E eine ebenso mit den elektrischen f.adungen an vStelle 
trager Massen gebildete Grdsse bedeutet. Bei homogener fjadung 
ergibl sich also die Grdssenordnung eH/Mc (e gleich Ladung des 
.\toms, M seine Masse). Daabere/Mc hdchslensyj^des Kalhoden- 
strahlwertes betragt^ so sind die din-ch diese Drehmoinente liervor- 
gerufenen Oszillatioiien viel langsamer als die zur Erklarung des 
Zeemaneffektes herangezogenen (-). Betrachten wir also zuniicdist 
die Bevvegung als kraftefrei ; es ist hekannt, dass die liUegratiou, 
indiesem Falle vvie aiich beim schweren Kreisel, beim Bendel usvv ., 
auf eine Darstellung der Eulerschen Winkel durch elliplische 
Funktionen fiihrt. Die Fourierschen Entwickelungen der Funk- 
tionen snx, cnx^ dnx sind von Jacobi ('^) gegeben und konx er- 
gieren in den meisten Fallen so rasch, dass nur die beiden ersten 
Glieder in Belracht kommen. Die Bewegung hat also den voraus- 
gesetzten Charakter; im allgemeinen ist sie allerdings ni(dit perio- 
disch, sondern es sind co^ id beliebig und hangen von den Inle- 
grationskonstanten ab. Dies ist im allgemeinen bei ahnliclieu 


(^) Dieselben sind, uiuer der speziellen VorausscLzung hotTiogeuer Ladung, voti 
W. Voigt gegeben {Ana. cL Phys., t. IX, 1902, p. ii 5 ). 

( ) Zwingend isL der Scbluss allerdings nichi, da fur das ZusLandekoinrneni 
einei Wirkung geniigen wurde, dass em Tragheitsmoment bedeutend klcioer als 
die andean sei, oder dass die Elernentarmagnete im Atom bevv(‘glirh scien. 

(•*) G.-C.-J. Jacobi, Fundamenta nova, § 39 , Fornieln (19), (i>i), (25). 


Problemen der Fall, uiid es vvLirde hierin ein wichtiger Einwand 
liegen, wenn man diese Konstanten wirklich als willkiirlicb be- 
tracliten konnte. Dies ist jedocb niclit der Fall. Dean da die Be~, 
wegLitig durch die Rotation der Elektroiien um Achse FI hervor- 
gebracdit vvird, mid aiidereElektronenbevvegungeii keinemerklicben 
Drehgeschwindigkeiten borvorziibringen imstande sind, wird die 
bei freier Beweguiig im Raum unveranderliche Richtung des 
Flacheiivektors parallel H liegen miissen, und die ebenfalls un- 
veranderlicbe Komponente der Instantanrotation in Richtung des 
Flaclienveklors gleicb derElektronenrotation — cH/mczu setzen 
seiii. Es bleibt dann nur noch die Grosse der Rotationsenergie des 
Molekiils willkiirlicb. Unter Beriicksichtigiing der schon ange- 
gebenen Bedinguiigen diirfte dieselbe sehr vvahrscheinlich einem 
Maximum- oder Mininuimwert zustreben — schon aus Stabilitats- 
griinden — d, li. eine der Flaupttragheitsachsen wird bestrebt sein, 
sich in die Richtung von H zu legen, so dass schliesslich eine 
gleichfiirmige Rotation um diese Achse bei der grossen Mehrzahl 
der Molekiile resultiert. Der Winkel von Flo gegen diese Achse, 
und somit gegen FI, liat dabei einen durch die Molekularstruktur 
beslimniten, unveranderlichen Wert .^o ; besitzt das Molekul Syni- 
rnelrien, so sind melirere Werte von .^o i^^ogbch. A\xc\i d^hjdt hat 
nach Voraussetzung den unveranderlichen Wert = 

Wir haben diesen Fall oben bebandelt; es entspricht ihm insbeson- 
dere, fiir = 90‘b Triplett Zn 4^80 und die Flomologen bei 
Hg, Gd, LISVV. 

Docli ist diese Bewegung ein viel zu spezieller Fall des allge- 
meinen Ansatzes, um zur Beschreibung der Erscheinungen aus- 
zureicheu. Sic sollte uus nur als Beispiel dieneii zur Festlegung 
scheinbar vvillkurlicher Integrationskonstanten, die in o), co' ein- 
gehen kiinneii. 

Wie nun die von der Theorie geforderten Bewegungen des 
Molekiils oder, besser gesagt, der vieileichtiin Molekiil bevvegiiclien 
Achse Flo zustande kommen, und warum sie bei verschiedenen 
chemisch verwaudten Molekiilen dieselben sind, wie aus den Unter- 
suchungen von Runge und Paschen iiber die Zerlegung einunder 
entsprechenden Linien im magnetischen Feld hervorgeht, muss 
ich dahingestellt lassen. Dass periodische Bewegungen ausge- 
zeichnet seien, bzvv. dass die ihnen entsprechenden Anfangs- 
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bedingungen besonders haufig vorkommeri;, wie wir angenommen 
liaben, wird man wohl als plausibel betracbten kdnnen, da hierbei 
jeder Pankt eine geschlossene Bahn durchlauft, im Gegensatz zu 
allgemeinen Bew^egungen, wo to', o) zueinandet* inkoinmensurabel 
sind. 

Ill dieser Darstellung bildet also der Zeemaneflekt fiir die Rota- 
tionsbewegung des Molekiils, wie das Ohr fiir die Luftschwingungen, 
gewissermassen einen harmonischen Analysato?\ 


Tubingen, Januar 1908. 



YIII. 


iiBER DIE SPERTREN DER ALK4LIEN. 

BEMERKUNGEN ZU DER ARBEIT DES HERRN C. RUNGE (‘). 


Physiknlische Zeit^chrift^ 9. Jahrgang-, No. 8, Seite 


Du roll die [)h()lo-phospliorogra|)hische Me I hod e hat Herr A. 
Berginaiiu kurzlich (-) neue, im Rot mid Ultrarot verJaufendeix 
Serieu von K, Rh, Cs entdeokt. Herr Runge hal hieran die Be- 
nierkung gekiiiipft, es slaiideiidie neiien Serieu zur ersten Neben- 
serie in derselbeii Beziehung wie die Hauptserle zur zvveiten 
Neixenserie, woraiis sich der Nacliweis einer zur ersten Nehenserie 
gehcirigen Hauptserle ergiibe. Die numerisehen Bezichungen, aiif 
die Herr Range diesen Schluss griindet, sind zwar nur roh an- 
genahert, doch konntc der P'eliler indglicherweise an der hei der 
geringen Genauigkeit der Messungen sehr Iiedeutenden Hnsicher- 
heit der Extra|)olalion liegen. Als Kriteriuni fiir die Richtigkeit 
seiner Annahnie heht Herr Bunge init Recht hervor, dass die 
DiHereiizen dei' Scliwingungszahlen der f^aare der neiien Serien, 
die nur hei Cs uiul aiudi da von Herrn Bergmann nur quanlitaliv 
sehr unsiclier heobachtet wurden, nicht konstant sein sollten (wie 
es Herr Bergmann angiht), sondern init vvachsender Ordnungs- 
zalil, w'ie bei der Haujitserie, cnger zusamtnenrucken niiissten. 

Nun sind alier sclion friiher von Saunders ('M dieselbeix Cs- 
Linien (nebsL vveiteren Cliedern der wSerie), sovveit ilire Wellen- 
liinge kleiner als 9000 ist, pliotograpliisch init dem Konkavgitter 



beobachtet und gemessen vvorden, vvobei eine vvesentlicb hoi 
Genaaigkeit erzielt wiirde. Saunders bemerkte aiich il 
Seriencharakter, bildete aber irrtiimlicherweise aus ihnen : 
Serien, die nun dureh die bekannten Formeln sich iiicht darste 
liessen. Die Diflerenzen der Schvvingungszalilen (^diese fuiifst< 
geschrieben) sindrgG; 98,5 ; 97 ,5 ; 98,4 ; 97,7 ; So (sehr unsicb 
wozti noch nacli A. Bergmann das erste Glied mit 97,5 koir 
Damit ist, in bester Ubereinstimmung mit A. Bergmann 
Konstanz der Differenzen der Schvvingungszalilen erwiesen ; 
neue Serie hat den Chai'akter einer Nehenserie^ womit die 
Herrn Runge gemachte Annahine hlnfallig wird. 

Durch die Auffindung von Satelliten der erslen Nebenserie 
Saunders in der Lage nachzuvveisen. dass aiicli bel Cs das Ge 
der konstanten Differenzen streng giiltig isL Fiir die schon 
kannten Serien ist die Differenz 554 ; fur die neue 97,5. Man ) 
daher eher geneigt sein, die neue Nebenserie als eine \.nal 
ZLi den Nebenserien engerer Tripletts bzw. Paare von 0 , S, 
vielleicht aucli zu den einfachen Linien von He zu betrach 
Allein auch diese Hypothese ist hinfallig. Berecbnet mannaiu 
bei Cs das Linienpaar n = 3 , so ergibt sich A = 2, ipu und 2, 
nach Bergmann, wobei die letzte St^Ue unsicher ist. Nun 
W. J. H. iVloll(‘) die infraroten Spektren der Alkalien bis 
untersucht ; bei Cs fand er die Linien i, 0028 [j. und 1,0127^ 
Bergmann (die er allerdings nicht trennen konnte) mit der 
tensitiit 90, ebenso das folgende Paar bei 0,80 p (Intensitat 
Das Paar n = 'i sollle also eine grdssere Intensitat besitzen. 
Herr Moll findet in dieser Spektralgegend nur zvvei scliwj 
Linien 2,08 a (Intensitat 5 ) und 2 , 4 * (Intensitat 5 ). Wenn i. 
aus der numerischen Abweichung keine sicheren negativen Schl 
zu ziehen sind, soistdas Fehlen (-) intensiver Linien von i, 4 |" 
4 a. ein hinreichender Bevveis dafiir, dass die Linien m = ?) feb 
oder vvenigstens sehr schwach sind. 

Nun ist die erste Nebenserie von Wasserstoff die Balmer; 


(^) W. J. H. Moll, Proc. Amst. Acad. Wetensdu, 26 Jan. 1907 (aus 
Jnaug. -Dissert . ) . 

(') Die Linien 3 , 5 i(x (Iniensiiat 3 o ) und 3 , 00 (Intensitat 5 o) bilder 
Paar n = 3 der ersten Nebenserie. 


VIII. — UBER DIE SPEKTREN DER ALKALIEN. iSg 

Serie 

X = '09675,0 

in welclier der Wertm~2 singular wird ()v = oo). Es hat sich 
merkvviirdigerweise bei He(‘), Zn, Cd, Hg(-), T 1 ( 3 ), wo Beobacli- 
tungen vorliegen, gezeigt, dass die entsprechende Liiiie m=:2, 
far vvelclie man eine bedeuteiide Intensitat ervvarten sollte, sicker 
fehU> Gleiches gilt fiir Na nach den Beobaclitungen von Moll. 
Hier sollte )v = 3,24o|i. seiii ; f'iir m =:3 (X = 0,820) findet Moll 
die Intensitat 240, wahrend bei 3,24 [a (m — 2) liberhaupt keine 
Linie liegt and in der Nabe sich nur schvvache Linien linden. 
Existiert aber die Linie n — ^ nicht, so kanii auch die zugehorige 
Haiiptserie, deren erstes Glied sie ist, nicht vvohl existieren ( ''). 

Man wird also verinuten, dass es sich bei den von Herrn Berg- 
mann gefundenen Serien am erste Nebenserien handle, die, dem 
Rydbergschen Schema entsprechend, der hypothetischen Was- 
serstolTserie 

^ =io9<'.75,o(A_^) 

analog waren. Damitwdrde das Fehlen der Linien fur m = 3 sich 
einigermassen erklaren, and (erner der befremdliche Umstand, 
dass die neuen Serien mil wachsendem \.tomgevvicht statt, wie 
gewdhniich, nach griisseren X, nach kleineren riicken. Die Grenzen 

der Serien sind in der Tal nach Bergmann, wenn ^ fdnfstellig 
ge s c h r i e b e n v v i r d , 

bei K : 13482, bei Rb : i 4 344 i bei Gs : 16888 unci 16792, 
and nach den Rydbergschen Anschauungen vviiren die Serien in (*) 


(*) C. Rungk and F. Fasghkn, Astropfiys. Journ., Januar 1896. 

(-) H. Hermann, Inaug.-Diss., Tubingen, 1904. 

Vgl. Mfrgnetische Atoiyifelder und Serienspektreri; OEiwres^ VU, p. 98. 
(^)Zvvar liaben Runge und Paschen insbesondere bei Cu, Ag Linienpaare 
gefunden, deren inagnetisciie Zerlegung und AbsLand die fiirdiese neiie HaupLserie 
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der Form zu schreiben : 


K. __ — o,oo8i)-]^ 

Rb . (/n — 0,0145)2]’ 

WO <2 = 0,45 16 und 0,4443 Isl. 

Man erkennt, dass sowohl in den ersten, als in den zweiten 
Klammern die Zahlen o, 1 478, 0,0081 usw., welclie die Abweichung 
vom Wasserstoffspektriim bedingen, mit wachsendem Atomgewicht 
dem absoluten Werte nach zunehmen, vvie es bei den Qbrigen 
Serien der Alkalien der Fall ist, 

Zwischen den Kons tauten der neuen Serien und denen derfriilier 
bekannten konn te ich keine Bezi eh ungen finden. Die von Herrn 
Bunge aufgestellten, angenaherten Relationen sind bedeutuiigs- 
los, da sie, vvie oben gezeigt, mit den genauen numerischen Werten 
der Schvvingungsdifferenzen nicht vereinbar sind. 


Zurich, Marz 1908. 



IX. 


liBER EIN NEUES GESETZ DER SERIENSPERTREN. 

( VOR L A U FI GE MITT EIL UN(i .) 

Physikaliscke Zeitsckrift^ 9. Jahrgang, No. r6, Seite oai-oag. 


hn folgeiiden soli gezeigt werden, dass man aus bekaniiLen 
Spektralserien eiiies Elements neue Serien ableiten kann, durch 
welche insbesondere fast saintliche neu^rdings von Lenard, 
Konen und Hagenbach, Saunders, Moll, Bergmaiin u. a. In den 
Alkalien entdeckten Serien und Linien genau clargesLelll werderi — 
ohne Hinzuziehung irgend einer neuen Konstanten. Audi auf 
andere Spektren, insbesondere He und die Erdalkalien, findet das 
neue Kombiriationsprlazlp Anvvendung. Es ergeben sich nahere 
Beziebungen zum Atoingewachl, als bisher bekannt war, und die 
Gesamtheit dieser neuen Relationen erleichtert die Auffiiidung 
der Serien bei Elementen, wo sie nocli nicht bekannt sind. 

Die von mir (*) aufgestellte Serlenformel lautet in ihrer zweck- 
massigsten Form : 


(0 


V = A 


N 

I //z H- a jj ( .\ 




N = 10967.5,0 


wo V die auf Vakuum bezogene reziproke Wellenlange ist, fiinf- 
stellig geschrieben ; N eine univer.selle Eonstante, m die Ordnungs- 
zahl (-) der Linie, A die Grenze der Serie, a, p Eonstanten. Fiir 
kleine m kann v negativ werden; dies muss natiirlich beim Glied 


(•) W. Ritz, Ann. d. PhysLk, L. XII, igoS, p. -.>64. Inaug.-Diss. .\iiszug; 



j3(A — v) beriicksichtigt werden. Dies lasst sich aucli schreiben 

N 


(a) 


= A 


m- 




Die K^onstanten a, [3 charakterisieren den Verlauf der Serie ; sie 
sind fur zvvei Serien von Paaren mit konslanten Differenzen A 
identiscli ( ' ), da man beim Ubergang von der ersten zur zweiten v 
mit V -f- A, A mil A -f- A zu vertauschen hat, so dass A aus derFor- 
mel herausfallt. Wir setzen abkiirzend 


-■ 

Die Konstanten a, [3 mogen fur die Paare der ersten Nebenserie 
(dij/'iise Seiie^ nach Rydbergs Bezeichnung) die Werte <r/, o 
haben.; fiir die der zweiten Nebenserie {schar/e Serie) die 
Werte a; fiir die der Plauptserie [Pr inzip alserie) die Werte 
7u, , bez. TUo, {p\^P'2)> Es ist {/oc. cit.^ S. 291) 71:, = sehr 
angenahert. Besilztdie erste Nebenserie einen Satelliten, welcher 
mit der einen Hauptlinie konstante Differenzen aufweist, sokommt 
der zweiten Hauptlinie (mit grdsserem X) ein anderes Wertsystem 
d\ 5 ' zu, wobei wieder angenahert 8 = 5 ^ ist. 

Das System von Hauptserie, erster und zweiter Nebenserie lasst 
sich nun(/oc. cit., S.29 1) durch dasGleichungssystem ( 5 )darslellen. 

Hauptserie ; 

TTi) kleineres X, (m = 2, 3, 4) • • •)> 

(m, /?.2, 7r.>) grosseres X. 

2. Nebenserie : - 

grosseres X, (ah = i ,5, 2,5, 3^5, • . . •>) 
kleineres X. 

I. Nebenserie : 

(m,d, 0) Hauptlinie, grosseres X, 

(m^d,o) Satellit (/ai = 3, 4, 'b • • •)> 
(2,/?2 ,t:.2) — {tn,d\o') Hauptlinie, kleineres X. 


I (1,5, 5, a) — 
! (1,5, O') — 


( 5 ) 


(2, 112 ) - 


±V = 


(■2.,pu TCl) — ( 

I . . 

(2, y 52 , 712 ) — ( 






pN 

m2 


2al3N 

ni^ 


(^) Die entgegengesetzte Behauptung von H. Hermann (Diss. Tubingen, 1904, 
S. 27) entbehrt jeden Grundes. 



Der konsLante Abstand der Doiibletts ist (2, , Tc^). 

Auf Grand des vorliegenden. Beobaclitungsmaterlals lassL sich 
nun z eigen : 

1 . Erselzt man in der Gleichung der Hauptserieii i,5 durch die 
grdsseren Zaklen 2 , 5 , 3,5, . . ., ferner in denjenigen der Neben- 
serien 2 durch die grdsseren Zahlen 3, 4 5 3, . . so ergeben sicb 
neue Linien, die in vielen Fallen beobachtet sind, so dass man 
obige Gleichiingen mit zwei unbestimmten Ordnungszablen m, n 
schreiben kann, wie scbon Rydberg vermutete. 

2. Fiir jedes Symbol (m, a, (3) besteht eine kleinste Zahl m 
(namlich 3 fur die erste Nebenserie, i,5 fiir die zweite bei der von 
mir loc, cit. benutzten Nuinerierung), welch e der Grundlinie 
entspi’icht; gibt man m noch kleinere Werte, so sollte man eine 
nocb kraftigere Linie erwarten ; in Wirklichkeit wird diese Linie 
nicht beobachtel. Fiir die Ordnungszabl n~ 2 der erslen Neben- 
serie babe ich schon a. a. O. nacbgevviesen, dass sie in keinem 
Spektrum einer vvirklicben Linie entspricbl, soweit die Beobach- 
tungen reichen ( ‘ ). 

3. BildeL man aus diesen Symbolen die neue Kombination 

V = ( 1 , 5 , ^,cr) — (3, d, 0 ), 

so erhalt man eine (wenig intensive) Linie, die bei He, Iv, Rb 
beobachtet ist, bei Cs und den Erdalkalien ins Infrarot fallt. 

4. Audi die Kombination 

V = (-2, — tci), 

V = (2,/?2,'7>:2) 'n:,) 

ist nachweisbar, 

3. Bildet man ferner 

(3, 0 ) — (/??, P\ — Pi, TCi — Tii) (m == 4, 5, 6, . . 

SO ergeben sich die von Bergmann (-) gefundenen ultraroten 


(MW. Ritz, OEuvres, VII, p. 98; VIII, p. 137. 

(M A. Beugmann, Beitrdge zur Kenntnis der ultraroten E missionsspektren 
der Aik alien {Inaug.-Diss.^ Jena, 1907). Die Differenz der Grenzen dieser Serie 
gegen die der ersten Nebenserie ist nach dieser Formel gleich der Grundlinie der 
ersten Nebenserie, wie Herr Range (diese Zeitschr., L IX, 1908, p. i) gefunden 
hat. Dass es sich nicht um eine zur ersten Nebenserie gehorige Hauptserie 
handelt, wie Herr Range zuerst vermutete, habe ich schon hervorgehobcn (diese 
Zeitschr., t. IX, 1908, p. 245 ). 



Serien von R, Rb, Cs und die entsprechenden von U, Na, He, 
die unbekannt waren. Bei Rb, Cs besitzt die ersle Neben.serie 
einen Satelliten, und man hat deinentsprecbend nocb cine zweite 
Serie 

V = ( 3 , d\ o') — — /?2, '^1 — ^’2), 

die 111 der Nahe der ersten verlauft und ^e^eii diese konstante 
Differenzen aufweist, was von Bergmann und Saunders in der Tat 
bei Cs beobachtet ist, wahrend bei Rb die Linien nicht geLreniiL 
werden konnten. Fiir das Symbol (/?^J p\ — />i>? ^1 '^2} ist ni = 4 

die Fundamentzahl ; tc, — tto an^enaliert gleich Null. 

6. Es existieren eiidlich die Kombinationen 

V = %i) — {ni,pi —p. 2 , 

und 

7 . V =: ( 4 , />| — — Tio) — {m^Pi — />2i “^1 — Bei alien 
Kombinationen kann man zvveifellos die Ordnungszableu belder 
Glieder erhdlien ; die entsprechenden Idnicui siud alier meisl 
zu schwach, um wahrgenommen zu werden. 

Bei den Erdalkalien fehlen ausgedehnte (Jnlei‘su(di ungen liher 
das infrarote Gebiet, wie sie bei den Alkalien vorliegen, und die 
Hauptsericn sind nicht beobachtet, so dass eine Prilfung des 
Kombinationsprinzips in dem bisher besproclnuieii Sinn zunachst 
noch uiiterbleiben muss. Dass es aber aiudi bier giiltig bleibt, 
zeigen folgende Umstande: 

Bei Triplettserien mit zwei Satelliten in der i. Nelienserie hat 
man noch die neuen Symbole (m, , [m, wobei 

p{ >P'2 '>P:i ist, einzufiihren. Da tz, — tzo, 0 — o' bei deu Alkalien 
angenahert Null sind, erhiilt man — />3, aiigenahert 

aus den Grenzen tier Nebenserien, wenn man diese in der Form 
N . 

— , ^=1^2, 3 schreibt, und />, — — R2> ^^svv. setzt 

(wobei = TCo = -3 = o angenommen wird). Es ist />, — />»2 etvva 
doppelt so gross wie — />3, und die beiden Schvvlngungs- 
zahldifferenzeii, die Rydberg mit v<, Vo bezeiclmet, lassen sicb 
schreiben 

V, = (2, ^ 2 , 7^2)-' (-i, Pi, TTi), 

V2= (2, /)3, Tis) — (2, /)2, 'n:2). 

Bekanntlich schwankt der Quotient von V| durch das Quadrat des 


Atoingewichls pi innerhalb einer Gruppe cheiiiisch verwanclter 
Eleinente niclit sehr; dag^egen scliwankt er von Gruppe zii Gruppe 
betraclitlich, von 3 i ,6 bei Cs bis 187,0 bei Tl. Da Vi einen kom- 
plizierten Ausdruck bat, ist dies zu ervvarten ; wlr fiihren besser 
die Grosse an Stelle von ein ; ibre Schwankung ist vieL 

genager : 



Na 

K 

Rb 

Cs 

Cu 

Ag 

(') 

. 32,3 

37,8 

32,3 

3 1 ,6 

() 1 , 8 

79,0 

p 







(/’S — Pi) '0* 

0,142 

0,189 

0,180 

0 , 1 86 

0 , 1 86 

0,242 

tJL- 








Mg 

Ca 

Sr 

Zu 

Cd 

IJg 

'"'f (M...... 

. 68,8 

66 , 1 

5 1 , 5 

91 

()3 , 2 

ii 5,4 








(P2 — Pl)lO-'' 

1-^- 

0,146 

0,177 

0, 107 

0,172 

0,186 

■ 0,223 


AI 

In 

Tl 

He 



(■) 

102,8 

172,1 

187,0 

63,8 




/?i) iqS 


o,-i/i8 0,-292 0,327 0,20.1 


Dabei diirfte die noch bestebende Scbvvankiing ziiin Teil von der 
Unvollkommenbeit der Serienforine], vor allein abei* von der Ver- 
nachlassigung von 7 z^ — bcrriiliren, die bei liolien Atom- 
gewicliten sicber einen grbsseren Febl(‘r bewirkl. Die Kenninis 
der Hauptserien wiirde erlauben, dies zu entscbeiden. 

Ferner gelang es, bei Ca, Sr, Ba die Gleicduing der zweilen 
Nebenserie fiir die starken, ultravioletten Baare der Erdalkalien, 
fiir welche die Diilerenz der Scbwingungszahlen etwa doppelt 
so gross wie Vj ist, aufzustellen, und aus den (irenzen dieser 
Serien die entsprecbende Diilerenz der konstanlen /2/zubilden; 
die Differenz iintersclieidet sich von derjenigen der Triplettserien 
nur um ca. i 5 Proz. ; bei exakter Berecliniing (es war tci — '310 = 0 
gesetzt, da die Hauptserie ins Gebiet der Sduimannscben Strahlen 
fall I und nicbt beobacb tet Ist) vvurdeiiwobl beideGrossen einander 
gleich, was dem Kornbinationsprinzip der Ivonstaiiten cntspricht. 


(^) Die Zusainmenstcl lung isL von Rydberg, JRapports du Congrh^ etc., t. II, 
Paris, 1900. 
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Endlich sind bei Ca, Sr neuerdings Nebenscrien engerer Tri- 
pletts gefunden worden, aus deren Grenzeii sich vvieder Dif- 
ferenzen p\ — p[, — p'^ bilden lassen. Innerhalb derselben 
Genauigkeitsgrenze zeigte sich, dass sie mit den aus den Haiipt- 
linien der ersten Nebenserie berechneten Konstanten d — d/^ 
d^ — dl^ bzvv. gleich sind, so dass hier eine neue Kombination 
vorliegt. 

Diese Umstande zeigen, dass man in manchen Fallen mit Vor- 
teil an Stelle der Wellenzahlen die Konstanten der Formeln in 
Betracht zieht. Bei einer definitiven, exakten Formel vviirde dies 
in noch erhohtem Masse der Fall sein. 

In den Erdalkalien sind Doppellinien mit den Abstanden , Tri- 
pletts mit den Abstanden , Vo ausserhalb der Serien noch mehr- 
fach beobachtet. Solche Tripletts sind nach dem Kombinations- 
prinzip in der Tat dann und nur dann zu erwarten, wenn die 
TC/) mit irgendeiner Grosse (m, a, (5) verbunden werden ; sie 
miissen somit zu Serien gehoren, die an denselben Stellen endigen^ 
wie die schon bekannten Nebenscrien, enthalten aber offenbar 
nur wenig Glieder, die intensiv genug sind, um beobachtet zu 
werden, und diirften sich sogar haufig auf ihre Fundamentallinie 
beschranken. 

Es ist bekannt, dass bei wachsendem Atomgewicht oder Siede- 
punkt die Serien immer rascher abklingen, so dass nur die den 
niedrigsten Ordnungszahlen entsprechenden Linien beobachtet 
werden. Anderseits nimmt die Zahl der verschiedenen Serien zu ; 
neben den Triplettserien zeigt z. B. Mg Serien von Doppellinien 
and von einfachen Linien, und es wachst die Anzahl der Kombi- 
nationen. Man gelangt so schliesslich zu einem Spektrum, in 
welchem eine grosse Anzahl charakteristischer, konstanter DifFe- 
renzen, aber keine Serien wahrnehmbar sind. Es scheint mir sehr 
wahrscheinlich, dass die sog. Spekti'en zweiter Art^ welche diesen 
Charakter aufweisen, Serienspektren mit zahlreichen Kombina- 
tionen und sehr wenig entwickelten Serien sind. 

Die Berechnung einer Grosse (m, a, j3) setzL die Kenntnis der 
Grenze einer Serie voraus, in deren Formel sie eingeht. Diese 
Grenze lasst sich mit grosser Genauigkeit bestimmen, ausser wenn 
nur wenige unscharfe Linien beobachtet sind ; sie ist auch ziemlich 
unabhangig von der noch vorliegenden Unsicherheit iiber die 



exakte Form der Seriengleichung. Dalier die unten mitgeteilten 
Rechiiuiigsergebiiisse nur geriiige Uiisicherheit iiivolvieren ; bei 
den oben sub i., 3., 4- aiigefiihrten Fallen hat man sogar aus- 
schliesslich Differenzen oder Sutnmen beobachteter Wellenzahlen 
jZLi berechiien ; bier ist die Siclierheit naturgeinass noch grosser. 

Dagegen lassen sich die in das Symbol — '^ 2 ) 

eingehenden Kionstanten um ‘20 Proz. variieren, ohne dass der An- 
schluss an die Beobachtung viel schlechter vviirde. Wegen der 
Ivleinheit von /?, — tc, — ist namlich der Einfluss dieser 
Konstanten relativ gering, diese Serien entfernen sich alle nur 
N 

weniff von A ; besonders bei Li, Na ist dies der Fall, wah- 

rend bei K, Rb, Cs die Beobachtungen zu ungenau sind, um 
einige Sicherheit zu gewinnen. 

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit (') habe ichgezeigt, dass 
man Sjsteme einfachster Art angeben kann, deren Energie rein 
elektromagnetisch ist, und die die Balinersche Formel, die 
Seriengesetze, anomalen ZeemanefFekte usw. ergeben. Die Schwin- 
gung 

<■» = 

wird durch das magnetische Feld von m — 2 aneinandergereihten 
Elementarmagueten hervorgebraclit, die untereinander identisch 
sind. Ahnliches gilt bei andern Spektren. Hi'iheren Ordnungs- 
zahlen entsprechen. so gevvissennassen ho here magnetische Poly- 
merisationeii, die schliesslich instabil werden, so dass die Linlen 
mit wachsendetn m sich verbreitern und iminer schvvaclier werden. 
Auch stiirmische Bevvegungen, wie sie im elektrischen Funken 
stattfinden, sind der Stabilitat ungiinstlg, daher die Serien im 
Funken bei klelneren Ordnungszahlen aufhdren als im Bogen. 

Das magnetische Feld im Atom kann bei alien Spektren be- 
Irachtet werden als erzeugt durch zwei Pole entgegengesetzten 
Vorzeichens ; jedes der zwei Glieder von (m, a, [3) — (/i, a^, [3^) 
stellt je den Eintluss e/’nes Poles dar; jeder dieser Pole kann im 
Atom verschiedene Lagen annehmen, die z. B. bei Wasserstoff 


(M W. Ritz, Magnetische Atomfeldec und Serienspektren ; QEiuvres^ V^ll, 
p. 98. 



aquidistant auf einer Geraden liegen. Vertauschung tlieser Jjageo 
untereinander entspricht dem Kombinationsprinzip. Allgenieiner 
kann man wohl die Vermutiing- aussprechen, dass stch die ein- 
facheri Gesetze auf die Lagen diese?^ Pole im Atom bezieJietu 

Dass fiir die Ordnimgszahl ein gevvisses Minimum vorgeschrieben 
ist — was bei keinem bekannLen Schvvingungsvorgang slatiiindet^ 
besagt in dieser Vorstellungsweise nur, dass die Magnetpole durcb 
die StmktLir des Atoms in einer gewissen Minimalentfernuag von 
dem im Innern des Atoms schwingenden Elektron gelialteu vverden^ 
was recht plaiisibel ist. 

Ich gehe zur Besprecbung der einzelnen Spektren ilber. 


W ass e 7' s to f)\ 


Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn Pascheii hat II 
eine infrarote Linie 1= i8'j5i zi= 2 ; sie ist das Umfassungsglied 
der Serie 


V = N 


i) 


{in == 4 , 5 , 6 ), 


die fLir 771 den Wert A = 1 876 1 ,7 erglbt, wottiit die A 7i7ialu7ief. 
es set die Bat 7 nersche Fo 7 ' 7 nel (6) 77iit zwei ga/izeri Zahle/} zit 
schreiben, 



wohl als hewiesen zu betrachteix ist. 


Lithium. 

Bei Li haben Hagenbach (f), Hagenbacb und Ivorien (-), 
Saunders if) eine Reihe neuer Linien entdeckt, die eine Serie 
bilden. Im Infrarot hat A. Bergmann (Zoc. cit.) zwei Linien 
gemessen; endlich verdanke ich Herrn Paschen die giilige 
Mitteilung einiger vorlaufiger Messungsergebnisse infraroler Linien 
der Alkalien. 


(') A. Hagenbach, Ana. d. Pliysik, t. IX, 1900, p. ^09, 
(‘) Physikal Zeitschr., t. IV, igoS, p. 592, 8or. 

(^) Astrophys. Journ., t. XX, 1904, p. 18S. 



Nach Analogic der ubrigen Alkalien sollte man erwarten, dass 
die Li-Linien aiis engen Paaren bestehen. Hei'r Hagenbach 
{loc. cit.) findet aber die rote Li-Linie (Grundlinie der Haupt- 
serie) einfach, wahrend er, wie auch Saunders, die Linie 4602 
der ersten Nebenserie doppelt findet, wobei allerdings der Abstand 
do p pelt so gross ist, als zu erwarten war. Die Linie 6 io 3 , deren 
Koinponenten nocb weiter auseiiiander liegen sollten, findet 
aber Saunders einfach, wahrend fconen und Hagenbach auch bei 
ihr manchinal eine doppelte Umkehrung wahrnahmen, die sie in 
dein Sinne deuten, dass die Linie doppelt sei. 13 urch die folgen- 
den Betrachtungen wird man aber zu einer andern Auffassung ge- 
drangt. Nach der oben erwahnten Bezieliungzu den Quadraten der 
Atomgewichte sollte />< — = o,oooo 5 sein. Tiber 'Tu^ — tio lasst 
sich, nach Analogic der ubrigen Alkalien nur sagen, dass es von 
ahiilicher Ordnung sei, nicht aber, dass es verschwinde. Nun ist (^) 
pz=z — 0,048 I 5 , 0,0257; setzt man etwa 772 = tt, 

y ?2 = /^ 4- o,oooo 5 , TTo = 'n: 4- 0,0002, so kompensieren sich die 
Aenderungen fur die (jrundlinie der Hauptserie, diesomit, 

ebenso wie die Nebenserien, einfach wird ; wahrend fiir grossere m 
die Kompensation zwar nur eine teilweise ist, doch sind hier die 
Linien nur uin cinige Hundertstel A.-E. voneinander entfernt, und 
somit nicht zu trenneii. Bei dieser Annahme erklaren sich samt- 
liche I^eobachtungen aufs befriedigendsle. 

Denn bildet man zunachst die Kom bination 5 , also hier die 
Serie 

N 

V = 12202,6 ; -7 {m = 4 , 5 , 6, . . .) 

/ 0 , 0002 \“ 
m — 0,00 00 ) H ; 

\ rrC^ 1 

(w^obei die Zusatzglieder, bei den Genauigkeitsgrenzen der Be- 
obachtung, belanglos sind), so ergibt sich fur m = /\^ \= 18698,7 
(18694 nach einer ersten, 18698 nach einer zweiten Messung von 
F. Paschen) ; m = 5 , >.= 12791,5 (Paschen 127844=10). Wei- 

(4 In meincr Inaug.-Diss. {loc. cit.) sind irrtuinlicherweise far die KonsLantcn 
von Li die allerdings nur wenig abweichenden Ergebnisse einer vorlaufigen Berech- 
nung niitgeteilL. Die Grenze der Hauptserie ist 4348^7 (statt 43482,8), die der 
Nebenserien 28681,6; 5 = 0,09934; <t = — 0,02210. Die Grundlinie der ersten 
Nebenserie ist v = 16379,0, somit ( 3 , 6) = 28681,6 — 16879,0 = 12202,6., 
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tere Glieder sind ixicht beobachtet. Es entspricht diese Serie 
Bergmannschen Serien von K, Rb, Cs. 

Die Formel , '0 - - ^2) enlsprichl ei 
Serie, die parallel der vorigen verlauft, iind deren Linien, da a 
-,—7:0 bei Li alle sehr klein sind, in uiiniittelbar 
Nahe der Linien der ersten Nebenserie liegen. Berecbnet man 


letztere die Grosse a-f-j 3 (A — v)= muss sie, 11 

A^nalogie der librigen Alkalien, negativ sein und deni absolt 
Wert nach mil m wachsen. Fur / 7 z = 3 ergibt sicb 0,00s 
(ur /n =4 nach der urspriinglichen Messung 4^02,37 von 
und Runge — 0,00147, wahrend die neuen Messungen 
Hagenbach 46 o 3 ,o 4 und Saunders 46o3,2 ergeben — 0,00 
bzw. — 0, 00826. Es ist also die eine Linie 4 ^^^^ Paares 
Linie der ersten Nebenserie. Die zweite Linie entspriciit 


( 2 , — {rfi, P\—P 2 i — '^ 2 ), 

7n = 4 , ^ = 4601,32 [4602,00 Hag., 4601,6 S.'J. 

Fiir m =:3 berecbnet man 6097,66, eine Linie die sicher feblt 
sie viel zu weit von 6108,77 entfernt ist, um bei der Erklarung 
oben erwahnten doppelten Umkehr in Frage zu kommen. E 
also in — tco) die Ordnungszahl 4 die Fundamen 

zahl, wie sicb noch vielfach bestatigen wird. Bei m =5 ist < 
Trennung von der ersten Nebenserie nicht mehr muglich. 
Bilden wir endlich die parallel der Hauptserie verlaufende S 

V ==(2,/), TC) — Tt), 


deren Grenze gleicb der der Nebenserien ist, und die man einJ 
durch Bildung der DilFerenzen der Schwingungszablen derHai 
serie gegen deren Grundlinie berecbnet, so erbalten wir die 
Konen und Hagenbach gefundene Serie von Linien : m = 
X=: 6240,0 (6240,8 K. H. ; 6240,3 S.), m= 4 » )v = 463 ( 
(4686, t4 H. ; 4686,04 H. K. ; 4636,3 S.), /?z = 5 , 

( 4 ^ 49 ?^ K. H. ; 4148,2 S. sehr diffus), m = 6, X = 

(8924 K.H.; 8921,8 s.). 

Damit sind alle bis jetzt bekannt gewordenen neuen Li-Lii 
aufgenommen. Herr Paschen findet noch 17568 und i2i 
Linien die noch unsicher bestimmt sind ; sie diirften den K 


binationen 

(•■>,/?, TC) ~ ( 4 , d , o ), \ = 17549, 

( 3 , /j, Tc) — ( 5 , 0), \ = 12236 

entsprechen, die vvir, ebenso vvie alle andern Kombinationen, bei 
Na vvieder finden vverdeii. Man beachte, dass hierbei niclit eine 
einzige neue IvonstanLe gebraucht ist. 

Natrium. 

Das Spektrum von Na ist, aiisser von den schon oben genannten, 
im siciilbaren Teii von Lenard (*), im Infrarot bis 4 j 3 p von 
Moll (“) anLersiiclit vvorden. 

Aus ( 3 , dy 0) — ergeben sich die Linien 
4)5 = 18460 (Paschen 18409,5); m = 5 , \ = 12679 

(Paschen 1267450, Messung unsicher). Die. nachsle Linie io 838 
ist bis jetzL niclit beobacluet, vveil zu sclivvach. Aus 

und 

(2 5 , TCo) — ( m , /o — />2 , 7 Ci — 11:2) , /-> 1 — /^2 = o , 00074 

(Serie von Doppellinien) berechnet man fiir /n = 4 das Paar 
A= 5670,745 3670,00. Dies ist das schon von Kayser imd 
Runge beobacblele, nacb Violelt abschaltierte Paar 5675,92, 
5670,40 ; die Grenze der Nebenserien, die in die Reclinung eingeht, 
lasst sich bier riur bis auf 2 oder 3 Einheiteii der 5 . Stelle sicher 
angeben, die Abweicliung von der Beobachtung bleibt innerhalb 
dieser Grenzen. Dass diese Aiiirassung des nacb Violett abschat- 
tierten Paares die ricblige sei, ergibt sich aucb dut ch die Analo- 
gic von Cu, Tl, wo bei rn = /\ der ersten Nehenserie ein solcbes 
Paar beobacbtet ist, das durch eine entsprecbende Formel dar- 


(*) Lknaud. Ann. d. Pliysik, L. XI, igo 3 , p. 636 . 

(‘^) W.-T.-H. Moll, Inciug.-Diss., s. Proc. Amst. Acad. Wet. 26. Jan. 1907. Die 
■Wellcnlan.|:;en l»aL Moll nach den ( voncinander etwas abweiclicnden) Dispersions- 
besLimiriungcn fur Steinsalz von Rubens und Langley l>estimnil,. Nach F. Paschen 
{Ann. d. Physik, Mai 1908) ist die letztere die richtige und es sind daher die 
entsprechenden X irn Texte benutzt. Die WellenlUngcn sind bei krUftigeo Linien 
im allgemcinen auf 0,01 — 0,02 p. gcuau, bei scliwachon Linien kann der Fchler 
grosser werden. 


gestellt wird (s. unten). Ferner erhalt man fiir m = 497777^ 

und 4973,00 (497^,1, 4973,0 K. H. ; 497^,0 S., unscliarf); m = 6 ^ 
4666,00, 466^^30 ( 4665 , “a K. undR., koinzidiert mit ehier Linie 
der ersten Nebenserie ; 4660 K. und FL; 4660,2 S.); 

4496,4, 449^,9 (zu nahe bei der ersten Nebenserie, niclit mehr 
beobaclitet). Fiir ni = 3 ergibt sich 81 40; das Paar ist nicht beob- 
acbtet, ebensovvenig wie die entspreclienden von Cu, Tl; dies ist zu 
erwarten, wenn /?2 — 4 die Fundamentalzahlfur(m,/:>i — — '^2) 
ist. 

Wie bei Li bilden vvir ferner 


TT,), (2,/?2, TC2)~(/77,/?2,'7r2) 

und erlialten die schon von Lenard, Konen und Hagenbach 
beinerkte Serie unscliarfer Linienpaare mit nahezu konstanten 
Diflerenzen : m = 3 , ';y5i7,3, 7510,8 (wohl wegen geringer Intensi- 
tiit und ungLinstiger Lage bisher nicht wahrgenommen) ; = 

5533,10, 5527,80 (553 1^7 K. u. H.; 5532,78.; 5627, i K. u, H. ; 
5528,28.); /n = 5 , 49*9,2, 49 t 3 , 1 (4913,5 K. u. H. ; 4918,4 8 - ; 
4910,1 K. u. H.; 49*4,0 8.); m = 6 , 4635 , 6 , 4681,9 ( 4633 , 1 K. 
und H. ; 4629,0 8. ; 4629,4 K. u. H. ; 4626,5 8.) ; m = 7, 4477 , 9 , 
4474,4, (4470 Lenard ; 447^,5 8 ., nicht getreniit wegen zu grosser 
Un.scharfe) ; /n=r8, 438 o, 8 , 4877,5 (4872 8.). Die Linien, beson- 
ders die ietzten, sind so unscliarf, dass die M)weichungen, wie 
schon aus dem Vergleich der Messungen verschiedener Beob- 
achter hervorgeht, innerhalb der moglichen Beobachtungsfehler 
liegen. 

Audi die Rombinationen ( 3 ,/i/, tt/) — (4,(r/, S), f=i,2 exis- 
tieren, die aus der Formel der ersten Nebenserie durch Erho- 
hung der Ordnungszahl des ersten Gliedes entspringen: es 
findet sich )v=: 28378, 28846 (Paschen 28377, vielleicht dop~ 

c 

pelt, Fehler bis 20 A.-E. mdglich). Das nachste Paar (ni = 3 ) 
ware 1,476 ji., 1,47611*, Moll hat eine schwache, daher wenig 
genau bestimmte Linie bei i, 44 - Ob sie dem fragUchen Paar ent- 
spricht, bleibt zweifelhaft. 

Ebenso kann man zur zweiten Nebenserie die Parallelserie 
(3,j9/, Tc/) — cr), bilden, deren erstes died (m = i , 5 ) 

zur Hauptserie gehort, die weiteren ins Ultrarot fallen, wo sie 
enge Paare bilden (Abstand = 5,5 fiir fiinfstellig geschriebene 


Wellenzahlen) ; es sind : 7 n= 22080, 22o53 (Pasclien 

2208 1 , 22o56) ; m — 3 , 5 , 3 , 4*^ i [jl, 3 , 4 1 5 [j. (Moll 3 , 4 a). 

Endlich ergibt 

X = 4, 0492 [.t (M. 4,06). 

Diese Combination entspricht sowohl bei Na wie bei K, lib, Cs der 
iangsten von Moll gemessenen Wellenlange. Wie iihmer, fehLea 
die den niederen Ordnungszalilen 2, 3 entsprechenden Linien, 
wodurch ni = l\ als Grandzalil von — tco), wie oben 

schoii bemerkt, sich ergibt. 

Ebenso wird durcli die Beobachtungen von Moll die Existenz 
einer Linie m—'i der ersten Nel)enserie und damit die ent- 
sprecliende Hauptserie aiisgeschlossen. Es ist also = 3 die 
Grimdzahl fiir (/; 7 , 7/, 3 ) (die Numerierung ineiner oben zitierten 
Dissertation stimmt fiir die erste ]Ne])enserie der Alkalien mil der 
von Kayser iind Ru nge iiberein). 

Die Komb illation (1,0, ,s, a-,) — ( 3 , rf, 3 ) ergibt X=: 34 ^ 6,9 und 
ist niclit beobacbtet; dagegen scheint ( 2 , 5 , .9, 7) — ( 3 , 0), 

A = 2,9i3|j. von Moll (2,90) beobacbtet; die Genaiiigkeit ist zii 
gering, um eine Enlscbcidung zii erlauben. 

Nicht aufgenommen vverden diirch diese Formeln Lenards Linien 
5 1 00, 4820, 47'^b weder Conen und Hagenbach, nocli 

Saunders gefunden haben ; ferner zvvei schvvache Paare '^869,4, 
^3y7,4i, 'j/\ \o^o^ 74*878, deren A.bstan(l etwas kleiner ist als der 
normale Abstand 17,2, und von deren Zugehdrigkeit zii Na, 
wenigstens fiir das zvveite, Saunders nicht sicher ist ; Leh- 
mann fiihrt sie nicht. Endlich hat Moll noch eine sehr schwache 
Linie i,57[jl, die sicli den Formeln nicht fiigt. Die Zugehdrigkeit 
dieser Linien zu Na, resp. ihr Zusammenhang init den iibrigen 
muss zvveifelhaft lileiben. 


Kalium, 

Bei K haben sich fiir die im sichtbaren Teil verlaufenden neuen 
Serien vonLi,Na bisher keine entsprechenden gefunden. Ramage 
hat zwar drei scbvvachc, diffuse Linien 4829, 4767, 4638 , 6 , die aber 
weder von Liveing und Dewar, noch von Saunders gesehen war- 
den. Dagegen findet sow^ohl letzterer, wie Ramage, eine schar- 


fere Linie bei 4642,4 (4642 = 35 R., 4642,5 S.), die sich in der 
Form (i , 5 , ff) — ( 3 , d, 0) darstellen lasst : einc Koinbinalion, die 
ich sonst nur bei Rb und He noch finden IconnLe. Es muss zweifel- 
haft bleiben, ob es sich bier wirklich uin diese Koinbinalion 
handelt, denn zur Berechniing von ( 3 , d, 0) isl die Kennlnis der 
Grundlinie der ersten Nebenserie nolwendig; dieselbe isl nnrvon 
Bergmann geinessen; man findel ( 3 , 5 ) = 1 3462 dz 8 aiis der 

einen Linie des Paares, und 18467 ± 8 aus der andern ; die beiden 
Zahlen sollten idenlisch sein. Dagegen isl (i, 5 , s, cr) = 35 oo 5 ,o 
genau bekannt; es findel sich 

V = 35oo5 — t3465 = 21 54odz8. X = /\6/\ i ,‘Azt 

wahrend beobachtet ist 4642,4* Aehnliches gilt bei Rl), nicht aber 
bei Li, Na. Um bier Sicherheit zu gevviimen, iniissten vvesentlich 
genauere Messimgen vorliegen, wie vvir sie bei He iindeu werden. 

Die Grenze der Bergman nschen Serie 

V = (3,z/,o)— TTi —TTs) 

ist aus demselben Grand unsicher; diese Gleichimg laiilet, expH- 
zite geschrieben : 

V = i34G5 — dz 8 

(m — 0,00284)“ 

und ergibt m = 4 , A = I oi 45 dt 35 ; /?i = 5 , i loi 9 ; m = 6, 9698 ; 
m=zrj^ 8907; = 85 o 8 ; wahrend beobachtet isl i 5 i 68 (‘)^ 

iioi2±:io, 959o±:ro, 8908^10, 83 oo±:io. 

Wie bei Na findet sich aus 

(4,/?l — — X = 4,o45[Jt (Moll 4,o4). 

Auch gibt 

— (4,^, 8 ), i = i, 2 , X=:3,745 und 3,720 (Moll 3,73), 

(3,/)/, 71/) (3,<^, 0 ), i = i, 2 , X == 3,160 und 3,144 (Moll 3,i4). 

Moll hat noch 2,24, 2,^6 (-), schwacbe Linicn, deren Einord- 
nung zweifelhaft bleibt. 

(^) Nach vorlaufigen Messungen von F. Paschen. Bergmann gibt JS282, cine 
Zahl, die er jedoch durch Extrapolation erhalt und die um 114 zu gross ist. 

(') Durfte der Doppellinie Na 2,2op, entsprechen ; die Rechuung ergibt 2,716 
and 2,702; es 1st bei schwachen Linien wie diese wobl ein grosserer Feliler in 
Molls Beobaclilungen Tnbglich. 
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Rubidium. 

Bei Rb findet Bergmann fiir das Paar /2 =: 3 der ersten ISeben- 
serie i 54 >Oj i 483 o, wobei jedocli, wie bei der K-Linie 160.82, 
die Dispersionsformel des Ap para ts von i 3 6oo an extrapolierL 

ist. Korrigieren wir nach der obigen Messung der K.-Linie von 
Pasclien durch lineare Interpolation von i 36 oo aus, so ergibt 
sich 10265, 147^75 wobei nun auch die Differenz der Schwin- 
gungszahlen 23 g besser mit der konstanten Differenz 287,0 iiber- 
einstimmt, wahrend sie nacli B. 254 war. Dies ergibt ( 3 , (i,o) = 14327, 
iind da p^ — P'>= — 0,01296, tt, — ' n:2=:o, so gibt die Formel 
( 3 , c/, 0) — (m. Pi — jOo, Tt, — TTo) die Linien der Bergmannschen 
Serie : 

m = 4 ? 18459 (B. 13442); m = 5 , X 10082 (B. 10069); 

m==6, 8874 (B.8872); m = 7, 8276 (B.8271). 

Die Differenzen bleiben innerhalb B.s Beobachtungsfehler. 

Ferner ist ( 4 ,rf, 3 ) — — ~o) = 8073, X=: 2,799 

(Moll 2,80). W^eitere K.ombinationen dieser Art fallen ausserhalb 
des beobachteten Bereichs. 

Die Kombination ( 3 ,<i, 0) — (i, 5 , cr) ergibt X = 5 164,7, wah- 
rend Ramage eine nicht zu den Serien gehorende und weniger 
diffuse Linie bei 5 163 , 35 hat, die vielleicht mil Lecoqs Linie 
5 i 62±:? idenlisch ist. Er fiihrt ausserdem Linien bei 49 ^ 7 , 5087, 
63 o 6 , 8 ; Lehmann hat 85 i 3 , 3 ; liber die Beziehung dieser 
einfacJien Linien zum System der Doppellinien habe ich keine 
Sicherheit erhgillen kcinnen; ihre Ziigehorigkeit zu Rb ist nicht 
ganz sicher, ebenso wie die der Linien 0,98, 1,11 von Moll, 
deren erste mit einer starken Cs-Linie, die zweite mit einer 
R-Linie koinzidiert. 

Als langste Welle haben wir wieder 


— TTs)— (5,pi— )^ = 4,Ol8 (Moll 
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Cdsilun. 

Die Grundlinien der ersten Nebenserie miisseii nacli den Serien- 
formeln bei 3 a liegen imd kraftig* sein ; sie sind von Moll beob' 
achtet: A“ 3 ,oo, Ar= 3 , 5 i ; Differenz der SchwingLingszalilen 480, 
wahrend die normale Diflerenz 554 ist; dies erklart sich aus dem 
Umstand, dass Moll die Hauptlinie, nicht aber den schwacheren 
Satelliten, welcher die konstante Differenz gibt, beobachtet bat. 
Die Abstande des Satelliten von der Hauptlinie sind nach Ra- 
mage uod Saunders Beobachtungen {n = 'j) -^3, (6) 10,9, 
( 5 ) 22,0, ( 4 ) dyjd? letzteres nach Lehmann, der die Hauptlinie 
bei 9171,9, den Satelliten bei 9211,9 gemessen hat; fur n — 3 
ergibt sich also aus Molls Beobachtungder Abstand 554 — 4^0 = 74-1 
der aber sehr unsicber und zu klein ist; denn dieZunahme von ( 5 ) 
zu (4) sollte bedeutend klelner sein als die von (4) zu (3) ; der 
schwachere Satellit verschiebt das bolometrisch beobacbtete In~ 
tensitatsmaximum nacb seiner Seite hin, so dass 3 , 5 i zu gross 
gemessen ist. Daraus ergibt sich ( 3 , r/, S')^: i6qoo zb i 5 , 

( 3 ,rf^ 50 <16825. 

Die Bergmannsche Serie wird aus Doppellinien bestehen : 

(3,d,Q} 

(3, d', 3') — -I — TCs). 

Wir setzen ( 3 ,<^/, 0) = 16906, = 16809, durchaiis 

innerhalb der Genauigkeitsgrenzen begt, die bei obiger Fest- 
setzung vorgeschiieben sind. Dann ergeben sicb in A.-E. die 
Fehler : m — + 35 , + 3 o, (Berginann); /?? = 5, +2,8, +2,5 

(Lehmann); m~Q, +1,1, +1,0; m = ^j, —1,6, — 1,5;/?? = 8, 

1,6, /?? rzr 2,3, — ^ I'j ] /n=io, + 7,0, +1,6. 

Die Differenzen haben einen systeinatischen Gang, iiberschreiten 
jedoch nur wenig die moglichen Beobachtungsfehler, die bei 
Bergmann wohl auf 20 bis 3 o, bei Lehmann auf 4 bis 5 , bei 
Saunders, welcher die iibrigen Linien beobachtet hat, auf 
i A.-E. , und bei der letzten, sehr diffusen Linie auf vielmehr ge- 
schatzt vverden konnen. Ob unsere Formel nur eine Annaherung 

darstfillt. nif*. WTP. lihno'pn f Arm pin xx/ij ptiQPn H pm 


Bei Cs liaben wlr die Moglichkeit, das Nichtvorhandensein der 
Lillie ni = ?y der Bergniannschen Serie zii konsLatieren. Moll 
fiiidet fur die Linie / ,oi [jl, die der Ordniingszalil 4 entspricht, die 
Intensitiit 90. Die Linie — fiir die man A=:2,29 and 2,24 
berechnet, sollte intensiver sein. Zwisclien i p. and 4,5 bat Moll 
aiisserhalb der sclion bekannten Serienlinien iinr 4 ganz schwache 
Linien (Int. 5 bis 10): 1,70, 2,08, 2,41, 5 , 97, woven die zwei 
letzten anderen Kombinalionen angelioren. Die Linie m 3 felilt 
also slcher, m = l\ isL die Fundamentallinie, wie wir schon niehr- 
facli gesclilossen haben. 

Wie bei Rb erlialten wir noch aiis ( 3 ,/?/^ tc/) — ( 3 ,r/, 0) resp. 
— ( 3 , o?', o') die Wellenlangen 1,3591, 1,3748 (Hauptlinien) ; 

1,3930 (Satelllt). Die erste fallt zusainmen mit einer Ijinie der 
ersten Nebenserie (B. 1,3597), die zweite hat B. bei i ;,377 beob- 
achtet, der Satelllt is^ wegen zu geringer Intensitiit, nicht beob~ 
aclitet. Die Kombination ( 3 ,/>o 7 u/) — [l\,d^o) resp. 
entspricht einer Linie vonsehr grossemX; aber ( 3 ,/;^, 7 ^l) — ( 5 ,d,o) 
ergibt X= 2,425 (Moll 2,41 , schwach) ; die zwei anderen, 
schwacheren Linien slnd nicht beobachtet. 

Es folgtaus (4,/?j — '^2)-— <7c.) a = 3,96o 
(M oll 3,97). 

Es bleiben zwei sehr schwacdie fnnien, 1,74, 2,08, iind eine 
Linie von Rainage, 5209, die Ronen und liagenbacli nicht finden 
konnten und daher als Verunreinigung betrachten. 

(1,5, .9, cj) — ( 3 , c/, 0) gibt A — 6900 angenahert, welches vielleicht 
wegen ungiinstiger Lage nicht l)eobachtet ist. 


Kapfer, 

Die Grenzen filr die Nebenserie von Cii sind nicht sehr genau 
hestlinmbar, weil nur wenig Glicdcr beobachtet sind ; man berech- 
net 3 1 023,3 und 21771 ,8, /^o — Py “ 0,00740, wobei tt, — tco = o 
gesetzt ist, was angenahert erlaubt sein dilrf te. Die Kombinalionen 
(2,/>/, 7u/) — ( 4 ,/-?i — />27 '^\ — '2^:1) ergeben bis auf einige Hundertstel 
x\..-E. das schwache, nach Violettabschattierte Paar 4 oi 5 , 8 , 4 o 56 , 8 , 
genau wie bei Na. Hohere Glieder der Serie sind nicht gelunden. 
Bei T 1 ist auch ein solches Paar beobachtet; bier kann allerdings 



IT, — 7v 2 = 0 nur eiiie sehr robe .\nnalieraiig' sein, so dass man das 
Paar mit einem Fehler von 20 bis 3 o A.-E. erhalt. 

Die Hauptserie von Cii ist ihi'em Verlauf i>ach nicht bekannt, 
und Beobaclitungen im InfraroL liegen nicht vor. Es ist dies daher 
die einzige Combination^ die wir zu beriicksichtigen habeiij mit 
Ausnahme von (1 , 5 , or) — ( 3 , 0), welche fehlt. 


Helium. 

Im Spektruni von He fanden Runge imd Paschen (*)niit'eine 
einzige Linie, die ausserhalb der Serien blieb, 3809,22, und die 
sie infolgedessen einer Verunreinigung durch ein imbekanntes 
Gas zLiscJirieben. Sie gehort aber ziim System der Doppellinien 
von He, und entspricht der Kombination ( i , 5 , 5, a-) — ( 3 , ci', S), die 
sicli schreiben lasst 


[(1,5, <J) — (2,/?,-, 71,*)] -1- [(2,/?/, T.i) — (3, d, 0)], 

ihre Wellenzabl ist also gleich der Summe der Wellenzahlen der 
Grimdlinien der Hauptserie und der ersten Nebenserie, wobei in 
beiden Serien die slarkere, oder in beiden die schwachere Korn- 
ponente zii nehmen ist, Herr Paschen hat mir das Ergebnis einer 
genauen Messung der infraroten He-Linienfreundlichst mitgeteilt ; 
die starkere Komponente der Grundlinie der Hauptserie ist da- 
nach I o 83 o ,44 0,2 ; die Grundlinie der ersten Nebenserie 

ist 5870,870 ; die Wellenzahlen im Vakuum 9230,78 und I70i4ii3 
ergeben als Summe 26244786, wahrend beobachtet ist 26244578 ; 
der Fehler^ 0,01 5 A.-E., bleibt innerhalb der Fehlergrenzen. 
Damit ist, wie ich glaube, die Existenz dieser Kombination bei He 
liber jeden Zw’'eifei erhoben. Die entsprechende Linie 5042,26 
fiir das System einfacher Linien scheint dagegen nicht zu exis- 
tieren. 

Bereclmet man auch hier die Linie ( 3 , S)--(4,/3i — />2,Tc^ — uo) 

fur das System der Doppellinien von He, so ergibt sich 18680 ; 
dabei ist px — p.j, = — o,oooo 3 und kann ebensogut =0 gesetzt 
werden. Bei den einfachen Linien, als sehr enge Paare aufgefasst, 


(‘) C. Runge und F. Paschen, Astrophys. Journ., t. Ill, Jan. 1896, p. i5. 
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ware ebenfalls />, — p2y'^i — ^2 gleicli Null zu setzen; es wird 
X =i868'y. Bei iSbS^jSdzOjS findet Herr Pasclieii eine Linie, 
von der sicli bis jetzt nlclit entscheiden Hess, ob sie doppelt sei; 
dann miissLe 18680 erheblich schvvacher seiii. Weitere Linien 
sind vorlaufig bei He niclit gefunden. 

Die E vela Ika I le n . 

Bei den Erdalkalien ireten bekanntlich neben den Tripletts 
Starke Paare aiif init konstanlen Diilerenzen '/, die ungefahr das 
Doppelte der grdsseren Differenz belragen. Wie Rydberg ver- 
mutete, iind Range und Paschen durcli die magnetische Zer- 
legung der Linien bestatigt haben^ gelidren dieselben zu Serien, 
welche den Serien von Paaren der Alkalien durcliaus entsprechen. 
Da nun das erste Glied der Hauptserie aucli a Is erstes Glied der 
zweiten Nebenserie gelten muss, so kennt man von letzterer je 
zvvei Glieder ; in den ultravioletten Funkenspektren von Ca Sr, Ba 
findet sich das nachste Glied, so dass die Serie bereclmet und die 
Grenzen, wenn aucb nicht sehr genau, angegeben werden konnen. 
Eine Rontrolle dafiir, dass das ultraviolette Paar (bei Sr, Ba exis- 
tiert nur ein einziges) wdrklicli zur zweiten Nebenserie gehort, 
liegt in den so bereclineten Konstanten der Formel, die sich 
untereinander und den Konstanten bekannter Serien anschliessen, 
wahrend dies bei w^esentlich veranderter Lage des dritten Paares 
nicht der Fall ware. Eine direkte Bestatigung im magnetischen 
Feld oder durch Auffindung der folgenden Paare ware allerdings 
erwiinscht. 

Die zur zweiten Nebenserie gehorenden Paare mit ihren Weilen- 
zahlen im Vakuum sind durch die Tabelle gegeben (seite 160). 

Man berechnet bei Ca, Sr, Ba fiir die Grenzen A und und die 
Konstanten 6*, a- : 


Ca 

A = 

604^3,1, 

A'= 60646,0, 


s = 

— ■ 0, 90533, 

a =4-0,62397; 

Sr 

A = 

55028,7, 

A= 5583o,o, 


= 

— 0,85464, 

(j = —1— 0,66468; 

Ba 

A = 

49925,8, 

A'= 5i6i6,3, 


s = 

— 0,76651, 

C7 = -i- 0,72693. 






Ordnungszahlen. 




1, 

5 

2, 

3 

3,5 




X 

V 

A 

V 

1 

V 


Mg.. . . 

: 2795,63 

35769,8 

2930,61 

34043,1 

— 

— 

V — 91,5 

2802,80 

35668,3 

2928,74 

34134,6 

— 

— 


Ca.. .. 

j 3933,83 

254 1 3, /| 

3737,08 

26751 ,5 

2208,95 (^) 

45256,6 

j v'= 222,9 

1 

} 3cj68,83 

1 

26190,6 

3706,18 

26974,5 

2198,03 (1) 

45481,5 

Sr. ... 

( 

245 i 5,7 

43o5,6o 

23219,2 

2471,75 H 

40445,2 

\ y ' 3;^ §0 1,3 

j 4215,66 

23714,5 

4161,95 

24020,5 

2423,75 {-) 

4 1 246 , 2 

1 

Ba 

! 4554,21 

2f95i,7 

4900,13 

2o4o2,0 

2771,51 (3) 

36071 ,0 

1 

j v'= 1690,5 

1 

( 4934,24 

2026 1 , 1 i 

4525,19 

22092,4 

2647,41 (•'’) 

37761,8 

Ra 

1 

38x4,58 

26207,9 

58i3 ,85 

17195,6 

__ 

— 

1 

1 v' = 4857,1 

1 

( 4682,36 

I 

2 i 35 o ,9 

4533,33 

22 o 52 ,8 

— 

— 


Setzt maa wieder in erster Annaherung tt, — 712 — o, so ergibt 
sich daraus fur — P\' Ga 0,002.47; Sr 0;Oioi7, Ba 0,02448, 
wahrend in den Triplettserien fiir p^ — />, sich findet : Ca 0,00279, 
Sr 0,01184, Ba? Sie unterscheiden sich um elvva iSProz. von den 
ersteren, wahrend die konstanten Differenzen etwa doppelt so 
gross sind. In der exakten Formel, und ohne die Vernachlas- 
sigung von tt, — tuo, diirfte also wohl dieselbe Konstante fiir beide 
Differenzen massgebend sein. 

Auch die zvvei Satelliten von Ca, Sr bilden niit der Hanptserie 
Tripletts, fiir deren Abstand die Grossen d — d’ ^ d! — inass- 
gebend sind. Man findet, indem man 0 — S' = o, 0' — S'^ = o setzL, 
aus dem ersten Glied m — 'i der ersten Nebenserie : 

I. dass d — d^ bei den Serien von Doppellinien und bei den 


(^) Nacb Eder und Valenta, Beitrage zur Photochemie und Spektralana- 
lyse : Das F unkens pektrum von Ca. Wien, 1904. Dieses Paar ist schon von 
Hydberg beriierkt worden. 

(^) Nad) Exner und Hasguek, Wellenldngentabellen {Funkenspektren). Leip- 
zig, 190I. 

(^) Nadi Kayser und Runge; auch E. und H. fiihren die Linien im Funken 
spekLrum. 



Tripletts angenaliert ubereinstimmen. (Null bei Mg, 0^0007 
Ga-Tripletts, 0,0006 bei den Dabletts, o,oo 335 bei den Sr-Tri- 
pletts, 0,00339 bei den Dabletts.) 

2 . Bei Ca, Sr haben Fowler (^) und Saunders (-) Serien 
engerer Tripletts gefunden mit den konstanten Differenzen 21,2, 

1 3,6 bei Ca; 100, 3 , 59,8 bei Sr. Berechnet man aus deren Gren- 
zen die entsprechenden — JO27 so erhalt man wieder 0,0007 
bei Ca, o,oo362 bei Sr, Null bei Mg. Wieder wird man zum 
Schluss gedrangt, dass eine und dieselbe Konstante, also eine and 
dieselbe Ursache, diesen Diflerenzen zugruncle Hegt. Die ent- 
sprechenden Differenzen der Scliwingungszahlen variieren da- 
gegen sehr stark : der Ubergang zu den Konstanten unserer, 
wenn auch unvollkommenen Formel bringt also entschieden 
Gewinn. 

Bei den Elementen der zweiten Menclelejeffschen Kolonne 
fehlt die Hauptserie, und zwar sollte das als Grundlinie der zweiten 
Nebenserie extrapolierte Triplett, welches zugleich Grundlinie der 
Hauptserie ist, nach meinen Rechnungen (‘^) bei Mg, Ca, Sr nicht 
sehr weit ins Ultraviolett fallen ; es musste grosse Intensitat be- 
sitzen, und die Differenzen V|, V2 in iimgekehrter Reihenfolge auf- 
weisen. Bei keinern dieser Elemente existlert aber cin Triplett von 
soldier Beschaffenheit ; man koinint also zum Schluss, dass bei den 
von mir nach der willkurlichen Festselzung (5) o ,5 gevvahlten 

Ordnungszahlen die GrandzahL fiir das Symbol (772,5,0-) bei die- 
sen Elementen 2^,5 ist. Da jedoch bei andern Elementen i ,5 die 
Grundzahl ist, diirfte es empfehlenswert sein, die Ordnungszahlen 
in der zweiten Nebenserie der Erdalkalien urn eine Einheit zu 
erniedrigen. Man erzielt dadurch auch den Vorteil, dass — cr/x, 
welches bei den Alkalien nur zwischen 0,42 und 0,349 schwankte, 
auch bei den Erdalkalien angenahert konstant bleibt, narnlich : 

Mg 0,340, Ca 0,421, Sr 0,455, Zn 0,326, Cd o, 362 , Hg (),368 
und analog T 1 0,677. 

Demnach ware das Triplett 2,5 der zweiten Nebenserie, nach 


(^) Fowler, Astrophys. Journ.jt. XXI, 1906, p. 81. 

(“) Saunders, ibid.^ p. igo. 

( 2 ) W. Ritz, Inaug. -Dissert., Auszug., Ann. d. Phys., t. XII, 1908, p, 802 If. 
CEuvres, I, p. 67 IT. 
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der Numerierung meiner Inaiig.-Dissertatiorij Grundlinie der 
Hauptserie bei diesen Elementen, und dieselbe wiirde weiter im 
UUrarot und Rot verlaufen. 

Gottingen, Juni 1908. 


Autoreferat 


Wahrend die bisher bekannten Gesetze der Serienspektren 
die Linien einer Serie untereinander verkniipfen (vom Gesetze 
der konstanten Differenzender Wellenzahlen abgesehen), wird liier 
gezeigt, dass aiich zvvischeii verschiedenen Serien eines Elements 
einfache Beziehungen bestelien : durcli additive oder substraktive 
Ivombination, sei es der Serienformeln selbst, sei es der in die- 
seiben eingehenden Konstanten, werden neue Formeln gebildet, 
die die in den letzten Jahren von Lenard u. a. entdeckten neuen 
Ijinien der Alkalien vollstandig aus den friiher bekannten zu be- 
rechnen gestatten, und aucli bei andern Elementen, insbesondere 
He, weitgehende Anwendungen zulassen. Die von Rydberg 
schon ausgesprochene H}'potbese, dass die Serienformeln mit zwei 
vvillkurlichen ganzen Zahlen zu schreiben seien, wird aus Mes- 
s ungen von F. Paschen ii. a, bestatigt : so besitzt Wasserstoff 

neben der bekannten Serie ^ =N (~ noch die Serie 

A V 2'- / 




> usw. 


(vvobei N ein numerischer Faktor ist). 


Endlich wird gezeigt, dass fiir die willkiirliclie ganze Zahl m zw^ar 
keine obere, wohl aber eine gewisse iintere Grenze existiert, und 
dass die Konstanten der Formeln nahe Beziehungen zu den Atom- 
gewichten zeigen. Es ergibt sich eine neue Ansicht liber die Kon- 
stitution der sog. Spektren zvveiter Art. 


(') Compte rendu par Tauteur lui-m6me, trouve dans ses papiers et de desti- 
nation inconnue. 


NEW LAW OF SERIES SPECTRA. 


Astrophysical Journal^ Vol. XXVIII, No. 3 , October 1908, 
p. '237-243. 


This communication is intended to show how we may derive from 
the known spectral series of an element, new series which represent 
accurately, without the inclusion of any new constant, nearly all of 
the series and lines recently discovered by Lenard, Konen, Hagen- 
bach, Saunders, Moll, Ramage, and Bergmann. The new principle 
of combination also finds application to other spectra, particularly 
to helium and the earth alkalies. Closer relationships to the atomic 
weight than have been known hitherto are also furnished. 

In its most convenient form, the series formula proposed by 
me reads ( ‘ j : 

. . . N 

where v is the wave-number referred to vacuum, N is a universal 
constant, tn the niuneral, and A the limit of the series; a and [3 
are constants. For small values of m, v may become negative, which 
must be taken into account in the term ^(A — v). The constants a 
and p characterize the course of the series : they are identical 
for two series with constant differences. 


We also have approximatelj 


(^) 


v = A- 




We use for abbreviation 
(3) ^ = 


N 


[/n -h a H- {i( A “ v)J^ 


Let the constants a and p have the values d and o for tlie pairs 
of the first subordinate series for instance (‘‘difluse series” accor- 
ding to Rydberg’s notation); for the second subordinate series 
(Rydberg’s '‘sharp series”) let the values be 5, a-; for the principa 
series, let the values be , tc, , and 'luo ; for the alkalies tci = tcj 
very approximately ( * ). 

If the first subordinate series has a satellite, a difierent sel o 
values, dl ^ o', applies to the second principal line, where agaii 
3 = S', approximately. 

The statement of three series may uiow be written (/oc. cit, 
p. 291) : Principal series : 

dz V = (1,5, s, cr) — r/) (i = 1,2; m = 2, 3 , 4, • • • ,/?! > 

Second subordinate series: 

(1 = I, 2; An = 1 , 5 ; 2 , 5 ; 3 , 5 ;...). 

First subordinate series: 


(2,/>/,7r/) — (/7i, d, S) (/n = 3,4, 5...) (firstprincipallineand satellite) 
(2,/?»,7r2)— o') (/n = 3, 4, 5...) (second principal line). 


The constant separation of the doublet is v^ = ( 2 , , 7 t,) — 
( 2 ,y} 2 , T^s)- On the basis of the observed data now available, tlu 
following points may be shown (-) : 

1. In the equation of a principal series, if we replace i ,5 by the 
larger numbers 2,5; 3,5, .. .; and in the equation of a suboi'- 
dinate series, if we replace 2 by the larger numbers 3, 4, 5, 


(*) £oc. cit.y p. 291; OEiivreSf I, p. 62. 

( ) The reader will find further particulars in a paper to appear presently in tin 
Physikalische Zeitschrift. QEuvres, IX, p. 14 1. 


new lines will result which have been observed in many cases. 
This was already suspected by Rydberg. 

2 . For every symbol (m, a, [ 3 ) there exists a minimum number 
m (namely, 3 for the first subordinate series; i ,5 for the second 
subordinate series, according to the notation of my dissertation 
already cited), which is a fundamental number; if we assign still 
smaller values to m, we should expect a stronger line, but in prac- 
tice this line has not been observed. I have already shown ) that 
in no spectrum does an actual line correspond to the numeral 11 = 1 
of the first subordinate series, in so far as the observations are 
adequate on this point. 

3 . If we form from these symbols the new combination 
(1,3, 5, cr) — ( 3 , d, S) we obtain new lines which have been ob- 
served in case of He, K, Rb, but which are lacking in Na and Li 
thus far; for the earth alkalies they fall in the infra-red. The cal- 
culated value for He is v= 26244^86, the observed value is 

•26244,78. 

4 . In case of Li and Na, there has been also observed the 

combination (2, — (m, 7 t,) ; (2, />2, tx^) ; 

/?2 = 3 , 4 , .... 

5 . If we form ( 3 , 6 /, 0) — {m, — '^2) J = 4 , 5 , . . . . 

then we get the infra-red series found by Bergmann (-) for K, Rb, 
Cs, and the corresponding lines for Li, Na, He, which were un- 
known. 

For Rb and Cs, the first subordinate series has a satellite, so 
that we have further a second series ( 3 , d' ^ o’) — (m, /)i — />2, 
Tc, — TCo), which runs along in the neighborhood of the first, and 
has a constant difiFerence with respect to this, as was observed by 
Bergmann, and even earlier by Saunders in case of Cs, while for 
Rb the lines could not be separated. The fundamental number 
for this newly formed symbol (m, — /?o, ix, — txo) is fn= 

6 . The following combinations also exist: 

TC/) — ^2, TCi — 7C2) (i = I, 2; = 4 , 5 , . . .). 

The pair shading toward the violet of Na, the corresponding pair 


(^) OEuvres^ VII, p. 98, et VIIl, p. 137. 

Inaag.-Diss,^ Jena, 1907; also G. Runge, Physik. Zeitschr., t. IX, 1908, p. i. 


of Cu, and the series of lines which have been found in Li an 
Na, by Lenard, Konen and Hagenbach, belong here. 

( 4 , /> 2 ) *^1 — '^ 2 ) — ( P \ — '^1 '^ 2 )* 

7. Extended investigations, such as exist for the alkalies, ai 
lacking for the earth-alkalies in the infra-red region; and the prii 
cipal series have not been observed, showing that the test of tli 
principle of combination, in the sense hitherto used, cannot 1: 
made at present. The following circumstances, however, indicai 
that it is also valid here: in the first subordinate series of the seri< 
of triplets, with tw^o satellites, we have to introduce the new syn 
bols ( 772,^3, 71:3), (m, d" ^ S") with '>P 2 '> Pa- the first apprc 
xiniation we may neglect 7 :^ — tt^, tto — 713, and compute — p. 
Pi — /‘a, from the limits of the subordinate series, in spite of th 
fact that the principal series have not been observed ; ps, — pi wi 
be about twice as large as p ^ — pz) and the tw^o differences of tb 
vibration number (designated by Rydberg as v^ and Vo) are 

Vi= (2,/>2, 'nrs) — ( 2 ,/?i, 7 ri), V2= (2,^3, 7:3) — (2, /?2, '7^2).’ 

There frequently occur double lines, with the distance Vi, an 
triplets with the distance v^, vo, outside of the series. This is to t 
expected on the principle of combination only, and only whe 
(2, jo/, 7t/) are associated with any quantity (m, a, P). These don 
blets and triplets must therefore belong to series which end at tb 
same point (2, pi, tc/) as the subordinate series already knowi 
but of which only a few terms of sufficient intensity are to t 
perceived- 

It was further possible to find the equation of the second sul: 
ordinate series for the strong ultra-violet pairs for Ca, Sr, Ba, fc 
w^hich the difference of the vibration-numbers v' is to be twice s 
large asv^, and from the elements of these double lines to form th 
corresponding differences of the constants />, on the assumptio 
that 7u^ — TUo— o. The distance differs from that of the series c 
triplets by only about iSper cent.; in the same exact computatior 
the two quantities would probably become equal to each othei 
which would correspond to the principle of combination. 

Finally, subordinate series of close triplets have recently bee 
found for Ca and Sr, by Fowler and by Saunders, from the limii 


of which again the differences p\ — p'o, — /?3, can be formed. 
Within the limits of accuracy of these, it appears that they are the 
same as those computed from the satellites and principal lines of 
the first subordinate series d — d' ^ d ' — cF ^ so that a new combina- 
tion exists here. 

It further appears of advantage, in respect to the relations with 
the atomic weight, to introduce the constants of the formula in 
place of the wave-numbers, in spite of the fact that this can only 
be regarded as an approximation. It is well known, for instance, 
that the cjuolient of V| and the square of the atomic weight p. does 
not vary much within a group of chemically related elements; but 
on the contrary it varies greatly from group to group, from 3 i ,6 

for Cs, to 187,0 for Tl. We introduce in place of ^ and 

the variation becomes much less. 

The discrepancies which still remain are probably due in part 
to the incompleteness of the series formulae, but particularly to the 
neglect of tc, — tco, which certainly is not admissible in the case of ^ 
Al, In, and Tl. A knowledge of the principal series of these ele- 
ments would enable us to decide about this. 


ELEMENT 

Na. 

K. 

Rb. 

Cs. 

Cu. 


Mg. 






Al. 




V, lo'^ 



39 ., 3 

37,8 

32,3 

3 1 ,G 

61,8 

79 . 

68,8 

66, 1 

5 i ,5 

91.^^ 

93,2 

ii 5,4 

162,8 

172,1 

C 

CC 

63,8 

■ 10 . . . 

14,2 

■ 8>9 

18,0 

18, () 

18,6 

24,2. 

i/|,6 


>5,7 

17,2 

18,6 

22,3 

2^,8 

29,2 

32,7 

20,4 


(') According: tij llie summary by Uyilbcrg, [Rapports du Congrhs de Physique, 1. II, Paris, 1900). 


It is known that with increasing atomic w'eight the series fall off 
with increasing rapidity, so that only those lines are observed 
w hich correspond to the low est numbers of the order. At the same 
time the number of the different series increases (even Mg shows 
series of double lines and of simple lines in addition to the series 
of triplets) and the number of combinations increases. Thus we 
finally reach a spectrum in which we may perceive a large number 
of characteristic constant difierences, but no series. It seems to 






me very probable that the so-called spectra of the second class 
which exhibit this Ijehavior are spectra with very many combina- 
tions and with very slightly developed series. 

The computation of a c^uantity (/n, a, { 3 ) assumes a knowledge 
of the elements of a series in the formula of which it enters. This 
elements may be determined-with great accuracy, except when only 
a few diffuse lines are observed; it is also somewhat independent 
of the outstanding uncertainty as to the exact (brm of the equation 
of the series. In tlie cases cited under (i), ( 3 ), ( 4 ), we have indeed 
to compute exclusively differences and sums of observed wave- 
numbers; the accuracy is naturally still greater here. But on the 
other hand the constants entering into the symbol — /?2, 

niay be varied by 20 per cent, without making the differ- 
ence between computation and observation much worse. On 
account of their smallness the influence of the constants 

relatively slight compared to that of /??, and the series 
run along nearly parallel with Balmer’s series, particularly for Li, 
Na, and He ; for greater atomic weight the observations are hitherto 
too inaccurate to give us any certainty on this point. 

In a paper which recently appeared (^) I have shown that we may 
cite systems of the simplest sort of which the energy is purely 
electro-magnetic and which observe Balmer’s formula, the laws of 
series and the analogous Zeeman effect, etc. The vibration 



is produced by the magnetic field o( m — 2 elementary magnets 
turned toward each other, which are identical among themselves : 
in addition to this magnetic series the electron is subject to only 
rigid combinations. Similar facts hold good for other spectra. 
Higher numbers of the order thus correspond in a certain degree 
with higher magnetic polymerizations, which constantly liecome less 
stable, so that the lines become broader with an increasing number 
of the order, and also Ijecome constantly w^eaker. Violent motions, 
such as occur in a electric spark, are also unfavorable to stability. 


(^) Magnetische Atomf elder und Serienspektren {OEuvres^ VII, p. 98). 
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whence ihe series In the spark cease at lower numbers of the order 
than in the arc. 

The magnetic field in an atom may be regarded in all spectra as 
produced by two poles of opposite sign, which separately may 
occupy diherent positions in the atom. In case of hydrogen, these 
points lie at equal distances on a straight line. It would appear 
that we may more generally state the principle that the simple lines 
refer to or depend upon the positions of these poles in the atom. 
In (/? 2 , a, [3) — (/z, a', each of the terms represents the influence 
of one pole; and, as we have shown before, the possible positions 
of the separate poles permit the most varied combinations of the 
poles in pairs. 

As to a certain minimum prescribed in the number of the order 
m — which occurs in the case of no known processes of vibration — 
this mode of representation only affirms that the magnet poles are 
held by the structure of the atom at a certain minimum distance, 
from the electron vibraling within an atom, an idea which is quite 
plausible. 


Gottingen, June 1908. 


XI. 


LES SPECTRES DE LIGNES 

ET 

LA CONSTITUTION DES ATOMES. 


Bepue generale des Sciences^ 20® annee, 1909, p. 171-175. 


I. — Generalites. Nouvelles lois empiriques. 

La nature des atomes et des forces moleculaires nous est, on le 
sait, bien peu connue, malgre les eflbrts toujours renouvel^s des 
chercheurs; la grande difficulte duprobleme vieni, en effet, de ce 
que ce ne sont pas, en regie generale, les proprieies des atomes, 
mais des moyennes compliquees, dependant de Fagitatioa molecu- 
laire et des conditions exterieures, qui font I’objet de nos percep- 
tions. Pourtant il est, a cette regie, une exception importante : les 
spectres des corps simples nous renseignent d’une facon immediate 
sur les modes de vibration des atomes, car la position des raies 
dans le spectre est a peu pres completement ind^pendante soit de 
la temperature, soit des conditions exterieures, et rneme des actions 
des molecules les unes sur les autres. Evidemment, s’il etait pos- 
sible de conclure des vibrations des charges electrlques de Tatome 
aux forces qui les produisent et a la disposition ou au mouvement 
des charges elles-memes, le probleme serait resolu ; la precision 
extreme des mesures snectrales nous foiirnit done, snr ee siiiet. des 



resultats ont ete obtenus dans cette Yoie, grace a la remarquable 
simplicite de quelques-imes des lois enipiriques reliant entre elles 
les longueurs d’onde d’un spectre. On va voir que le probleme 
comporte, en effet, pour bhydrogene du inoins, une solution tres 
simple, qui s’accorde parfaitement a^ec les vues generales sur la 
constitution des atomes auxquelles ont mene les dernieres decou- 
vertes. 

Rappelons la formule remarquable, decouverte par Balmer, qui 
relie entre elles les longueurs d’onde A des raies du spectre de 
I’hydrogene. Elle pent s’ecrire, en designant par N une certaine 
constante : 



En donnant successivement a m les valeurs 3, 4? 5, ..., 32, on 
obtient exactement les longueurs d’onde de toutes les raies de I’hy- 
drogene. L’erreur, si elle existe, semble etre inferieure au cent- 
millieme. 

Pickering a decouvert, dans certaines etoiles ou I’hydrogcne 
pr(^domine, une seconde serie de lignes, que nous ne savons pas 
encore produire au laboratoire, et qui sont donne^es par la for- 
mule : 



ou N designe la m^me constante que plus haut. 

On est porte, avec Balmer et Rydberg, a penser qu’en realite ces 
formules devraient s’ecrire chacune avec deux nombres en tiers 
arbitraires m et /?, en sorte que le spectre de Tfaydrogene serait 
donne par les formules : 



les valeurs n=z3, 4? --m correspondant a des lignes infrarouges. 
Cette hypothese arecu tout recemment une confirmation ^clatante. 
Sur mes indications, M. Paschen aeffectivement trouve deux lignes 


infrarouges de Thydrogene, qu’il a pu mesurer avec ime grande 
precision ) ; il a obtenu : 

X = i 8 751,3 ±; I U. A. et X = 12 817,6 ± i ,5 U. A. 

Or, les formules : 

I I __ I r 
N X “■ P 

donnent 

X = 18 75r ,6 et 

Faccord iie laisse rien a desirer. 

II semble que la recherche de systemes mecaniques on electro- 
magneliques dont les vibrations soient representees par des for- 
mules d’une telle siinplicite ne soit pas une entreprise deraison- 
nable. D’ailleurs, des lois analogues out ete decouvertes dans 
d’autres spectres, comme on sail, par Rydberg, Kayser et Runge. 
Ici encore, la demonstration estfaite (“) que les formules contiennent 
deux entiers arbitraires. En premiere approximation, on peut les 
ecrire, avec Rydberg : 

T __ I I 

NX ^ ay (mn-a')-’ 

et, plus exactement, comme Fa montre Fauteur de cet article : 


II I I 

N X ~ 

X == 12 818,7 ; 


( 3 ) 


j 

nT 




7)1^ 


N a la meme valeur que pour Fhydrogene, tandis que les cons-' 
tantes a, 6, 6', varient d’un ^It^ment a Fautre. En les choisissant 

convenablement, et posant m = i n = 2, 3 , la formule ( 3 ) 
donne la « seine principafe » de Kayser et Runge; pour n = 2, 
/?i=:2^, 3 ^, ..., elle donne la deuxieme serie secondaire; aux 
systemes de valeurs = 2^, etc., correspondent ^gale- 

ment des raies observ^es. Remplagant ol ^ 6', par certaines nou- 
velles constantes d\ b' ^ on aura pour /i — 2, m = 3, 4, 5, la 


(^) F. Pasghen, Anil, der Physik, t. XXVII, 1908, p. 587. 

(^) Pour plus de d(§tails sur ce qui suit, consuUer rnes differents Memoires 
{(Muvresy VI, p. gS ; VII, p. 98; IX, p. i 4 i, et X, p. i 63 ). 


premiere serie secondaire^ qui a meme limite, pour m = co, que 
la deuxieme. Ici encorej les lignes infrarouges n — 3 , Jii = 3 , 4 ? 
ont pu etre observees. Mais, resiiltat qui precise neUement la signi- 
fication de ces formules, si, au lieu de combiner, coinine nous 
venons de le faire, im premier terme en a, b avec un deuxieme en 
a', y oil en a", 6", nous combinons ceux-ci entre eux, de maniere 
a former Texpression : 


( 4 ) 


i 

rsTx 


(n+a'+Ly 


nous oh tenons encore des lignes obseroees^ au moins dans certains 
spectres. Enfm, pour Li, Na, on peut, dans un sens analogue, 
combiner la serie principale avec elle-meme : 


( 5 ) 


I 

Wx 


( nt ct -{- — - ) { Ti -1- ct H ) 

\ V 


Ces lois enoncent que, par I’addition ou la soustraclion des fre- 
quences de deux lignes ou series observees, on obtient la frequence 
d’line nouvelle ligne ou serie de lignes. Les erreurs sont de Tordre 
des incertitudes experirnentales ; pour I’h^lium, on calcule pour 
la ligne la plus intense du systeme (4) : ^ = 26244,86 ; Texpe- 
rience a donn(^ 26244,78. 

Je n’insiste pas davantage; on voit que : 

1“ Les lois simples se rapportent toujours a ^ c’est-a-dire a la 
frequence ; 

2‘’ Qu’en faisant augmenter indefiniment Pun ou I’aulre des 
nombres entiers, les frequences obtenues ont une limite; 

3 ^’ Que cbacun des deux termes de la formule a, en quelque 
sorte, une existence s^paree^, et qu’on obtient lesraies d’un spectre 
en combinantde diverses manieres entre eux de tels termes. 


II. — Hypoth^se des champs atomiques. 

Ces resultals gencraux font nettement ressortir la grande diffe- 
rence qui existe entre tons les modes de vibrations eiastiques, 
eleclriques et aiitres que nous connalssons, et les vibrations spec- 



trales. En premier lieu, — et lord Rayleigh a beaucoup insiste sur 
ce point, — les lois simples des phenomenes vibratoires se rap- 
portent, apeu d’exceptions pres, aux carves des frequences, etnon 
aux frequences elles-inemes. Cela lient a ce que, a cote des coor- 
donnees qui definissent Tetat des systemes^ les equations du mou- 
vement en contiennent les derivees secondes ou accelerations. Or, 
lorsqu’il s’agit de vibrations, le temps n’entre que sous la forme 
5m v(/ — ^o); expression dont la derivee seconde contient le fac- 
teurv-; pour determiner la frequence on a done finalement, 
puisque siriv [t — Iq) disparait du resultat, une equation en v-, et 
ce n’est que dans des cas tres particuliers qu’on poiirra extraire 
algebriquement la racine carree. II en serait autrement^ a remarque 
lord Rayleigh, si les equations etaient du premier ordre. Malheu- 
reusement^ I’introduction des accelerations s’impose a tons les 
points de vue d’une maniere absolue, et il semble que, des I’abord, 
nous nous trouvlons dans une impasse. 

Pourtant, une hypothese simple va nous tirer d’embarras. Si les 
forces qui produisent les vibratioos, au lieu d’etre determinees par 
la position ou la deformation du systeme, comme e’est generale- 
ment le cas pour les systemes ^lastiques et autres, dependent des 
vilesses, les equations du mouvement ne contiendront, a cole de 
celles-ci, que leurs derivees premieres, les accelerations; elles 
seront du premier ordre par rapport aux vitesses. 

Or^ force magnetique precisement a cette condition, 

et, de plus, nous ne saurions douter de I’existence de champs mag- 
n^tiques puissanls a I’interieur des atomes. D’apres la th^orie du 
ferromagnetisme de P. Weiss (^), ces champs sont au moins de 
1 ordre de lo"^ gauss, ordre de grandeur du champ moleculaire, el 
Ton salt que I’explication quantitative des anomalies des clialeurs 
specifiques du fer , du nickel et du cobalt est venue confirmer cette 
theone d’une fagon remarquable. D’autre part, M. Humphreys, 
pour expliquer les lois du deplacement des raies sous I’influence 
de la pression, phenomene decouvert par lui il y a quelques annees, 
a ete amene a les attribuer a I’action reciproque de champs mole- 
culaires de I’ordre de grandeur de lo® gauss. 

Avec un tel champ, on montre sans difficulte qu’il est possible, 


(^) \oir La Revue generate des Sciences du i 5 fevrier 1908. 
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d’une infinite de inanieres, d’oblenir des vibrations de corpuscules 
de frequence proportionnelle a ce champ et d’un ordre de grandeur 
correspondant aux vibrations lumineuses. II suffit, par exemple, 
d’assiijettir le corpuscule a rester sur un element de surface ou dans 
un plan donne : ce corpuscule, mis en mouvement, executera un 
mouvement circulaire de frequence v proportionnelle a la compo- 
sante du champ H normale au plan. Si an champ Yin vient s’en 
ajouter un nouveau qui produirait a lui seul uiie vibration de 
frequence v', la superposition des deux champs donnera la fre- 
quence V -{-v'. On obtient done bien la forme lineaire exigee par 
la loi des diflerences constantes et par les lois enoncees ci-dessus. 

III. — Les spectres de Thydrogene. Les series. 

Admettons done que les foi'ces qui produisent les vibrations des 
spectres de lignes, ou, plus exactement, des spectres en series, 
soient purement magnetiques. Cette hypothese va nous permettre 
d’expliquer I’existence d’une limite des frequences, et surtout de 
donner une interpretation simple des formules (i) et (2) de I’liydro- 
g^ne ; de plus, elle nous fera comprendre I’origine des effets Zeeman 
anormaux et compliques. Sa probabilite s’en trouvera accrue d’au- 
tant plus que, malgre les efforts de nombreux chei'cheurs, aucune 
solution admissible ni de I’unni de I’autre de ces problemes n’avait 
pu etre trouv^e jusqu’ici. 

Admettons (ce sera I’hypothese la plus simple) que le champ 
soit produit par un aimant, et supposons, par raison de symetrie, 
le corpuscule plac^ sur le prolongement de la ligne des poles a 
une distance du premier, dii second, et executant de petites 
vibrations dans un plan perpendiculaire a cette ligne. Soit p la 
charge magnetique d’un des poles; la frequence sera proportion- 
nelle au champ, pris au point ou se trouve le corpuscule, e’est-a- 
dire a 



soit A im facteur qui ne depend que de la charge et de la masse 
du corpuscule; on aura : 

frequence = v = A fx 




On reconnait deja la forme si curieuse des formulas (i) a (4). 

Pour obtenir exactement les formules de I’hydrogene, il suffira 
des lors de supposer I’aimant compose d’un nombre arbitraire m! 
d’aimants identiques entre eux, de longueur a chacun, poses bout 
a bout. De plus, Faimant sera rattache de facon rigide a Felement 
de surface dans lequelle corpuscule est assujetd a vibrer, aumojen 
d’un certain nombre de parlicules de memes dimensions que les 
aimants, egalement posees bout a bout, mais non magnetiques. 
Les distances , ro, seront alors des multiples de a, soit = na^ 
/*2 = 7na^ et les frequences seront : 

v=:^/JL__LV 

a- \/i2 

II suffit de choisir convenablement les constantes A, |jl, a-, pour 
obtenir la formule (i) de Fhydrogene. 

En somme, il faut admettre que, dans les conditions ou il ^met 
la serie de Balmer, Fhydrogene est susceptible d’etats divers, cons- 
tituant en un certain sens des polymerisations, et resultant de ce 
qu’un nombre plus ou moins grand d’elements magnetiques etnon 
magnetiques, dont il n’est pas necessaire de pr^ciser la nature, 
peuvent s’agglomerer entre eux en forme de cliapelet rectiligne et 
s’attacher a Fatome d’hydrogene. Ou, si Fon veut une image con- 
crete : prenons une barre aimant^e et deux barres de cuivre de 
meme longueur; pla^ons-les bout a bout. A Fextremite cuivre du 
systeme, plagons une charge electrique convenable, et donnons-lul 
une legere impulsion; elle vibrera en donnant la raie Ha. Ajoii- 
tons au bout de la premiere une seconde barre aimantee identique : 
nous obtiendrons H[3; une troisieme donnera Hy, etc. 

Cette explication est-elle invraisemblable au point de vue des 
idees modernes sur la constitution de la matiere? On ne saurait le 
pretendre. Il est, en effel, facile, de bien des manieres, de distri- 
biier F^lectricite dans un corps de revolution en rotation aulour de 
son axe, de maniere a le rendre equivalent a un aimant elementaire. 
Des mouvements rotatoires ou circulatoires des charges electriques 
a Fint(^rieur des atomes sont, d’ailleurs, indispensables pour expli- 
quer le magnetisme ; les premiers sont les plus stables. D’autre 
part, les systemes qui emettent les spectres de lignes — et c’est 
encore lord Rayleigh qui a particulierement insiste sur ce point 



doivent etre extraordinairement stables, sinon les lignes devien- 
draient diffuses. Si done on adinet que I’alome chimique est un 
assemblage de divers elements, I’hypothese de connexions rigides 
entre ces elements sera particulierement probable. Enfin, parmi 
les diverses manieres d’assembler un nombre variable d’elements, 
line des plus simples et sans contredit de les poser bout a bout. 

II est bien evident que toute hypothese particuliere sur la struc- 
ture des atomes, capable d’expliquer le grand nombre de lignes des 
spectres, paraitra plus ou moins improbable a premiere vue. On 
s’en rend compte pour pen qu’on y rdllechisse. L’hydrogene lui- 
meme, qu’on sera tente de consid^rer comme le plus simple des 
elements, possede plusieurs spectres et ^met des centaines de lignes 
de caracteres tres differents. On devra bien admettre que cette 
simplicite est tres relative, et s’estimer heureux d’y decoiivrir au 
moins des rapports geometriques simples et des forces connues, 
agissant suivant des lois simples, comme e’est le cas dans I’hypo- 
tliese qui nous occupe. 

D’ailleurs, on peut modifier notre systcune de diverses manieres, 
evlter Fintroduction des elements non magnetiques, etc. Le point 
essentiel est que les vibrations soierit produites par un champ 
magnetique prooenant de deux poles susceptibles de prendre 
chacun^ dans Vatome^ un certain nombre de positions diffe- 
rences^ equidistances sur des lignes droites. 

Ell generalisant ces hypotheses, on arrive a d’a litres formules 
telles que ( 2 ), (3); il existera ton jours une liinite des vibrations. 
L’observation a donne ceresultat remarquable que le facteurN esl 
le meme pour tons les corps. Cela exige, dans notre iheorie, que 
non seulement le corpusciile vibrant, mais aussi les <c aimants ele- 
mentaires )>, soient identiques pour tons les corps. On voit ainsi 
apparaitre, a c6t6 des corpuscules, un deuxieme element consti- 
tuant universel de la matiere. 

IV. — Les effets Zeeman anormaux. 

On salt que ce sont precise^ment les lignes appartenant aux series 
qui se decomposent^ dans un champ magnetique, de la facon en 
general la plus cornpliquee. On a compte quinze etmeme dix-neuf 
composantes, et les distances de ces composantes sont tres souvent 


eatre elles coinme des nombres entiers. M. Lorenlz a tente d’ex- 
pliquer ces decompositions en reinpiacant relectron simple de la 
tlieorie elemental re par des systemes a degres de liberte; et il 
faut autant de systemes qu’il existe de ligiies spectrales. C’est done 
la une liypotliese tres compliquee; encore les decompositions ob- 
servees n’ont-elles pu etre interprelees, je iie clis pas physique- 
ment, mais mathematiquement, que dans un tres. petit nombre de 
cas*, et la lol des rapports rationnels reste inintelligible. II en est 
autrement dans notre hypothese. Un systeme magnetiqiie executera 
dans la plupart des cas, sons I’iniluence combinee du champ exte- 
rieiir er da champ interieur, beaucoup plus intense, des mouve- 
ments oscillatoires periodiques, developpables en serie de Fourier. 
II en resulte, pour [’electron vibrant, des moiivements plus compti- 
qu^s, et le calcul montre que, to etant la periode du mouvement de 
I’atome, la vibration sera decomposable en une somme de terines 
sinusoi’daux, correspondant a des lignes de frtkfiience Codzmoj, 
(^0 ^tant la frequence primitive, et m un entier. On voit que les 
distances des composantes sont bien dans un rapport rationnel; 
leurs polarisations sont celles qu’exige I’experience. Un electron 
nous donnera, en general, a lui seul, un nombre inlini de compo- 
santes, dont quelques-unes seulement sontassez intenses pour ^tre 
pergues ; leur nombre depend de la rapidile de la convergence de 
ia serie. Le p he nomine de Zeeman joue donc^ dans cette ma- 
niere de voir^ pour les moui>ements rotatoires de l^atome^ le 
rdle d^un analyseur harmonique . 

V. — Autres modes d^explication. Conclusions. 

Peut-on conclure de la que les vibrations des spectres en sdries 
sont bien dues a des champs magnetiques intenses? II cst dans la 
nature des choses qu’une telle conclusion ne s’impose pas imme- 
diatement. I^es vibrations d’un systeme ne suffiscnt pas a nous 
renseigJier sur sa constitution. Pour s’imposer, !a tlu^orie devra 
embrasser de fagon simple Fensemble des oliservalions et les rat- 
tacher a d’autres domaines; les autres inodes d’explication devront 
apparaitre comme infiniment moins economiques pour notre pen- 
see. Pour cela, il importe de les cultiver tons; aussi voudrais-je, 
en terminant cet expos(i‘, parler de Fun de ces modes, le seul qui. 


a riieure qa’il est, merite serieusemenL d’etre pris en consideration. 

On sail que les vibrations des corps elastiques, comine celles des 
series spectrales, sont en nombre iiifini, et que leurs frequences 
dependent de certains nombres entiers qui sont les nombres de 
lignes nodales (figures de Cliladni) on de surfaces nodales caracte- 
risant cliaque vibration. Pour une membrane rectangulaire, on a 

(; 2 = anV^-\- bn-, 

a et b etant des constantes, ni et ii des entiers. Mais, a I’oppose des 
series spectrales, lorsque ii augmentent indefiniment, il en est 
de meme de v. Cela resulte, en derniere analyse, de ce que les 
forces produisant les vibrations elastiques s’annulent a petite dis- 
tance. On poLivait se demander si d’autres forces, agissant suivant 
la loi de Newton on d’autres lois, ne donneraient pas des formules 
du type (0i et (3). Cette hjpothese a el6 envisagee par I’au- 
teur de cet article, et, a sa suite, par MM. Fredholm et Hadamard. 
Elle troLive son expression mathematique, non dans des equations 
aux d^rivees, mais dans des equations integrales, et il resulte de 
ces recherches que la loi du carre des distances, et une infinite 
d’autres, condulsent bien a unelimite des vibrations. Malheureuse- 
ment, I’analogie semble s’arr^ter la. Car, pour obtenir elTectivement 
les formules de I’liydrogene ( i ) et ( 2 ), il faut admettre des lois 
d’une complication invralsemblable. Les equations integrales sim- 
ples de M. Fredholm n’y sauraient conduire. Il ne suffit d’ailleurs 
pas qu’a une serie spectrale on puisse faire correspondre une loi 
d’attraction ; il faut que celle-ci ne soit pas troj nvraisemblable, et 
ne depasse pas de beaucoup en complication la formule qu’ll s’agis- 
sait d’expliquer. Le fait que les equations, dans cette hjpothese, 
contiennent le carre des frequences, n’est pas de nature a simplifier 
le probleme, et montre plutut la grande portee de la remarque de 
lord Rayleigh dont il a 6te question plus haut. Pour avoir des ex- 
ceptions, il faut des constructions compllquees. Enfin si, aban- 
donnant tout prejug6 physique, on clierche simplement a satisfairo 
aux conditions math^matiqnes du probleme, on est conduit a des 
systemesdont la vibration iondamentale seule rayonne de facon 
sensible; le rayonnement des harmoniques superieurs est sensible- 
ment nul par I’effet des lignes nodales; lls ne seraient pas percep- 
tibles. 
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Pourtant, toutes ces hypotheses meritent d’etre etiidiees avec 
soin, car, si elles ne s’appliquent pas aax lignes seriees, elles 
peuvent s’appliquer aux aiitres lignes, stir I’arrangement desquelles 
nous ne savons rien, ou aux spectres de bandes, dont les lois fon- 
damentales, donnees, on le sail, par M. Deslandres, presentent 
avec les lois des systemes vibratoires conrius plusieurs analogies 
importantes. 

En somme, V explication de beaucoup la plus simple des series 
spectrales de Idiydrogene et d^ autres corps consiste dattribuer 
ces vibrations d LHnfluence de champs magnetir/aes intensesy 
provenant de poles magnetiques distribues dans l^atome sui- 
vant des lois geometriques simples. Lenergie de ces sysLemeSy 
il est important de le remarqaevy est purement electromagnet 
tique. 



XII. 


TJBER EINIGE ANOMALE ZEEMAN- EFFERTE 

m 

SPEKTRUM VON THORIUM. 

(BEMERRUNGEN ZU DER ARBEIT DES HERRN 
B. E. MOORE.) 


Physikalische Zeitschrift^ lo. Jahrgang, No. g, Seite 3o7-3o8. 


J 3 ie von Hrn. Moore (•) bei Thorium beobachteten komplizierteii 
ZerlegTingen zeiclinen sich durch einige bisher niclit bekannte 
EigenUimlichkeiLen aus, die ich im folgenden hervorheben mochte. 

Wie Verf. gezeigt hat(-), entsprechen die bisher bekannten Zer- 
legungen, in der Skala der Schwingungszahlen v gemessen, den 
Formeln 

< I ) V = Vo dr m to 

flir die Schwingungen parallel zumFeld (/?), 

{2) V = vodr to'dz TZto 

flir die Schwingungen senkrecht zum Feld (5). 

Es sind 0), 03^ zwei geeignete Konstanten, n ganze Zahlen, 
fur die meist nur die Werte o, 1,2 in Betracht kommen. Mil 


andern Worten, die Leiden (^)-Griippen entstehen aus der (/>)- 
Gruppe durch eine geeignete Verscliiebung derselben nach reclits 
und nach links. Wieviel Linien dieses (unendlichen) Schemas 
wirklich beobachtbar sind, und ob Liicken vorhanden, bleibt tlieo- 
retisch imbesLimmt. 

Im einfachsten Falle bestehen die Gruppe der (p) und die zwei 
Gruppen der (5) je aus aquidisLanten Linien, und der Absland isl 
(0 fiir alle drei Gruppen. Auch bei Thorium ist dem so in der Mehr- 
zahl der Falle, insbesondere bei den Linien 4448 ? 00; 4 ^ 94 ? 99 ; 
4086,71; 4019? 3 o; 8704? 16; 3549, 83 (’). Bei 8929,74 dagegen 
ist der Abstand der (s) (beob.: 0,28) genau halb so gross wie der 
dery^-Komp. (beob.: 0,67; o, 55 ; o, 55 ); es ist jede zweile Linie 
des Schemas (i) zu schwach, um wahrgenommen zu vverden, falls 
sie existiert. Oder auch: es kommen in (1) nur gerade n?, in (2) 
aber gerade und ungerade n vor. 

Bei 4277,49 hat n die Werle o, 2, m den Wert 3 ; langere Ex- 
position wiirde wahrscheinlich die dem Wert rn = 1 enlsprechen- 

den /;-Komponenten ^ = dz 0,26 hervorbringen. Die Abstande 

sind wie i zu 3 . Bei 8792,52 ist 772 = 0,3, n = i zu setzen ; die 
Abstande verhalten sich wie 2 zu 3 . 

Endlich bei 4^42,87 verhalten sich die Abstande wie 3 zu 4 ? 
und zwar genau, wie die Koinzidenz der und ^ bei i ,34 zeigl 
(beob.: i, 34 , 1,82, i, 35 , i, 35 ); es ist 772=2,6, 10; 72 = 0,8. 
Im Gegensalz zu den ineisten andern Zerlegungen sind hier fiir die 
Darstellung nach der Rungeschen Regel und nach obigen Formeln 
dieselben ganzen Zahlen crforderlich, so dass diese Linie zwischen 
den beiden Gcselzen keinc Entscheidung brhigt. Dem ist slets so, 
wenn, wie eben bei 4 142,87, eine der 5-Komponenten die friihere 
Lage der Linie einnimmt: dann fordern die Formeln (i), (2) ein 
rationales Verhaltnis alier Abstande, womit der eine Teil der 
Rungeschen Regel erfiillt isl. Ob die Abstande mit der « Normal- 
zerlegung » rational zusammenhangen, lasstsich zurzeit nichtprii- 

fen, weil die Unsicherheit des Wertes — der Kathodenstrahlen, 


(^) B('i 4282,20; 4202,03 ; 4 i 8 o, 10 ; 4 * 16, 9'; 40^^934^; 3434,09: 3338,00 sind die 
/^-KompoiicnLcii aber a(j»ii(li>i<ini, von den s isl. nur jc ciiic j^cmessen worden„ 
so dass eine Prufung aer Foinicln nicliL niuglicli isL. 
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und somit der Normalzerlegung, noch zii gross ist. — Der ent- 
gegengesetzte Fall trilL bei 4086,71 ein: es sind die AbsLande der 
A- bzw. /?-Koinponenten untereinander : 0,88; 0,90*; 0,89; o, 83 ; 
0 , 83 ; 0 , 83 ; sie sind aquidistant innerlialb der Fehlergrenzen, mil 
CO = o, 863 , = 1 , 3 ; /^ =: 1 , 3 . Die innersLe 5~KornponenLe liegt 

aber nur um 0,16 vender Nullage entfernt, so dass ein rationales 
Verlialtnis oZ/co selir iinvvahrsclieinlicli ist, und man bei Anwen- 
dung der Rungescben Kegel bier, vvie in vielen andern Fallen, 
aiif sehr grosse ganze Zahlen geflibrt vvird. Es ist moglich, dass 
diese Regel nur unter besonderen Umstanden, etvva bei speziellen 
Sjmmelrieverbaltnisscn des sclnvingenden Systems, Geltunghat. 

Die Zerlegung von 8649,90 liisst einen sicheren Schluss uicht 
zii ; weitere fiir die Priifung der Formeln in Belracht kommende 
Linien hat Herr Moore niclit beobachtet. 


Gotti ngen, Febi'uar 1909. 
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SERIES IN THE BARIUM SPECTRUM. 


{Astrophysical Journal^ Vol. XXIX, r909, p. ‘2 13 .) 


The previously unknown triplet series of barium has recently (') 
been discovered and published by F. A. Saunders. Very few terms 
of the series were observed, and since these were not represented 
by formulae known to be applicable to Mg, Ca, and Sr, the choice 
of lines may seem at first to be somewhat doubtful. The following 
remarks will, I think, serve partly to verify his I'esults. 

The lines of the first subordinate series may be accurately repre- 
sented by either of the two following formulae : 


(0 

V /V 

109675,0 



(^) 

V = A 

109675,0 


[ ^2 -}- a -H (3 1 0-5 (A. — V )]- 


which, as I have shown (-), serve to represent with great accuracy 
the series of other elements. In these formulae A, a, 6, a, and jj 
are constants; m a whole number, and v the wave-number 
(per cm) in vacuum. 

For the strongest (and most completely observed) lines we 
obtain, for instance : 




The differences are throughout smaller than the errors of obser- 
vation. In this case A =28472 ; a = -^o^ agSS i ; b= — i , 4600. In 
the corresponding cases for Mg, Ca, Sr, the constant a-\-i has 
the values o, 842, 1,090, and i, 222 ; the value for Ba, 1,296, fits 
in well with these. The alkalies furnish a progression which is very 
similar. 

The wave-number difference = 878, o, divided by the square of 
the atomic weight (|jl) gives 47 ?o. io-**^, while the values for Mg, 
Ca and Sr are 68,8. 10“'^, 66,1 . io"*% and 01, 5 . 10“^. As I have 
pointedout(‘), the quotient , calculated from the limits of the 

series, varies still less from element to element, 

(Pi — Pj) [0 ^ Q t 0 ,i 77 (Ga); o,i57(Sr); o,i48(Ba). 

[j,- 

Finally, the separations of the satellites of the strongest lines of 
the first members (/? = 3 ) vaiy approximately as the sc[uare of the 
atomic weights. This requirement is also fulfilled in this case. 
From these facts it is evident that the first subordinate series of Ba 
is correctly given by Saunders. 

The same conclusions hold for the first two triplets of the second 
subordinate series. Since the quotient — ^ — r varies but little 
among the meml)ers of a group of chemically related elements, 
I have already (-) given a probable value of 0.826 for this number 
in the case of Ba. Granting that the limits of the two series are 
the same, we have left in the equation of the second subordinate 
series only a single constant, a, to be calculated. In the red and 
ultra-red, where the first term of the series must lie, only one 
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triplet was found with the proper separations. If we use this to 
calculate a, the formula so derived leads to the second triplet given 
by Saunders to within 5 A., and this is a very small error when we 
consider that both the number 0.825 and the limit of the first 
subordinate series (*) are very uncertain. Thus both these triplets 
doubtless belong to the second subordinate series. If we now deter- 
mine A and a from these two triplets, we find Ar=4248.4 for the 
strongest line of the third triplet, while Saunders gives 4 -^ 39 . 91 . 
The use of the formula therefore leads us to doubt the propriety 
of classifying this triplet (and those following) in the series. It is 
possible, as Saundei^s remarks, that the formula does not fit this 
series, notwithstanding the fact that it successfully represents the 
second subordinate series of all the elements; but further invest!- 
gation of the missing lines of the triplets of this series must be 
made before the question can be definitely settled. 

Gotlingerij January 1909. 


(‘) The formulae (i) and (2) represent, in general, the first subordinate series 
(especially of Ca) less exactly than the second; if only a few lerms are known, 
and these only inaccurately, considerable errors jn A may result. 



XIV. 


PLAQUES 

poua LA 

PHOTOfiRAPHIE DU SPECTRE INFRA-ROUGE 

(d’apres le cahier de laboraloire de Ritz, 
par A. Cotton et Pierre Weiss). 


La Note des Comptes publiee par Ritz le i6 juillet 1906 

et reproduite plus haut (IV, p. 88 ), ne renferme que des indica- 
tions generales sur les essais qii’il avait fails sur ce sujet a diverses 
reprises. II les avait entrepris dans le but de rechercher lui-meme 
les raies d’dmission de certains m^taux que ses formules spectrales 
lui faisaient prdvoii', et qui ont, depuis, ete effectiveinent observees 
par d’autres precedes. 

La Note des Comptes rendus renferme Fessentiel des r^sultals 
concernant les premieres experiences qui ont porte sur le precede 
d’Abney. Ce physicien, en soumettant a la chaleur, dans des 
conditions convenables, un collodion au bromure d’argent, avait 
obtenu une emulsion, caracterisee par une coloration bleue, 
par transparence, avec laquelle il a pu photographier le spectre 
.90/af/ e jusqu’a i>, 4 environ. Les experiences n’avaienl jamais pu 
etre reproduites. Ritz qui y avait reussi, non sans peine, indique 
dans la Note pour quellcs raisons surtout (^) ceux qui avaient 
essaye avant lui avaient eclioue. Mais il ne semble pas utile de 
chercher a completer les indications donnees sur le precede 
d’Abney dans cette Note. Ritz, en effel, a reussi a pi'dparer, non 



plus avec du collodion, mais avec dela gelatine, des plaques be 
coup plus sensibles et d’un emploi plus commode. 

Ses experiences sur ce sujet ont ete interrompues au mom 
ou elles lui avaient donne les resultats les plus encourageants. V( 
un precede operatoire^ extrait de son cahier de laboratoire. (I 
etjuin ipoS.) 

On prepare d’abord une solution de gelatine a lo pour too 
faisant dissoudre (temperature 65° environ) i4^ de gelatine 
Winterthur dans i4o^ d’eau. 

On fait ensuite le precipite de bromure d’argent en pulverisa 
ail moyen de I’appareil represente figure i , une solution de b 
mure dans une solution de nitrate d’argent. La pression d 
obtenue commodementau moyen d’une bombe d’acide carbonii 
munie d’un detendeur. 


1° Bromure de zinc 

Eau 

2° Nitrate d'argent 3 ”. 

Eau 


(Dans cette experience il y a done un leger exces de niti 
d’argent.) 

La pulverisation faite, on maintient pendant lo minutes a i 
temperature de 4 o^ a 5o°, on lave, puis on emulsionne le preci] 
a la temperature de 4 o“ en I’ajoutant a 35°"^' de la solution de g 
tine, de sorte que le volume total soit d’environ 4 o‘'™‘. On ajo 
0,2 (^) de bromure d’ammonium. On porte pendant i 5 minut< 
une temperature comprise entre 90 ° et 100 °. On laisse refro 
pendant 5 henres, on coule sur la plaque et on laisse secher p 
dant 12 heures. 

Dans le cahier de laboratoire dont est extrait ce precede, il 
a pas de renseignement sur la teinte de I’emulsion apres le mu 
sage, e’est-a-dire dans les conditions ou Putz I’employait; d’apre 
Note aux rendus ilsemble quele bromure precipite afi 

par ce precede etait bleu par transmission. D’apres le cah 
I’emulsion aussitot apres sa preparation a 4o“, n’etait pas bl 
mais grise, tirant plus ou moins sur le rose. 


(^) Grammes ou centimelres cubes d’une solution titr^e? 


Apres 0 minutes d' exposition a un spectre donne par one iampe 
Nernst et un prisme a vision directe, il oblenait une impression 
qui allait jusqu’a la limite d’actionde I’infra-rouge siir an ecran de 
sulfure de zinc phosphorescent. La pliosphorescence est detruite 
par les rayons infra-rouges de longueur d’onde inferieure a it ^,4 

noinbres donnes par Becquerel et adoptes par Ritz. C’est 
cette limite qui est indiquee en M dans la figure 2, dans laquelle 



les deux doubles traits verticaux R representent deux reperes en 
fil m^tallique qui se marquaient parleur ombre sur la plaque. / est 
la limite de sensibilile des plaques panchrornatiques Lumiere. 

Comme Ritz I’indique dans sa Note aux Comptes rendiis^ il a 
aussi prepare le broinure d'argent, par le meme procede de pulve- 
risation, avec des solutions alcooliques : 


i'* Broinure (le zinc 1^4 90 - 

Alcool. 30 ^’“^®. 

Nitrate d’argeut 3 , 0 ®. 

Bail 3^^“^®. 

Alcool So*’"^*. 


l^e reste de la preparation a ete fait exactement comme ci-dessus. 
La sensibilite semblait s’etendre un pen moins loin que dans la 
preparation a Teau (2”'*” dans la figure 2). 

All moment ou il interroinpit les experiences, Ritz considdrait 
que les deux recetres ci-dcssus contenaient une solution du pro- 
bleine. II pensait qu’elle devait encore etre perfectionnee en 
reinediant au d(jfaut du voile, paries procedi^s habituellement em- 
ployes a cet eifet. 

II se proposait aussi de varier d’une facon sysldmatique les 
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condilions de celle preparation. On a vn (pi’il i'aisait la pul't- 
risation de la solution de nitrate dans eelle de hromure. U se [h-o- 
posait d’essayer I’inverse. Les liqueurs eui|)loj(‘es corresponda lenl 
a un exces de nitrate, il fallait essaycr un oxces de lirouuii d 
restait aussi a ^'oir si I’exoes d’un des reaetils ost utile |>eu(laitt 1 * 
cliauflage, s’il ne serait jtas avantageux de lavcr le preeipilc avanl 


Fig. 


rouge. 


Sppcire^ ois^ihlc'. 

vert.' blriv 


tnvlet 


U;-5 


Limit^'dc. I action- A' ur le. 
suJftire dC' 'Auic phayphonesci'niy 
et laf' plciqit&s' tie 


de le chauU'er pour la premiere fois, d(i laisser refroidit* avant 
I’emulsificaLion, etc. 

Quelques semaines plus lard, apres la hu^lure d(j d(Mix Meinoiia’S 
de Stas {Annates de Cliim, et de Phys.. d‘’sei*i(‘, l. \X\\ 
p. 22 et 5‘*' serie, t. Ill, 187 .^, p. i4;"> eti^Hp), il s^unhht avoir vvxi a 
la possibilite d’en deduire uu(i preparation plus raliruiiudh^ (^l siiu- 
plifiee des meines plaques et, peut~etr(‘., (rauj;'nuuil(u‘ huir scuisi«- 
bilite. 

Stas avalt etabli quo le cldorun^ (Tar^tuit sous ses (buix <'^ra{s, 
floconneux etgrenu (erislalliii), possede <l(is soluhiliU's diHVii*enl 4 *s 
et des sensibilites a la luiniere dillenuiles (ro/r uolamineui le 
premier Mdmoire de Stas, p.44)5 le lu'oimire d’arj»^(iut, (jiH»i<|ue 
moiris soluble dansl’eau pure, pent dtre ohteuu aussi sous ee.s tliuix 
etats. Ritz estiinait que e’etait la variete greiiue (ou eristallinei 
qudl fallait obtenir. C’est pourquoi il souf^eail uotamuuuit a pren- 
dre du bromure prepare avee des solulious (‘oaeeutrees, 1(^ I aver, 
le mettre en presence d’une grande quantiti^ (Veau euagitant 
energiquement, puis k le soumettre a un<‘ cuisson prolougec dans 
un bain d’eau bouillante, ou inline a rauLoclave et an Ix^soiiu 
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XV. 


iiBER EINE NEUE METHODE 

ZUR LOSUNG GEWISSER VARIATJONSPROBLEME 
DER MATHEMATISCHEN PHYSIK. 


{Journal fur die reirie luid angewandte Mathematik^ 
Bel. CXXXV, p. 


EINLEITUNG. 

Die Randwertaufgaben der mathematischen Physik erfordern 
durchweg die Darstellung endlicher, stetlger Funktionen in vor- 
geschriebenen encllichen Bereichen. Nur aiisnahmsweise gelingL 
hier eine Entwickelung nach Potenzreihen, und noch seltenerist 
dieselbe im ganzen Bereich numeriscli brauchbar. Endlicli schei- 
tert, selbsL in Fallen, wo die Entwickelung prinzipiell un'iglicli ware, 
ihre Berechnung liaufig an dem Umstand, dass sie die Ijdsung 
unendlich vieler linearen Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten erfordert. Sehr viel besser eignen sicli Entvvickelungen 
nach Poljnomen, Fouriersclie Reihen usw. fiir die Danstellung 
einer reellen Funktion (P (.r, J', . . • ) In eine in gegebeneii Bereich, 
da hier fiir die Konvergenz im ganzen Bereich nur Eigenschaften 
der Stetigkeit usw. gefordert werden, die bei den Randwertaiif- 
gaben meist erfullt slnd. Bei numeriscli gegel)encm (vHiietet die 
Bestimmungder Koeffizienlen eines Polynoms + cii x 

von gegebenem Grade n, derart, dass Wn als Approximation von (v 
.trftltpn keinne. keinerlei Schwierixrkeit. und cs kiinn dift Gf'njiliTfr- 


n Nebenhedingungen^ dejiniert^ so gelingt die Berechniing- 
ir Koefflzieiiteii at zunachst nur in dein sehr speziellen Fall, wo 
ne Integration durcli rascli konvergente Potenzreilien mogllch 
L. Es erhebt sich die Forderung, die angendherte Darstellung 
’s Integrals ini ganzeii vorgeschriebenen Berelck durcli eia 
olynoni von gegebenem Grade n auch in diesem FaLle allge- 
ein durc/izufukreny in der Art^ dass bei wachsendem n die 
enaui gkeit unbegrenzt wachse^ so dass schliesslich eine 
ntivickelung des Integrals nach Poly nomen resultiert, 

Dabei wird man n klein wahlen kfinnen, falls die Erfahrung 
IS z. B. zeigt, dass die gesuclite Eurve nur sclivvacli geki-iimnU isL 
Audi Fourier-Reihen usw. kcinnen braucbbar seiii; allgemeincr 
mn man meist derartige Funktionen tL| , ? • • *. 5 • • • angeben^ 

iss die etwa durch Beobachtung bekannte F unklion tv von x^y^,., 

L der Form 

) Wji = (I/q -+- <35^ -h <^2 4*2 

icli vvenn n klein bleibt, durdi geeignete Wahl der unbe- 
immten Koeffizienten ai mit geniigender Genauigkeit dargestellt 
erden kann. Wieder sLelit sich die eben fiir Polynome aufge- 
orfene Frage ein. 

Gegenstand dieser AbliandLung ist die Angabe einer Methode 
tr Bestinimung der ai unter der Voraussetzung^ dass es sick 
ni ein V ariat ions problem handle, eine P^orderimg, die ja bei 
ner grossen Anzahl physikalischer und mechanischer Problem e 
'fiillt ist. Rann, bei geeigneter Wahl der cj;/, die Genauigkeit mit 
achsendem 11 unbegrenzt gesteigert vverden, so ist damit die 
itegralion des Problems, und zwar in einer fiir die Anvvendung 
esonders brauchbaren Gestalt, geleistet. 

Beschranken wir uns zunachst auf eine unabhangige Variable 
nd ist 

\) J = I /(.r, w, w', w\ . dx 

d (I 

as zu variierende Integral^ so liissl sich das Verfaliren zur 
erechnung der at in folgender allgemeiner, wenn auch zunaclist 
och etwas unbestimmter Form aussprechen : 

Man seize den Ausdruck (i) von Wn f S telle von (v; 

ann wird das Integral eine bekannte Funktion (cix , ao , . . . , 

i3 
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der ai^ die x nicht enthdlt. Man bestirnme die at so, dass J 
Extremum werde, also aus deni Gleichungssystem 


(3) 


dSg __ 

dai ’ da^ 


dan 


Es ist dabei vorausgesetzt, dass die A/ so gewahlt sind, da 
die vorgeschriebeneii Nebenbedingimgen, sovveit dieselbeii 
nicht aus der Variation selbst ergeben (*), fiir jeden Wert d 
erfiillt. Lasst das System (3) eiiie und nur eine L( 
ai = ^2 = a!;*’, • • • , <^n = ^st 


die hestmogliche Darstellung von pp, falls man als Mas: 
Genauigkeit das Integral J selbst betrachtet. Dieses vvird ir 
Tat bei der angegebenen Bestimmung der a/ imiglichst weni^ 
seinem exakten Minimal- oder Maximal wert abvveichen 

bei physikalischen und meclianischen Problemen J in einfa< 
Zusammenhang mit wichtigen Grbssen, niimlich der potenti 
und kinetischen Energie steht, z. B. im Falle des Gleichgew 
gleich der ersteren ist, so ist es vvohl berechtigt, dlese fur 
Vorgang vvesentliche Griisse als Mass des (jesamtfehlerj 
betrachten. 

Die voraiisgesetzte Beschrankung auf eine Variable x un( 
eine unbekannte Fuiiktion w ist natiirlich ganz unwesentlich, 
es erweist sich, wie man im folgenden sehen vvird, diese Met 
der Bestimmung der ai sowolil theoretiscb wie aucb praktisc 
eine durchaus zvveckmassige. 

Bei den Randwertaufgaben der matliematischen Pliysik ha 
es sich meist urn lineare Diirerentialgleichungen. Es ist dar 
eine Fuuktion zweiten Grades der at und die Gleicliungei 
vverden linear. In alien Fallen, wo unter dem Integralzeicli 
eine definite Form steht, — wie dies insbesondere bei Gleic 
vvichtsproblemea, beiin Dlrichletschen ProhJciti usw. der 
ist — existiert eine und nut' eine Lbsung des Systems (3) 


(^) Zu dieser letzieren Art von Bedingungcn gehoren z. tJ. die an den ^ 
Randern einer elastischen Platte zu erfiillenden Glcichungen, wie ai 
KirchhoITschen Theorie hervorgeht. 
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Werte eines solchen Integrals besitzen fiir alle den Bedingungen 
geniigende Fnnktionen eine obere oder untere Grenze, ob sie 
wirklich erreicbt wird, bleibt zunachst imbekannt. Bildet man 
nun die sukzessiven Approximationen (’P, = -4- Ai ; 

PP 2 = 4*0 "k" entsprechenden Mini- 

malwerte ? so bilden die letzteren eine iimner 

ab~ oder immer zanelimende Reihe von Zablen, die gegen eine 
bestimmte Grenze konvergieren. Es zeigt sicli, dass die Existenz 
dieser Grenze hinreicht zum Bevveis, dass die u’/o oder gcivisse 
iiher dtese Fanklionen erstreckte unbestimnite Integrale, ini 
ganzen gegehenen Bereich gleichmdssig konvergieren, Dies(i 
Konvergenz findet selbst dann stall, wenn die z. B. gerade 
Fanklionen sind, walirend die gesuchte Ldsung pp eine ungerade. 
ist : in diesein und ahnliclien Fallen konvergieren die gegen 
eine andere Grenzfunklion. Besitzen aber die A/ die oben 
erwdhnte Eigenschaft, dass sick jede beiiehige Fanktion m, 
die den gestellteii Rand- and Stetigkeitsbedingungen gen ii gt, 
durch eineii Ausdruck der Form ( 1 ) beliebig aagendkert 
darstellen Idsst,, iiebst einer bestimmleri AnzahL Hirer Ablei- 
tungen^ so konvergieren die Wn gegen die gesuchte Ldsung. Dev 
Bevveis dieses letzteren Satzes sliitzt sich iin vvesentliclien auf die 
von Herrn Hilbert (‘) gegebene neue Variationsinetliode. 

Die angegebene Methode siikzessiver Approxiinationen lelinl 
sich also aufs engste an das sog. DiricJiletsche Prinzip an; in 
alien Fallen, wo sie anwendbar ist, gibt sie einon Bevveis dieses 
Prinzips da die bier getroffene besondere Auswahl der bkink- 
tionen, durch welche das zu variierende Integral J immer kleincr 
gemacht wird; wie oben bemerkt, einen Konvergenzbcvveis 
ermoglicbt. 

Die numerische Durchfuhrbarkeit und der praklischc Wert ^Icr 
Methode hangen wesentlich von einer geeigneten Walil dor ab, 
die natiirlich durch die Resullate des Experiments oft sehr 
erleichtert werden kann. In den von inir berechneten Beispielen 
(s. unten) sind sie durchaus befriedigend. 

Die ErJauterung dieser notwendigervveise etvvas unbestimmteu 


d) D. Hilbert, Ueberdas DiricJiletsche P riazip . {Festschrift der Kgl. Gesellsch. 
der Wissensch. zu Gottingen^ math.-physiJi. Klasse), Berlin, 1901, p. 17 IL 





allgemeinen Betrachtungen geschieht am besten an Hand eir 
spezieller Probleme; dabei wird sich gleichzeitig zeigen, wie d 
zu wahlen sind, damit den Rand- und Stetigkeitsbedingui 
geniigt wird. 

i"". Als erstes Beispiel geben die §§ J bis 13 die allgem 
Losiing der bisher nur in sehr speziellen Fallen behande 
Aufgabe, die Deformation einer ritigsurn eingespann 
iirspriinglich ebenen elastischen Platte von gegebener Gei: 
untcr der Eimvirkung gegebener Druckkrdfle zu berechi 

Es ist dies Problem aquivaleiit mil der Integration der Diffe 
tialgleichimg 


w O’* w 

dx^ ^ dx- 




WO / gegeben und am Rande pp = o, —=0 vorgeschrieben 
(^n = Normale zum Rande). 

2 ® § 13 und § 14 enlhalten die Losung des Dirichletsc 
Problems in seiner klassischen Form. Es soli die Gleicli 

A^v=:o unter der Voraussetzung der Stetigkeit von 


und bei ^egebenen Randwerten iv erfiilU sein. 

dy ^ ^ 

Die Beschrankungen, die hierbei der Gestalt der Randki 
und den gegebenen Funktionen/, (v auferlegt werden niiis: 
sind sehr allgemeiner Natur und fiir die Anvvendungen durcl 
unwesentlich. 

3'’ § 13 enthall die Anvvendung der Metliode auf ge^vdliriL 
lineare Diff'erentlalgleichun gen nut variablen Koefjizien 
die aus einem Variationsproblem entspringen, vvobei die W 
des Integrals und eveutuell einiger Ableitungen an denEndpiml 
des Intervalls a , , . b vorgeschrieben sind. 

4*'. Endlich zeigt die x'\nwendung auf die schwi n gende Sc 
§ 16, dass auch in Fallen, wo der oben angedeutete Konverg( 
beweis versagt, die Methode numerisch sehr brauchbar bleibt 
sich zur Berechnung z. B. Chladnischer Klangfiguren iisvv. v 
eignet. 

In der Mechanik werden bei Anwendung des Hamiltonsc 
Prinzips auf ein endliches Zeitintervall die Gleichungen (3) 
allgemeinen nicht linear, und die Berechnung hoherer Appr 


mationen ist dadurch sehr erscliwert. Keniit man aber eine genii- 
gend angenaherte Lusung, so wird man in diesem, wie auch in 
andern Fallen, die Methods nur auf die Berechnang der 
Korrektionen anwenden und sich dabei auf die quadratischen 
Glieder in der Entvvickelung von (a^, der Um- 

gebung der Nullwerte der Variablen beschranken kdnnen. 

Sind geeignete Bedingungen im Unendlichen vorgeschrieben, 
die von den A/ erfiillt werden, so dass das liber ein unendlich 
ausgedehntes Gebiet erstreckte Integral J und die in endlicb blei- 
ben, so kann die Methode ebenfalls angewendet werden. 

Es ist wesentlich zii bemerken, dass die A/ in verschiedenen 
Gebieten verschiedene analytische Funktionen sein, bzw. durch 
verschiedene Aiisdrilcke gegeben sein kdnnen^ falls nur auf der 
Grenze zweier soldier Gebiete gewisse Stedgkeilsbedingungen 
(siehe z. B. § 2) erfiillt sind. Hierin liegt flir die Anwendung auf 
experimentelle Ergebnisse unter Umstanden eine grosse Erleich- 
terung. 


Deformation einer am Rande eingespannten elastischen Platte 
unter dem EinfLus? eines gegebenen Normaldrucks. 


§ 1 - 


Wir beliandeln zunachst das Problem der Integration der 
Gleichung 


< 5 ) 


A Aw ~ 


w 

dx'* 


w 


' dx'^ dy^ dy 


+ =/(^>r . 


wobei auf dem Rand L des gegebenen Gebiets R die Bedingungen 
zu erfiillen sind 


< 6 ) 



and die Endlichkeit und Stetigkeit von (P und seinen Ableitungen 
bis zur 4- Ordnung in R und auf L gefordert wird. 

Das Problem reduziert sich, wie man ohne vveiteres einsieht, 
darauf, das Integral 

K 


( 7 ) 



welches fiber die ganze Platte, d. li. das gauze Gebiet 
erstrecken ist, unter den erwahnten Bedingimgen zu einem 
mum zu machen. Es ist bis auf einen konstanten Faktor 
potentielle Energie der Deformation (’) und f der auf die ] 
pro Flacheneinheit ausgeubte Driick. Von f setzen wir vc 

dass es endlich und stetig ist, und dass ^ endlich sind. 

^ ^ ox ay 

Die Ausdehnung der Green schen Satze auf die Gleichun 
hat Mathieu (-) gegeben. 

Sind U, V zwei im Gebiete R nebst ihren Ableitungen bi 
dritten Ordnung inkl. stetige bunktionen, so giit 


J' f('^ AiV — VAAU)^^S 


V AV h U -- — (hj 

dn dn d/i / 


wo n die aussere Normale der Berandnng L bed eu let. 

Es sei (a, b) ein Punkt im Innern von R und 

wir setzen V = r- logr. Diese Funktion spielt hier dleselbe I 
wie logr in der Potentialtheorie. Dann ist 


■87cU(a,6)= J* j* r^logrAAU 




-LX 


loff /' 


()AU c)(/'-Iog/*) 


On 


dn 


All 


1st also 


/I h)g/- . , , 


AAU=/(a:,j.), U=0, 


dn 


— o auf .s*, 


(‘) Dcr Kirchhoffsche Ausclruck fttr die potentielle Kner^de der Platte cn 
allerdings noch ein weiteres died, welches aber, wie /wei suk/.essive par 

Integrationen zeigen, im Falle iv = o, ^ = o idenlisch verscliwindel. 

(2 ) Mathieu, Journal de Liouville, t. XIV, p. 37K, iShp; Theorie dti paler 
Kap. Ill, p. 70; Paris, 1890; vgl. auch W. Voigt, Koinpendiurn der U 
Physik^ t. I, p. 206, Leipzig, 1895. 


— 8 t: U (a, ^ = 



log/- f{x, y) 

Oil 


dM] 

On 


r- log/ 


■] 


ds. 


>t (a^ b) ein innerer Piinktj so kann man das Ijinienintegral 
ebig oft imler clem Integralzeiclien dilTerentiieren ; dasFlachen- 
gral kann dreiinal ebenso dillerentilert werden, ohne dass 
le Konvergenz im Punkte (a, b) aufhbrt. Um Derivierle 
erer Ordnung zu erlialten, kann man eine Methode von Rie- 
111 (^) verallgemeinern : 

Is ist 


f J'r^-\ogrf(x,y)dS,^ j' f -^r^Xogr./dS 


— — I r- lo^rf COS, nx ds ->r ^ j" 


)ei — endlicli und /’ stellg sein muss. 
dx ' ^ 


Diirch Wiedcrholung' 


ler Transformation erhall man den Satz : 

= (1 = 0, j, 2 ,..., v) endlich 

f 

stetig sind — — - ' ■■■ ■ brauclit nur endlich zu sein — so erhalt 

i aiif diese Weise die enlsprechenden Ableitungen von 
ach a und b\ ferner kann man vonjeder so berechneten Ablei- 
g noch die AbleiLungen ersLer, zweiter und dritter Ordnung 
::h Differentiation untcr dem Integralzeichen^ ohne Transfor- 


ion, erhalten. 


Alle Ableitunoren 

^ dxf^ Oy^i 


sind s let is*' und 


Lick, ivenn /? S [i 
[an hat ebenfalLs 


3: 


r<> 


-4-3;/>-}-^£pL4-v-f-3 sind. 


//iU*V,B=/ f VA4UrfS*^(itg-ivg) 

11 H ' ' 


ds. 


) Riemann, Schwere^ Elektrizitcit u.Magnetismus^ herausgeg. von. Hattendorf. 


Wendet man dies auf die Variation von J an 


oJ 




liv 5 A(^ — / ^ix’) <^/S, 


wobei U ~ V = ow'Au setzen ist, so ist auf L \\eii,en (p 
— =oaucli o(P=:o, and es cr^ibt sich 

On ^ dll ^ ^ 


oJ = 



{ AAtp — f) oiv dS^ 


also die Gleichiing* (5.). Jede J.osang- dieser Gleicluing enLs|: 
ofienbar eineni vvirklichen Minimum von J. 

Ferner bcsitzen die Werte, died fiir beliel)ige, den Sletigi 
iind Randbedingiingen geiiiigende Fiinktionen (r annelimen 1 
cine untere Grenze (die inogliclierweise allerding's iiicliL wii 
crreicliL wird). Deuii seUt man 




■//[: 


(A(vi)2— /(i-i j ^/S + 


u>i . 


f) A(rj 


()n 


c)(T’i 

On 


Aivt ) dfi 


so ergibt sicli 
und auf [j : 


A A(r'» = (> 


(T’l = — n-o, 


O/i 


S o m 1 1 w' i r (J d c r A usd r u c I v 


On 




( A(v-’, Y 


1_ An-’ I Atr.) ~ 


. /•( (ic-j iVi) 


c/S 


gleich 


f /’a... a..,./s --=yy aa«., a.., 

li n '• 

=. f f ( 

K 

J rr= J(, “H j* ^ d'!>. 


Somit ist J > Jo, womit die Exislenz eiiier unteren Grenze nach- 
gewiesen ist. 

Die Losimg von ( 5 ) nnter den gegebenen Bedingungen ist 
eindeutig bestimmt^ da die Diilerenz zweier Ldsungen (p, iv' er- 
geben vvurde . 

* / r c T 

^ l\(w — (P ) = O, iV W =0, — = o aui L, 

^ ^ dti dn 


woraus durch Miiltiplikation mit — iv' and Integration 


// 


[ A( — w')] dS = o. 


Es ist somit A (iv — (p') = o in R, and da (p — (p' = o auf L, 
ist iiberall cp — iv' = o. 

Icli beschliesse dlese vorbereitenden Satze durch die Bemer- 
kung, dass aus (p = o auf Ij folgt = o ; and da auch ^ = 0,50 
vvird 

dw . div - ^ 

___ = — cos(/i, .r 1 H cos( 5 , x) ~ o, — = 0 auf L. 

dx dn ^ 5 / jy 


8 ± 

Sei 

••• 

eine unbegrenzte Reihe von Funktionen, die folgenden Bedin- 
gungen geniigen : 

Sie sind In der ganzen Ausdehnung der Platte R und auf 
deren Rand L eindeutige endli<Jie und stetige Funktionen von ^ 
undy. Giciclies gilt von ihren Ableitungen der Form 

( m = o, I, 2, 3 : n = o. I, 2, 3 ), 

die im folgenden eine wicbtige Rolle spielen und die wir abkiir- 
zend als Haup Lableitungen bezeichnen. 

2‘’. Auf L ist fiir jedes f, = 0, = o. 

3 ^^. Sei ^ eine beliebige nebst ihren Bauptableitungen endlicLe 
und stetige Funktion, welche iiberall gleich o ist ausser in einem 
Rechteck p, welches ganz innerhalb B liegt, und dessen Lage und 



Grosse willkiirlich bleiben. Wir setzen voraus, dass man 
Koeffizienten a/ und den Index m im Ausdruck 

a2(!^2“+-- • -H- 

SO wahlen kann, dass 5^ — ^i^d seine Haiiptableiumgen in 
Lind auf L dem absolulen Werte nacli klelner bleiben als ej 
willkiirlicli gegebene Grosse £. Man kann also eine Rei 
Sfj • • - j • von Funktionen angebeii, die gleichinassig in 

gegen ^ konvergieren, ebenso wie ihre Hauplableilungen. (Dii 
Annalimefordert also, dass die die Eigensciiaft der Poljnon 
Fourier-Reihen usw. besitzen, eine willkLirliclie FnnkLion d: 
zustellen.) 

4‘k Eine Snmme der Form kann nur dann in R iiber 
identisch verse hwinden, w^enn = cl rn‘== o. 

Es wird unten gezeigt werden, wie bei gegebener Berandu 
die bekannLen Eigenschaften der Polynome, Fourier-Reiiien us 
es gesLatten, solche Funktionen i/ zu bilden. . 

U/n nun die gesutchten sukzesswen Appi'oximationen 
erhaltenj haben ^vir nur den Ausdruck 

H- cti ^1^2 u.f)i 


an Stelle von w in das Integral J zu setzen; sel 



dann ist hn eine Funktion zweiten Grades der c//, die von 
y unabhangig ist^ 

HI HI HI 

J//1 = ^ ^ ^pq n.p Clq ^q i 


wo 


^/S 


( 9 ) ^pq—'^qp — j* 1^ dS j A A 

K* " 11 ' 

— J I AA'k«7.4'y; r/S, 

(10) f 


Wir {vdhlea die ai in der Weise^ dass <^ 2 , • • • <^m) ein 

ininium wird^ so dass also 

m 

i) a./ {q .,m). 

p=zl 

Die quadra tisclie Form 

tn ni 

Q =2 \ j j 

1 1 

: siets positii^ and nar dann gieich Null, wenn = o in R, 

30, wegen ^’,^ = 0 auf L, wenn (Vm identiscli gleicli Null ist. 
araus folgt nach 4", dass ai, ao, . ♦ . , am samtlich verschwinden 
iissen, falls Q = o seiu soil. 

Danun J/,z, wie wir gezeigt liaben, eine untere Scliranke Jo 
isitzt, so folgL, dass J,;^ ein Minimum fiiT ein eindeiitig be- 
immtes Wevtesystem der at erreicht^ die Gleicliungen (ii) 
>0 stets und nur in einer Weise Idsbar sind, d. h., dass ihre 
eterminanle von Null verschieden ist. 

Es seinebenbel bemerkt, dass aucliin Fallen, wo Sm (a^ , <^m) 

ae allgemeinere analytische Form hat, das Minimum, falls es 
istiert, nach einem bekannten Satz auch wirklich erreicht wird, 
dass sich bei einer endlichen Anzahl von Pax'ametern nie die 
ihwierigkeit einstellt, die deni Dirichletschen Prinzip, wo die 
izahl der Parameter als unendlich hetrachtet werden kann, 
haftet. 

Sei d' {V das totale Dilferential von iv in bezug auf die a^, und 

in 

1 

) die h.p willkiirlich sind; dann kann man dap = e. Ap setzen 
= unendlich kleine Grbsse), so dass 

d m = 

1 Ausdruck von derselben Form wie Wm ist. Es ist 

m 


woraus, wegen der von den 4 '/ erfullten Grenzbedingungen, and 
miter Weglassung des Faktors s folgt 


( T J ) 

oder auch 
(lO 


O — ^ ^ ~ f^ni) 

0=zj' J" dS. 


Setzt man insbesondere so gibt ( i 3 ) 

j' j" [(Act^,;, )-—/«"/«] dS ~ o 
ii 

so dass, nach (^) 

(i 5 ) MinJ,/i= " y" f (A(p„,) 2 <^S. 


Ebenso wird man eine neue, dem Index m 4- /? >> m enl- 
sprechende Approximation finden, mil einem neuen Wertsystem 
a I der a/. 1st 

Ctp—^p=^/i = 7 ?l), 

ap=^ Ep fii r p = m ■+■ i -h ... -h /n -h 


^ m-hti — ^jun ' 






so gilt ebenso fiir das neue Mininium 

(iti). J5;iU= J y' [^”(A u^,H- A cp„,/,)2—/((<^,,H- )j 

= J j' Acp,„„H- 


dS 


und 


o — j* J' [( A(?’^;j, -I- Acp,;^,^ ) J d'^ . 


Setzt man in letzterer Gleiclumg insbesondere A/„ = 
d. h. 'Qjrt^n = SO folgt cinc iieue Gleicbung, welclie, in (16) 
eingesetzt, ergibt 

(■ 7 ) JS,?U= Jir- ; J f (^<?,nny- dS. 


Die Grosser! bilden also eine ine zunelimende, 

imbegrenzte Zahlenreilie, wie a priori zii erwarten war. Da sie 
aber grosser als bleiben, besitzeii sie eirie Grenze Jo, uiid 
man kann eine Zahl M so bestimmen, dass, wenn m >> M imdyi 
eine noch sokleine, vorgegebene Zahl ist, fur jedes n 

(I8) ij' j (Atp,„„)MS<-<i. 

Aus dieser Ungleicliung lassl sich nun die Konvergenz unserer 
sukzessiven Approximationen ableiten. 


S 3. 


Ist 


so ist nach ( i8) 
{' 9 ) 


J J (>9)2 c/s < 1. 


r Ao 


Es ist aber identiscb 

(•20) cp(a, Z-) = -^ j" f log 

u 

f/-2= (x — ay^-h{y — by^] 

fiir jeden inneren Punkt, weil das Zusatzglied 

r [. do , 


welches im allgemeinen hinzukommt, hier gieich Null ist vvegen 

cp=: o, ^ = 0 auf L. Sei D das Gebiel, in welchem|log /-l^jAcpI, 

und D^ dasjenige, in welchem | Acp| C logr (letzteres enlbalt den 
Punkt a 6), dann ist 


I I Acp I c/S J (Acp)2<:afS f (logr)2<a?S 

11 I) ^ IV 

I' y" Iog2 


2;v./S. 


Das letzte Integral ist konvergent, wie man durch Einfiihrimg 



von Polarkoordinaten sieht, wobei r log- r fiir r = o gegen 
konvergiert; es hangt von (a, b) ab ; ist K sein grosster Wert i 
so wird endlich 


und somit 

til I ^ 

I Ornn | = | | < 


DieZahl v/'^ ist sowohl von wie von y und von n 

abhangig; sie kann kleiner als jede vorgegebene Zalii e gem 
werden, da man wegen der ivonvergenz von iminer ^ 

wahlen kann, dass ■ 


Dann ist fur jedes m > M und jedes n , x und r : | iv,nj^n — | " 

Hieraus folgt der Satz : 

Die Fanktionsreihe cv,, kom’crgiert gteichma 

ini ganzen Gebiet R gegen eine Funktion iv y)^ we 
somit in R stetig ist^ und aiif dessen Rand S ve7\^cfnvindei 

Darnitist zwar die Ivonvergenz unserer sukzessiven Approx 
tioiien bevviesen; da wir aber von der Voraussetzung (3) bi 
keinen Gebraucli geinacbt liaben, wird die Funktion iv von 
gesuchten Ldsung, bei besonders unzvveckmassiger Walil dei 
mdglicherweise sehr verscliieden sein. Mat man fiir die 5 
gerade Funktionen gewiihlt, wahrend die Liisuiig eine unge 
Funktion ist, so kann w naturlicli nicht die Liisung sein. E 
aber bemerkenswert, dass der blosse Umstand, dass wir 
unendliche Anzahl Konstanten, iiber die wir verfiigen, nach 
angegebenen Schema bestimmen, fur sicb allein schon unter s 
Umstanden die Ronvergenz erzvvingt. Dass, wie wir zeigen wer 
die richtige Grenzfanktion w herauskoramt, falls die 1 
Analogic der Poljnome, der Fourier-Reibcn iisw. nahezu b 
bige Funktionen darzustellen vermijgen, ist von vornlierei: 
erwarten. Diese Bedingung ist aber keine uotvvendige, beson 
wenn es sicli nur um die Erreichung eines I)estimmten Masses 
Genauigkeit liandelt: es kann, wie bei seini-konvex’genten Red 
fiir ein bestimmtes m ein Optimum der Anniilierung stattfmi 


/ 


Bel numerischen Anwendungen hat man meist nicht dafiir zu sor- 
gen, dass der gernachte Ansatz 

( 21 ) ,i 

jede Funktion beliebig genaii interpoliere, sondern dass er eine 
Funktion von der Art der gesuchten Losung, und init der vorge- 
schriebenen Genauigkeit, darzustellen imstande sei. 

Aus dem Umstande, dass das Integral (18) mit wachsendem ni 
unendlich klein wird, kann man natiirlich keineswegs darauf 
schliessen, dass auch der Integrand (A o,nnY ^ — A iv,n)'^ 

diese Eigenscliaft besitze, und somit dass die Ableitiingen erster 
und z'weiter Ordnung ebenfalls konvergieren. Allerdings vvird 
man aber, bei Polynomen usvv., in den in der Anwendung vorkom- 
menden Fallen kaum auf Funktionen gefiihrt vverden, die in ein- 
zelnen Punkten endlich bleiben, im grdssLen Teil des Gebiets R 
aber unendlich klein werden, wie dies nolig ist, damitdas Integral 
ebenfalls unendlich klein sei. Es wird vielmehr der Integrand 
selbst klein bleiben, und somit werden auch die ersien und zvvei- 
ten Ableitungen durch beliebig angenahert dargestellt 

sein, Kann aber jede den Rand-und Stetigkeitsbedingungen genii- 
gende Funktion nebst ihren ersten und zweiten Ableitungen in- 
nerhalb R durch einen Ausdruck der Form (21) und seine 
Ableitungen beliebig genau dargestellt werden, so kann die unterc 
Grenze der ’ nicht verschieden sein von der unteren Grenze 
von J fiir beliebige, den Bedingungen geniigende Funktionen, und 
die Grenzfunktion (v istin diesem Falle die gesuchte Liisung. 

Im folgenden werden wir durch Hinzuziehen der noch nicht 
benutzLen Bedingung 3 "^ Seite 201 den strengen Bevveis erbringen, 
dass lim {v„l die gesuchte L()sung ist. Diese Bedingung 3 ” fordert 
allerdings etwas mehr als fiir die numerischen Anwendungen im 
allgemeinen no tig ist. 

Es lasst sich zunachstnoch allgemein zeigen, dass, unter a, p ein 
innerer Punkt von R verstanden, auch die Grenzwerte existieren 


lim 

in =: 00 


lim 


iL 

dx 




in z=. 



Der Beweis beruht wieder darauf, dass 


/' 





in welchen die InLegrationswege a . . . p. . . jMnnerhalb R liegen, 
infolge von ( 19) kleiner als bestirnmLe, von der Gestalt der Platte 
allein abliangige Zalilen bleiben. Denn man kann (20) unter dem 
Integralzeicben ziierst nach a integrieren, dann nacli b difTeren- 
tiieren; mm ist 


d 

db 



arc tang j — 

f^-y 


arc Lang 



und zvvar auch wenn der Integrationsvveg durcli den Punkt x = 
j fuhrt, falls nur a und a verscliieden sind. Da die rechte 
Seite stets << 2 tl bleibt, so folgt 


db 


i 


a 

cp(a, h) da 



Man zerlege wieder R in ein Gebiet D, in welchem | A cp | < i ^ und 
ein solches in welchem jAo|> i ist; dann folgt 

j ^ f Oberdache von R, 

1 ) '' 1 ) 

j j |A9|c/S< f ^ 


somrt 


db 


^ a 


b ) da 


< I -h Ober/lache von H, 


womit, wie oben, der Konvergenzsatz fiir 


bevviesen ist. Dass die entsprechenden Grenzfiinktionen von 

— f 
<^yJ. 


w dx, — f dy 


A V . 


C( 1 1 j. u u LiUCtUi’NOr ui!< iS3i3r<n > Ani.\ i o*-j 




cht verschieden sind, und somit, vvenn aiich viellelclit nicht (v-’, so 
)ch liber w erstreckte Integrale erste Ableitimgeii besitzen, ist 
imittelbar einleuchtend, da vvegen der Gleickfoi'niigheit der 
onvergenz fiir jedes Rechteck innerhalb R 

f dyWm f dx = Vim f [ jk) — 

Jp lu = 00 oy 

=z f [w{x,y)-~w{x,^)\dx, 

'•a 

a der DillerenliahjuotienL iiaeb y der linken Seite 


liin 

in — 00 


i 


dy 


dx 


dstierl, folgt, dass aiicb ^ w ^x^y) dx nach differentiierbar 

a 

ad gleicli dem gesucliten Grenzvvert ist. Doch darf mogl idler- 
eise die Reihenfolge der DilFerentiation und Integration in (22) 
icht vertauscht vverden. 

Ebenso folgt allgenieiner aus 





^ bestinimte Zalil 


iirch Anvvendung auf ein innerhalb R liegendes Gebiet, welches 
urch oin Ivurvenstiick / and zwei Paralleleu zu den Aclisen 
egrenzt vvird, dass 


/ 


— ds < bestinimle Zahl 

(Jfi 


it, da gleiches fur die Parallelen zu den Achsen schon gezeigl 
^orden ist. Dabei kann auch I ein Teil von L sein. Es existlert 
Iso auch die Grenze 


li,„ f^ds 

111 = 00 d L 


nd sie ist gleich Null auf L, da bier 


dw 


m 


o ist fiir jedes m. 


R. 


dn 


210 


(MEUVHES DK WALTHER RITZ. 


§ 4- 

Es ist nun zu zeigen, dass, wenn man liber die A/ die in § 2 
unter 3'' gernachte Voraussetzung heranzielit, die Grenz funk Lion 
iv ivlrklich die gesiichte Losung ist. Zu diesem Zvveck bediene 
ich micli der vonHerrn Hilbert (*) angegel)enen Variationsmethode, 
in etwas veranderler Gestalt. 

Seien (a/^), (^ 5 .x) innere Piinkte, und sei 


r s" f c c 

d CL d a d^ 


u,„( 


{i -'P 

.»• pX ^y 


w {oc^ y) dx'^ dy ^ ; 


woraus 


F=r f f f' f f' f(x,y)dx^dy\ 

d CL CL d J ^ *./p [5 


Urn 

dy'-^ 


t)'* 

dx'^ dy^ 


Das rechteckige Integra tionsgebiet kann zum Teil iil)er R hinaus- 
ragen; vvir Kabeii bisher ni^d fmir ianerhalb R defmiert, imd 
setzen nun fest, dass bei dieser Integration uusserliall) R iil)erall 


W„1 = 0, /=:0 


sei; die Funktion und ihre Ableitungen sind somit 

’ ^ <)x dy 

in derganzen Ebene stelig, da sie auf dein Rande L versclivvinden. 

Nach den Satzen von § 3 konvergiercn fiir rn ~-~z co sowohl 1),,^ 

wie seine Ableitilngen bis ziir 4* Ordnung einsehl. gleichmassig 

gegen stetige Funktionen U, ^ i Gleiches gilt noch von 


d'* IJ ill •. F /// 

- Die Ableitunaen -- ■■■ , — - : 

^ dx^ dy'^ 


dx^ d y"^' dy^ dx^^ dx'* dy^ Oy'* Ox 

d' IJ„, dj^i d‘> U,„ 

dy^ dx^ dy ^ dx^ dy'’ 

Die Gleichiing ( i3) lasst sich nun scbreiben 


dx 


sind auf L glcicl 


Null. 


('i3) 



dx^ 


1 ,g 

dx'* dy^ / \ dx- dy^ ) dj'^ 



Uber die Konvergenz der Ableitungen, die in diese Formel 
eintreten, wissen wir nichts. 

Durch partielle Integrationen, die den in der Variationsrechnung 
gebrauchlichen gewissermassen entgegengesetzt sind, transfor- 
mieren wir dalier diesen Ausdruck in die Siimine eines Linien- 
integrals und eines Flaclienintegrals der Form 


(■->4) 


If 

R 

( AAU „t — 

^ dx^ dy^ 

Hierhei 

gibt 

das Glied 

U„, 

^2 

dx^^ 

von (aS) das ] 


<)K,„ 

r* A c w 0 ^ f 1 - 


OKm 


Jt 

dx- 


dx '* dy- 

dx‘^ 

dx'^ dy dx^ dy 








in welcliem das erste Glied gleich Null ist, |wahrend die andern 
in diesem Ausdruck vorkommenden Ableitungen von konver- 
gieren. 


Das Glied 




dx''^ d y'^ 


giht 




dx'^ ()y ''^ Ox dy- 


dx* dy''^ (hr- dy- 



/i, x) 


Ox'^ dy- dx'^ dy- 



ds^ 


und es gilt dieselbe Bemcrkung fiir dieses und ebenso fur die 
anderen Glieder. Irn iibrigen treten iiur die Hauptableitungen von 
t/n 3uf. Im Fliicheninlegral ( 94)7 welches sich durch diese Umfor- 
mungen ergibt, konvergiereii ebenfalls alle Ableitungen von 
Von seinen Hauptableitungen endlich diirfen wir nach 

Voraussetzung ( 3“) in § 2 annehmen, dass sie gegen die dort defi- 
nierte Funktion und ihre Hauptableitungen gleichmassig konver- 
gieren, wobei die Wahl von ^ nocli vvillkilrlich bleibt. Unter 
diesen Uinstanden konnen wir zur Greuze m, ~ co iibergehen. 
Nach der Definition von s verschvvindet das Randintegral, und es 
bleibt 


Auf dieses Integral lasst sich unrnittelbar der Hilbertsche 
Hiilfssatz (a. a. O. § 4 ) anwenden. Dieser Satz besagt folgendes. 
Wenn :p eine Funktion von x undy ist, die innerhalb eines Recht- 
ecks p den Bedingungen geniigt : 

lO. Sie ist, nebst ihren Haiiptableitungen innerhalb p und auf 
dessen Seiten endlich und sletig. 

2*^. Auf den Seiten, die parallel der :r-Achse sind, ist cp= o, 

^ = o, = o ; auf denjenigen, die parallel y sind, ist o = 

^ = 0, o und, wenn ferner F (x^ y) eine Funktion bezeich- 

U X Q X 

net, die in p einschliesslich der Seiten stetig verliiiift, und 
endlich das ilber p erstreckte Integral 



dx'^ dy^ 


dS 


fiir alle diesen Bedingungen geniigenden Funktionen cp verschwin- 
det, so hatF notwendig die Form 




in welcher X, X', X'^ stetige Funktionen von x allein, Y, Y', Y^ 
sledge Funktionen von y allein bezeichnen. 

Diese Bedingungen decken sich aber niit den fiir in § 2 ange- 
nominenen, da ^ und somit seine Ableitungen ausserhalb p iden- 
tisch verschwinden, das Integral (aS) also nur auf das Rechteck p 
ausgedehnt zu werden braucht. Ausserdein erfordert die dort 
vorausgesetzte Stetigkeit von ^ und seinen Haiiptableitungen, dass 
diese auf dem Rand von p verschwinden. A us der obigen Forde- 
rung 2^ ergibt sich aber z. B. fur die Seiten parallel der ^-Achse 


aus 0 = 0 auch 


d cp d‘^ cp cp 

dx dx'* Ox^ 


: 0 usw., und aus 


6^ cp 
dx d y 


d 9 


= 0 , 


cp 

dx- dy 


= O, 


O-*' o 

dx'^ dy 


= o, woraus das Verschwinden aller 




Hauptableitungen mit Ausnahme von -7 - -- ; - auf deni Rande des 

I O 

Rechtecks sich ergibt. Zuin Bevveise des Satzes benutzt aber Herr 
Hilbert nur eine spezielle Form von cp, fur welche auch 

^ G 0 ^ 

^ ’’ weiteren Ableitungen 


o ist am Rande, und ferner die 


dx^ dy'^ 

endlich, wenn auch unstetig sind. Diese beschrankenden Voraiis- 


;tzungen liber dllrfen also hinzugefiigt werden, wodurcli die 
3er cp und uber ‘C gemachten Annahmen identisch werden, und 
; folgt flir das Rechteck p, desseii Seileii ^ = a, x — a! ^ y = 

= y seien 

,6) AAU — F = X(:^.’) -i-jKX'(;r) - 4 - Y{y) 4- xY y -h ¥"(/)• 


Sei endlich 


V = U-r r f r dxH.yi-h-yX'-+-y^X") 

d a d fi %J If *Jfi 

~ dy^y^ -hxY'-\-x^r') 

^ It It 

-h 2 f X" -f- ‘2 f ^ Y" dy^, 

J «(e) 


{a^x <i a\ h'^y^b') 


) ergibt sich 


7 ) 


AAV == F(x^ y) 


merlialb p, wobei V und seine Ableitungen der ersten, zweiten, 
ritten und vierten Ordnung inncrhalb p und auf dessen Raiide 
,etig und endlich sind. Man hat also 

sS) V( 5 , ■>))=— J'r^losrP{x,j')da;dy-^T:, 

P 

0 T ein Linienintegral ist, welches als Funktion des innerhalb p 
elegeiien Punktes (?, y]) betrachtet eine analytische Funktion ist, 
ie der Gleichung A A T =0 geniigt. 


§ 3. 

Wir Idinnen nun leicht beweisen, dass (r wirklich diegesuchte 
idsung ist, indem wir tins auf die Stetigkeitseigenschaften der 
ategrale partieller DiftVrentialgleichungen stiitzen, die im vorlie- 
enden Falle aus den in § 1 angefuhrten Greenschen Satzen sich 
L'geben. Denn da F nebst seinen Hauptableitungen, nach Defi- 

^6 V 

ition, stetig und endlich ist, so lasst sich die Gi'dsse ^ durch 
ie in § 1 angegebene Riemannsche Methode bilden, und es 


^ //'■' log'-ZC^^ y) dy + T, 

WO T, wieder ein Limenintegral mil denselben Eigenschaflen w 
T bedeiitet. Daraus folgt durch direkle Differentiation unter de 
liitegralzelchen, dass die Ableltungen erster, zvveiter unci dritt 
Ordnung von cp existieren and stetig sind, and, vvegen d 

vorausgesetzten Endliclikeit von 4^^ 4^, nacli einer Transfc 

^ ax ay 

matlon derin § 1 besprochenen Art, dass gielclies auch von d 

Ableitungen vierter Ordnung gilt. Endllch geniigt ^v{x^y) d 

Gleichung 

AAcv =/(^, JK). 


Da diese Satze ftir jedes Rechteck p innerhalb R gelten, 
gelten sie innerhalb der ganzen Platte R. Endlich ist, vvie v 
sahen, w = lim = o am Rande. Da ausserdem die Existenz v 

7n = oo 

— j — innerhalb R bewiesen ist, so folgt aus den in S 3 bewieseni 
dx dy j i? 0 

Satzen, dass fiir jedes Ivarvenstiick / innerhalb R der Limes 


lim 

lit — 00 



ds^ 


dessen Existenz wir bewiesen haben, mit / - 7 - ^/^zusammenfa] 

’ Ji dn 

Nabert / sich L and fallt mit einem Stuck von L zusammen, 

wire! der Limes =: o, weil = o fiir jedes m; es ist also weg 

der durch die Gieichmassigkeit der Eonvergenz bedingten Stet 
keit 


/ 



o 


fiir jedes noch so klelne Stiick des Randes L; vvoraus folgt, cl; 
dw 

— z= 0 ist . 
dn 

Die sukzesswen Approximationea Wm kon^ergieren a 
gteichmdssig gegen eine Grenzfunktion welche den geste 
ten Grenz- . and Stetigkeitsbedingiingen geniigt and < 


irtielle D i ff er en dal gletc hung erfiillt 

) AA(^ =/(57, jk), 

\so die gesuchte Losung ist. 

A.llerdiii£‘S wissen vvir riiclit, ob aucli liin — = — ? usvv., 
^ ^ dx dx ’ 

m — 00 

h. obauchdie Ableitungea von cp konvergieren. Dassdie Ronver- 
!nz aucli der zweilen Ableiliingen bei der grosseren Anzahl der 
nwendiingen ervvartet werden darf, ist schon bemerkt worden. 
agegenist lin allgemeinen kein Grand vorhanden, dass auch die 
erten Ableitiingen nocli konvergieren sollten; wird somit im 
Igeineinen die Approximation (v,// in ( 5 ) eingesetzt, so wird 
ese Gleichimg bei wachsendem m nicht mil vvachsender 
enaaigkeit erfullt sein. 

Damit ist also das Problem i'ilv alle diejenigen Falle geldst, in 
elchen man Fanktionen mil den geforderten interpolato- 
scben Eigenscliafien angeben kann. Wir haben nun zu zeigen, 
ie dies unler sehr allgemeinen V^oraassetzungen iiber die Gestalt 
n’ Platte nuiglicb ist, womit der allgemeine Existenzbeweis 
‘bracht sein wird. 


§ 6 . 


ie Gleicbuug der Randkurve L. Diese Gleicbung kann unter 
mstanden melirere Ivurven I delinieren, von welclien ein Teil 
mi Rand niciit angelnirt. Dies wird der Fall sein, wenn der Rand 
,wa ein Polygon ist unci F die Form bat 

;9 ) Fi = ( m X -h diy 6'i ) ( a^x -+-• ccrX bry •+• Cr) 

Die Geraden aix -1- bi y -j- 07= o werden nicht in ihrer ganzen 
iisdelmung dem Rande angehdren. Wir setzen voraus, dass F 
inerhalb der Platte nicht verschwindet^ was fiir die spezielle 
orin (29) bedingt, dass das Polygon ein konvexes ist. 

Ferner sollen F und seine I lauptableitungen in R and auf L 
idlich und stetig sein. Endlicli soil auf dem Rande, wo F = o ist, 

ich — =3 o sein. Erfullt F die vorangehenden Bedingungen, aber 


iilclit diese letzte, so wird F- alle Bedingangen erfiillen. Die w 
teren Ableitungen — j • • • sollen dagegen auf dem Rande nur 

einzelnen Punkten verschwinden. 

Diese Beschraiikungen sind von geringer Bedeutung fiir die A 
weiidung auf physikalische Probleme. Bei stetig gekriimm 
Randkurve wird F sie meist von voriiherein erfiillen. Aber at 
bei geradlinigen Polygonen und allgemeiner bei solchen Figiin 
die diirch mehrere Kiirveiistlicke begrenzt werden 

fx(a^,y) = o, /2(.r,jK) = o, ... f,,(x,y)=:o 

wo /i , /o, . , . analytische Funkrionen sind, wird 

alien Anforderungengeniigen, fallsnurdle Ivarven//=: o, sofern 
nicht znm Rande gehdren, ausserhalh der Platte verlaufen. 

Bei einspringenden Winkeln, z. B. nichtkonvexen Polygon 
ist diese einfaehe Form von F niehi inebr anvvendbar. Fiir 
S tempo ly go dessen einspringende E(dcen P< , P^,..., P/^ 
ausspringenden Q, , Q 2 , . . Q// in der Reihenfolge P< Q< P^ (^1^ 
abweehseln, seize man 


».fi »»6 

/ I / 2 ■ 


3^1 


. 'itcp.-j 


, 3^ 


Sin' 


TUCp,, 
5 


wobei /V der Abstand des inneren Piinkles {x y) voni Punkte 
a/ der Winkel Qi + iP/Q/, ond cp/ der Winkel P^Q/ 

Bleibt {xy) innerhalb des Polygons oder auf dessen Biindern 
ist F eindeutig und erflillt alle gestellten Bedingiingen. Oflen 
lassen sicli solclie Ausdriicke aiicli in allgemeine ren Fallen ( 
springender Winkel aufstellen. 

Ebenso bietet es keine wSchwierigkeit, bei ringbirmigen i 
bieten usw, , die Gleichung der Rander auf diese Form zu bring 
Um die solchei' Funktionen F unter nuiglichst all 

meinen Bedingungen einzuseben, bat man sicb nur zu erinne 
dass Herr H. A. Schwarz die Existenz der Fundamentalbisi 
.der Gleichung 

A a- -i- a = o 


unter der Bedingung, dass u auf dem Rande verse hvvindet und 
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Tnnern nebst^^, endlich und steti^ bleibt, unter bekannten 
c/:z' dy ^ ’ 

Voraussetzungen sehr allgemeiner Art Tiber die Gestalt des 

Gebietes R bewiesen hat. Diese Losung eiitspriclit dem Funda- 

mentalton elner Membrau von der gegebenen Gestalt; sie ist 

innerlialb R analytlsch und verschwindet in keinem Punkte im 

Innern von R (’). Es geniigt also 

F = 

alien gestellten Forderungen, falls seine Hauptableitiingen aucb 
auf L endlich und stetig bleiben. In singularen Punkten des 
Randes, insbesondere bei einspringenden Ecken, konnen allerdings 

^ und die hoheren Ableitiingen iinendlich werden. Sind 

, /'27 • • • die Abstande eines inneren Punktes (.r, y) von diesen 
singularen Punkten, so lassen sich dann stets ganze Zahlen 
^0 , . . . so bestimmen, dass 

nebst seinen liauptableitungeii auch in diesen Punkten endlich 
und stetig bleibt. Denn, wie man leicht einsielit, ist fiir ein Gebiet, 
welches gebildet wird diirch einen Kreis vom Radius a und zwei 
von seinem Mittelpunkte ausgeheude Radien, deren Winkel glelch 
a ist, a von der Form 

w = sin — 

a - 
a 

WO J eine Besselsche Funktion bedeutet, k die kleinste Wurzel 
von 

J^(Aa) = o 

a 

ist, und /’, cp die Polarkoordinaten eines inneren Punktes in bezug 
auf den Mitlelpunkt als Pol und einen der zwei Radien als Achse. 
Somit ist, in der INiihe des Mi t tel punktes, 

7C 

a = sin — aoH- r -h <^2 -H • • • ), 
a 



und fiir a >' Tc, wo der Winkel ein einspringender wird, w 

^5 ^ unendlich, aber nar vvie die Potenz - — i von /*. I 
dx d y ^ ot 

Satz lasst sich Jeicht auf die Entvvickeluiig- von u in der Nalie 

Eckpunktes, in weichem zwei analjtisclie Rurven zusaii 

stossen, erweitern. Damitist die Existenz von F filr eine beli< 

aus einer endlichen Anzahlanalytisclier Rurven zusammenge 

Begrenzung ervviesen. 

Fiir die Anwendung wird man allerdings von dieser Rons 
tion von F keinen Gebrauch machen. 


§ 7. 


Sei s die in § unter 3‘’ definierte Funktion. VVir seize 
Platte R in das limere eines Vierecks Q, dessen Seiten gle 
sind. Die Funktion 

I = p(a?,y) 


ist nur innerhalb eines ganz iin [nnern von R. gelegenen ] 
tecks p von iibrigens willkurlicher Lage und Griisse von 
verschieden. In dleseni Rechleck bleibt sie stetig and ei 
nebst iliren Hauptableilungen. Auf dem Rande L von R ur 
den (ausserhalb R gelegenen) Rurvenstiicken, auf vvelclien 1 

schwindet und somit P = - wird, versas^L zunaclist die Defiii 

Soli P stetig sein, so ist auch hier der Wert Null zu wiihlen 
wir im folgenden voraussetzen. 

(inter diesen Uinslandeu wird man P und seine Hauptabl< 
gen innerhalb des ganzen Vierecks durch Fourier-Reiher 
analoge Entwickelungen darstellen k(>nnen. Derm werdei 
Seiten von Q als Roordinatenachsen gewiildt, und wir 
Funktion P ausserhalb Q so fortgesetzt gedaeht, dass sie 
rade ist in x und h\y^ so wird 


rx / . mrc X . n - > 


1 1 


i r To/ . mTzx . nizy 

i = ^ j J P ( a?, y ) sin — ^ sin — ~ dx dy. 






Man erhalt die Hauptableilungen dieser Reihe durch gliedweise 
Lff'erentiation. Denn, da P nebst seinen Ableitungen fiir x = o^ 
= a\ y. — y ■=. a verscliwindet, ergibt sicb durch parlielle 
Llegrationen 


b 


mn — 


4 r'' r'" 

7r'> dx'^ dy^ 


rriT-x 

cos 

a 


a 


dx dy. 


Die gleichiiiassig konvergenLeEntwickeUmg von 

;3 


d^p 

dx'^ dy^ 


isl aber 



^r, p 


nxT^x n'Tzy 

cos — ~ 

a a 



mizx nizy 

X cos cos — > 

a a 


)dass durch gliedweise DifFerentiation in der Tat der rlchtige 
usdruck sich ergibt. Dies vviirde iin allgemeinen nicht der Fall 
;lr), vvenn die Ableitungen aiif den Seiten von Q nicht ver- 
diwiinden. Fiir Variable ist diese Abschatzung der Roeffizien- 
;n wohlhekannl. 

Setzen wir 


^nin— F sin 


ni'Tzx 

a 


. /iTz y 
sm — ^ j 
a 


) werden Ausdriicke der Form 






nd ihre gliedweise genommenen Hauptableitungen 

F TC 


dx 


>r , . /nizv . mzy 

r / , sni Sin ^ 

^x jm4 a a 


¥2 


mb 


niTzx . mzy 
//injCOS sin ^ j 


. s. w., gleiclimassig fur m — co gegen ^ tind seine Hauptablei- 
ingen konvergieren ; die Funktioiieii A,,/,/ verschvvinden ferner 

uf dem Rand, nebst ihren Ableitungen y .— . Die 

^unktionen geriLigen somit alien den Funktionen A/ in 
2 auferlegten Bedingungen. Den. Grenzfall, dass p mit dem 
laude L einzelne Punkte oder Strecken gemeinsam hat, brauchen 
dr nicht in Betracbt zu ziehen. Deim wir haben beim Beweise fiir 
ie gleichmdsslge Koiivergenz von {Vm in R und auf L die Bedin- 


giing 3<‘ in § 2 nicht vorausgesetzt. Aus dieser glelchm 

Konvergenz folgt aber, dass vveiin lim = iv die g( 

/// = 00 

Losungist;, dieselbe auf dem Rand verschwindet, wiejavorge 
ben ist, nebst^- Dass die weiteren Ableitangen stetii>' u 

DifFerentialgleichuiig erfullt ist, brauclit nur fiir inner e 
gezeigt zii werden. 

Es ist aber ieiclit einzuselien, (lass selbst, wenn der Ran( 
zLiin Teil mit L koinzidiert, hier gegen Null konv< 

Denn in iininittelbarer Nahe eines Punktes des gerad 
Randstiicks, das wir voriibergeiiend als ;r-Aclise betracliten 
abteilungsvveise analytische Funkiion C von der Form 

^ jYial einer Potenzreihe in 


vveil fiir y = o identiscli s = o, 




— o, -T — r = o sein mm 

dy 

gegen verschwindet die ebenfalls abteilungsvveise analytische 


tion F, wegen o nach Vorausselzung (aiisser vielle 

elnzelnen Punkten), nur wie y- x Potenzreihe. Son 




einzelne Piinktc vielleiclit ausgenommen, auf L gieici 


und die Ableitungen stetig iind endlich. Die oben fiir - 


gestellte Foiirier-Reihe gilt also auch in diesem Falle, u 
ebengenannlen singularen Punkte allein miissen eventuell i 
Rande von o ausgeschlossen werden. 


§ 8- 

Man kann die trigonometrischen Reihen des vorigen P 
phen diirch andere Reihen, z. B. Entwickelungen nach Poly] 
ersetzen. Da sich jede Potenz von ^ durch Legendresclu 
nome P,^ (einfache Kiigellunktionen) linear in bekannter W 


(') Legkndrk, ExercioeSj t. II, p. 35‘2. Fs isL 


x'^ = 


I .!l 

3 . 5 . . . 2 / 1 — 



2/1 — 3 , 


^{x) - 


(2// — 7)(2/?,-l) 




2 


darstellen lasst und umgekehrt, ist es gleicligiiltig, oh man setzl 



Oder 



unter a wieder die Seite des Quadrats Q verstanden. Wir benutzeii 
die lelztere Form und setzen der Einfacliheit halber a = 2. Wenn 


(32) /(a?) =2 


A„ = 


■^c 


f{x) P/i(r) dx, 


SO ist diese Entvvickelung gleichmassig konvei'gent von — i bis 4- i , 
wenn / stetig und endlich ist und nur eine endJiclie Anzahl Maxima 
und Minima in diesem Gebiet besitzt. Die gliedweise Integration 
von — I bis X gibt, wegen der Formeln 


d?n 


dx 


d\>n-x 

dx 


= (2/1 + 1) P„, P„+,(— 0 — P«-i{— i) = o; 




dx 


00 

2 ' /7 -^ ~ l ^ ~ J 

0 


also wieder eine gleichmiissig konvergente Reihe von derselben 
Form. Umgekelirt kann man also auch die Reihe ( 3 iQ gliedweise 
difterentiieren, wenn /(.>r) densclben Bedingiingen geniigt wie 
/ [x), Dieser Satz lasst sich sofort auf melirere Variable ausdelinen. 

Der allgemeinere Satz : Wenn • • ? -r- hi Reihen von 

^ ^ dx ox"^ 0 y'^ 

Polynomen inx^y^ entwickelbar sind, welclie gleichmassig koii- 

vergieren, so ist f selbst in eine solche Reihe entwickelbar, 

welche m mal nach x, und n mal nach gliedweise diH'erentiiert 

werden darf, folgt unmittelbar aus dem Umstand, dass durch 

gliedweise Integration jeder dieser Reihen von o bis x oder 


0 bis/ wieder Polynornreihen entstehen, da 
nach Voraussetzung in solche entwickelbar sind. 


\ USVi’. 

/ x = 0 


Sei also innerliall) Q 

=/(^,r) =22 A„,„ P„,(,.-) V„(y), 

0 0 

dann wird die Reilie, nacli den iiber F geinachten Vur 
setzimgen, innerhalb jedes iimeren Reclitecks p nebst ihren Ha 
ableitungen gleichmassig konvergieren, iind es liisst sidi son 
durch eine Summe der Form 

M M 

0 0 

nebst seinen Haiiptableitungen beliebig genaii darsLellen. 
in (3i) definierten Grcissen geniigen also alien Vorauir 
zungen. 

Die Anwendung von Polynomen wird besonders zweckmii 
bei konvexen Poljgonen. Hier kann, vvie wir gesehen haben, f 
ebenfalls ein Poljnom geselzi werden, und alle durcli die Met! 
verlangteii Quadraluren kimnen explizile ausgeiiibrt werden. 
ein Recliteck z. B. wii'd also Wm in der Form anzuselzen sein 
////^ 

(33 ) (v,„„ =2 — a')^{y—byHy — b')“-.T"‘y>‘, 

0 

wo X = X — a’ ] y = y=: U die ( ileichuugen der Seilen 

Reclitecks sind. 

Bestehtdie gegebene Figiir allgemeiner aus vicr Kurvensliic 
eines Orthogonalsystems 

y) = konst. = , J\{x, y) rr= konst. = 

die den Werten 6*', , , 9 '^ der Parameter ,v entspreclien 

wird man die Si als neue Variable einfiiliren, wodnreh das voi 

legte Kurvenrechteclv auf ein gewrihnlicbes Recljte(di abgebi 

wird, and der Ansalz (33) anwendbar bleibt, vvenn man x dii 

S\ , a durch s \ , d durch /, usw. ersetzt, Allerdings wird der li 

grand der potentiellen Energie J seine Gestalt iindern and < 

allgemeinere quadratische Form d(n' DiHerentialquotier 

usw. werden, mit variablen Koefiizienten. Dadurch wird < 
d sj . 


die Anvvendiiiig- der Metliode keineswegs verandert. Die Ivoeffi- 
zienten der liaeareii Gleicliungen, welclie die unbekannten 
Gnissen cii beslimmen, lassen sicli in jedem numerisch gegebenen 
Spezialfall durch mechanisclie QuadraLur beliebig genau finden, 
da sie von keinerlei verdnderUchem Parameter abhdngen; 
und die eindeutige Ldsbarkeit der Gleicliungen wird iiacli wie vor 
durch den Urns land bedingt, dass die quadratische Form defmitist. 
Dass auch der Ivonvergenzbeweis sich in ahnlicher Weise fuhren 
lassl, wil'd man an dem unten zu behandelndeii Beispiel gewohn- 
licber linearer DifTerenlialgleichiingen mil variablen Koeflizienten 
erkennen. 

Fine praktisch brauchbare [^(isung pa rtieller Differentia Igieichun- 
gen setzLe bis her ineist die Auffuidung gewisser, in Faktoren 
zerlegbarcr Elementarlr>sungeii voraus, aus deren Summation all- 
gemeinen* geliildet warden und dieiiur in besonderen Fallen exis- 
tieren. Durch die Behandlung des speziellen FalLes einer 
viereckigen Platte werde icli nan zeigen^ dass aiich^ wenn 
solche Losungen nicht hekannt sind^ die neue Methode den 
{vicktigen Vot'teil bietet^ nicnierisch brauchbare Resultate zu 
geben. 


§ 9 . 

Wir wollou die in den vorigenParagraplien auseinaiidergesetzte 
Mediode auf cine reclileckige Plane anwenden, wobei wir fiir die 
cinen neiien,von (33) verscliiedenen Ansalz niachen. Wir 
l)eincrkftn zuiiaclisL, dass die klassische Methode, die von einem 
Produkl X (a;)Y(j-) auszugehen hatte, hier, wie man leicht 
iibersielit, vcrsagL. Dagegen fiilu't die pliysikalische Analogie von 
selbsl zu Fiinktionen, die die Eigenschaflen der 'i,- besitzen : die 
Betrachtung eines an beiden Enden eingeklemraten, elastischen 
Stabes, gewissermassen das Aiialogon zuni vorgelegten Problem 
in ei/inr Diniension, wird uns die gewiinschten i,- in zvveck- 
massiger Korna lielern. 

Sei a die iransversale Verschiebung, a die Liinge des Stabes; 
dann ist li’ir x = o und x = a, u = o, und = o. Die Eigen- 
schwingungen des Stabes geniigen bekanntlich der Diflerential- 


224 
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dl* IL 


dx’* 


uV^, 


vvozu man noch, wegen der Homogenitat cles Systems, die I 

/ 


dingung 


£^2 = a 


setzen kann : die Losungen sind dann bis auf das Vorzeich 
bestimmt, und es existieren derenfiir eine imendliche Anzah) v 
Werlen von A, namlicli fiir alle Wurzelii K,i der Gleichung 


(34) 


cos K cl) K = I , 




K., 


Die ziigehdrigen [-.dsungen sind, nnler 5l) .r, flj x die hyperb 
lischen Sinus und Ivosinus verstaiiden. 


.(^) = 


K,tX , 

cos cl) 

a a 


) (sin K,i — s\} K,^ ) — ^sin — si) ) (cos K 


sin K/, — 0l)Kn 


Die Wurzeln von (34) sind vvenig verscbieden von (^/i H-i 

/I = 1 , 2 , 3 , und zvvar um so weiiiger, je grosser /i ist. Sie sii 
von Lord Rayleigh (') berechnet vvorden : 


K,= 

J-JT 

H- 0. 

2 

,017 65 = 

4,7800, 

K2 = 

K,= 

771: 

i 0. 

2 

11 

CO 

0 

0 

0 

0 

10,9906, 

K* = 

K 5 = 

I I TC 

,•>•787 J 


Kc = 

Man 

hat 




d’>U 

dx'*' 

a'* ■' 

*^0 

dx = 0 

(n : 


0,000 78 = 7,8532, 


= 20 , 4203 , u. 8. w. 


Die Ldsurig ^1 verschwindet nicht zvvischen o und a; ^2 
elnen Knolen, iisw. 



Ebenso wie die L()Simgeii des Systems u (o) =: a (ci) = o, 

nainlich sin iind cos, za Eiitwickelungen nacli trig-onometrischen 
Rellien fiiliren, isL auch jede willkiirliclie Fun.ktion/(.r) zwisclieu 
0 and a wenigsLens formal nacli der Form el 

(36) ./(^) = -H* • • 

entwickelbar ; darch Multiplikatlon mit q,i (.r) and Inlegratioa 
von 0 bis a findet man 

I r 

(3-) ii„—~ j f{x)\„{r)d.r. 


Die Konvergenz von ('U)) liisst sicii filr die bier in Betrachl 
kominenden Fiille lelcbt erweisen. Es geniige die Fanktlon / (\^’) 
folgendcn Bedingiingen : 

I'k Sic ist endlicl) and slclig, nel)st ibren Ableitangen ersler, 
zweiter and drilter Ordnang von o bis ai die Ableitang vierter 
(3idnang bleil)t endlicb and besilzt nar eine eadlicbe Anzabl von 
Maxima and Minima, 

Fiir x = o and x = a verscluvindca f and 

'' cix 

Dana isl die Reihc (36) absolut and gleichmdsslg koiivev- 
gent und. kann weiiigstens Z inal gUediveise differentliert 
iverden^ ohne dass die Koin^ergenz aafhdrl^ eine absolute and 
gleichnictssige zu sein. 

Durcb parti ell e Integration fmdet man niimlirdi 


(3(S) 


— uLl f _ i!£. 

K;, V dx dx- 

4-4 r' 

KiJ„ 




dx- fix 



(t 

0 


d f d^ 

Da -4-, ^ - 2 !L an den Endpankten verschwinden, so verscbvvin- 

^ ’ ax ’ dx ‘ ’ 

det die Klammer. Nacli. dem zvveiten Mittelwerlsatz aber, wenn 
den Werten x = a^, a^, . . . , die Maxima und M.imma von 
R. 1 5 
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entspreclien, gilt 




und entsprechende Formein gel ten fur 
... y.p,.. a. 

Nacli (35) aber ist 






dx 


' a,- 


-A, 


WO A einc l)eslimmte, von n, a/, 7 .) unabi 


falls L der grbssle Wert von iin lnter\ 


imd 












< 





somit, unter B eine bestiminte Zatd verst, a 


I 


kI 


Nun ist aber K/^ = ( n + j) t: Za , wo z,i 1 
gicrl; die Reihe (36) konvergiert somil wi 




also sehr rascli. Die Ableilaugen, nach 1 
gieren langsamer : die erste wie ^ di 

dritte wie also auch liier nocli is 

absolute und gleichmassige, vvoinitder Sat 


XV. ~ NEUE MRTITODE ZUn l.USUNG GEWISSEII VARIVTIONSPROBLEMK. 


0> J 




giciclies gelte von ihren Haiip table iLuiigeii unci von 

— £— ? und zvvar innerhalb unci auf dem Rancle eines RechtecksR, 

d X'^ oy'^ 

dessen Seiten x = x = a] y = y = b ferner seien 

f and — ? somit^? — ? auf dem Rande gleicl) iNull. Die Funk- 
lion / ist dann in die absolut und gleichinassig konvergent(^ 
Reilie 


( 'H)) 


f — '5j /i {y ) 


1 1 


entvvickelbar, and man erbalt ibre I lauplal^lciLungen durcli 
gliedvveise DifferenliaLion dieser Reilie. Die Fniiktionen sind 
wie oben dnreb (35) definiert, und di(i r,,/ crliiilt man liierans 
durch Vertaascliung von x mit a mit m mit a. 

Man find el zunaclist 

^ ^ f\m'Un dy ^ 

11 

woraus wieder diii'ch parllelle Integration 

"■“= KSKiJ. X 

r\, (f<^ _ ^ . <r\f d\ 

./q \ dx'^ c)x dx- 

r\, d%,„i d\fd^T,„. 

' dx V Ox^ dy^ 


()j‘- dx 

y/ d'\n. 


()x''U)y dy- 


r=:0 dy’^' 

dr^a\y-^^' 

(Jx'^()y^ dyjyo 


fV ()\f , yd-fin^ 

K4 / I “vaTiTTa 


«/() 


tJa 


Ox'^ /q dy 

d\f . \ i' 


dx 


Y 

rdb^ r r d^f , , > 

^Kins./ j 3:^ 

u 

kusf{x,o)=o foigt 


and weitere ahniicbe 
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entspreclien, gilt 






(o£a/<Ca' < a/+i; 


und en tsprechende Formeln gel ten fCi 


Nacli (35) aber ist 


.n 




dx 


A 

^ 

K 


wo A eine ])estimmte, von n, a,-, a.'; una 


falls L der grosste Wert von ^ im Inte 


und 


a;.,, ^4 f 

HiaCix 


Oil 


dx’' 


< 







somit, imter B eine bestiinmte Zabl vers 


I I 

I 171* 


Nun ist aber K/^ = (^i + ^) tc + z,i , wo 
giert; die Reilie (36) konvergiert soinil > 


^ -I I } i) 


also sehr rascli. Die AbleiLiiiigeii, naci 
gieren langsamer : die erste 

dritte wie also auch bier noch 


absolute und gleiclimassigej wonntder S 


XV. — NEUE METIIODE ZUR LOSUNG GKWISSEIl VARIATIONSPRORLEME. A 


£>leiches ^elte von ihren HauptableiLiiinien und von — •- — 

— zwar innerhalb unci aiif deniRande einesRechtecksE 
dessen Seiten x = o, = a; y = o, r = Z? seieii ; ferner seie 


f Lind j somit aiif dem Rande ^leicdi Null. Die Fiinl> 

^ d n 0 X 0 y ^ 


Lion f ist dann in die absolut und gieicliinassi^- konvergenl 
Reihe 


f — ^mji ? w (^ ) *0 H iy ) 


entwickelbar, und man erhall Hire iraiiplablelLungen dure 
gliedvveise Differentiation dieser Reihe. Die Funktionen q,;/ sin 
wie oben diircli (35) definiert, und die r,,/ erhiilt man liierai 
durcli Vertauschung von x mit 7 , a mit />, ni mil n. 
iMan findet ziinachst 




vvoraiis wieder durcIi ) 3 artielle Integration 


^ /■" '-^derdr 

.'0 dx' dy* 

d-^u 

^ V dx^ ()x dx'^ 

" dx\ Ox'‘ dy^ (. 


K tv 4 / 

‘'/;i f./Q 


_ r)/ d^'fln 

dx'-^ ()x dx- ()x- dx / .,.~o dy^ 

d'^T^n, <y* f d:^'q„, ^ d^ f d^.y 

dx \ dx‘^ dy ’'^ ()x''<)y dy- Ox'^dy- dy ) y 


Ox'^ ()y'^ 


d>ld r" ( d^f , 


^ f f^..,„dxdy. 
K‘ J J <Jx’> <)y‘> 


Aiis/(^,o) = o folgl^^-4^2L2i=o, und weitei-e iilinlicl 


/ .7 t \ 


OEUVRES DE WALTHE 



Ji', 



Unter sehr allgemeinea Umstandei 

• 1 1 T-^ 00 cl I. ijftlll • I 

wieder der rorm — — p — : insbeson 

K/;, Kn 

f . , c)‘0 f 11- 1 7 I • 

— r stetia* und - — — eadlicJi bJei 

Ox^oy^ o dx^Oy^ 

partielle Integration leiclit einsielit. D 

auch die giiedweise genommenen H 

al)Soliit und gleichmassig koiivcrgier* 

Funktioneii (^’7 y) ctlle cl 

<(ange/i geniigeji (die Funktion ^ it 

fiir /’gestellten Bediiigungen ohne Eii: 

der friilier gegebenen Beweise iinterwo 


Wir liaben also einfach einen Aiisdr 




ill das Integral J (§ 1) elnzusetzen und 


jmn= j 


Diese Funktion zwelten Grades der 
Minimum zii maclien. £s ist also 


Z=Z f f [AtE’MN 

,y J 


( ji. z= I, 2, . . M; V = I . 


(40 


0= f f (AAWJIN— /)Ji 
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SO gilt, wenii man die Gleiclumg 


^ Kfn, 

dx'^ a’* 


beriicksichtigt, and partiell integriert, fiir m ^ n 


Sei 

(4'2) 


OOSK,;, — cl) K;,, 


sinK„t — sHvm 

(ai= 0,982 5 o; a2= 1,00078; a3= 0,99997; a4= i, 000 00, . . .), 


SO wil'd 

(1^) 


^ run — ni n ■ 




Fiir m > 2 and n > 2 ist auf genau 

4 7: -f- (^a -H (m — ri) [(— i )//«-+-« i] 




Endlicli ist. 

(44) <^mm = n j = — a;„K2, + ->.K„ 

d{) 


(cTii = i 2 , 302 , a 22 = 46 ,o 52 , <J 3 :{= 9 ^: 9 ^ 4 ) 


and fiir griissere m 

^mm = — ("/n -I- 7:2 (am - 4 - i 

Es ist offenbar <jnin nur dann von Null versclneden, wenn m, / 
beide iingerade oder beide gerade sind. Die Gleichnngen (4i 
lassen sicli somit sclireiben 


‘?3o 
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Der Index ' an den S zeigt an, dass man 
Snmine negziilassen hal. 

Diircli AufJdsimg dieses Gleicliiin 
Werte von M, N erluilt man immer be^ 
... andie gesuchte Fimktion tr. i 
I)estiinniten Gliedes, z. B., vvird 

Werte cipq, , 0 !’^^,..., a^;,erlialte 
dass mil waclisendem s diese Gross en g 
in der Entwickelung der Fnnlvtion n’ 


00 GO 



1 1 


konvergieven*, leLzlere Reilie aber ist, i 
zen iibern', undnacli den EnUvickeliing< 
absoliit iind gleichmiissig konvergen 
genommenen DiirerentialcjiiotienLen ei 
wenigstens. Sei nun 


M N 






so bleibt, welches aiicb x and r sei, a 
vorgegebene Griisse s, sobald M, N gei 
da ja lim w = tr. Es ist dal)ei 




A 


/)Ui 



Da aber nach (do) kleiner als 1: 

bare Zablen bleiben, so folgl 


wo A eine fesle Zabl isl, die von IM, IS 
die Konvergetizder<7.';);^ bei 

Es ist aber wicli tig, aiif den esentliel 
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w esentlicli verschieden. In analoger Weise ist bekaant, dass die 
I'^ourier-Reilien im allgeineinen nicliL gliedvveise differentiierL 
NN erden diirfen. Blidet man aher aus ihnen sukzessive Approxi- 
malionen Sj , So , . . . , indem man das Mittel S,; der Sum men der n 
ersten Glieder berecbnel, so enlstelil cine Reilie trigonomeLriscber 
S ummen , die den analog* sind, iind es ist von lierm Fejer (^) 

gezeigt worden, dass diesel ben gegcn die gieicbe Grenze konver- 
gieren, aber eine gliedvveise Diirerenliation gestaUen. Fs ist dies 
eiii Umstand, derfiirdie praktische Braucbbarkeit unserer Reibeii 
von ^A'ichtigkeit sein kann, insbesondere wenn nach Foiirier- 
Reihen entw ickelt wird. Die Bedingungen des § 7 insbesondere 
sind dalier als hinreicliend, niclit aker als notwendig anzuseben. 

Setztmanden CJrsprnng des Roordinatensystems in den Miltel- 
punkt des Recbtecks, die Aclisen parallel zu den Seiten, so erkeiinl 
man leiclit, dass qni ^ine gerade Funklion von x vvird, wenn ni 
ungerade; eine iingerade, wenn ni gerade. Ebenso fiir r,,^ {y)- 
Wenn also f {oc^y) in x oder y gerade oder ungerade ist, so 
kommen natiirlieli in (Pji nurdie enls[)reclienden ? oder v; vor; die 
flhrigen sind gleicli Null. 


Wir fiiliren die niimeris(‘.b(‘ Reedmung durcb fiir den k'all elner 
viereckigen Platte, deren Seilen gleicli (i sind iind auf w elclie ein 
glelclifdrmiger Dru<‘.k wii'kt. ist dann 

y'r=: koiisl. f,*, 

fiir ungerade u, v; fiir gerade; p., v ist /jj,v = o. 

Es ist also aucli anm = cinm-. wir kiinnen die Gleichungen (4^) 
dadurcb vereinfa(dien, dass wir dies beriicksiebtigen, setzen 

und die iibrigen Gdeiebungen (p. >>v ) weglassen. Da / gc rade ist, 

I. I I. Axr* . 
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Sei zunaclist M = N = i , so ergibt sicli aiis (4^^)^ welclu 
auf eine Gleichiing mil cler Unbekannten reduziert, 

(47) 7 = o, 66 oo^i(^)r,i(jr). 

Isl I’eriier M — N = , so bat man das System zu b'bson 

/43i,5= (> 51 , 8 ^ 11 -— a39,9.<ro;}-+- 94,7^^:i3i 

/ 1 88 , — — I I <) , 6 'f- 88()7 3 — ()<> ^ ^^-13, 

/ 8a, 7— 94 /)<^^ii" -i- ‘^4 390^^33. 

Statt. dieses System diircb Determinanten zu losen, beriK 
[Igeii wlr den wiclitigen Umstandj dass die Koeffizienten de 
gonalglieder bedeiitend grosser sind als die der andern, m 
wir in erster Approximation sclion 1 = 0 , 6620 I gefunden 
Wir setzen daher zuniichst 

J = 0 , 61)20 I 

nnd berechnen die neii hinzugekomineneti Gi'ossen a ^ 
unter alleiniger Ber lick sich tig ung der Diagonalgliec 
den recliten Seiten der zwei letzten Gleicimngen (^). Es € 
sich die Werte 

<7.j3 = 0,o3oa/, a.};) = 0,0008 /. 

Die so gewonnenen Zahlen betracbten Avir als erste A 
rungen, setzen also 

czn = o ,66*20 Z H- .r/, <7-13 = o ,0002 / H- 9' Z, <233 == o , 0008 / - 

schaffen die bekanntenGrdssen auf die linke Seite der Gleic 
und berechnen wieder die Korrektionen y, ^ unter al 
Beriicksichligiing der Diagonalglieder. Es ist 

^=0,0110, JK = 0,0001, ^ — 0 , 00*23 

und endlicli, durch erneute Wiederholung des V^erfahrens ^ 
sich 

x ’ = — o,ooo 3 , jk' = -!- 0,0004, = 0,0000, 


also 


^^1 = 0,6727^, ai3 = 0,0807/, ^33 = o,oo 3 i /, 

(38) 0,6727 ^ir,i-+-o, o3o7(^r03-h 0,0081^3 '03- 

Der Vorzug dieser L()Siingsmetliode besteht darla, dass sLeLs nur 
init selir kleinen Zahlen operiert wird, so dass, aiisser fiir die 
Berechniing von (y’i , der Rechenscliieher angewandt werden kaiin 
und aiisserdem nur wcsenllich einfacliere Operationen durcli- 
zufilhrcn sind. Eine direkle ljr)snn<r durcli Deternunanten wiirde 
5 stellige Logaritliinentafeln crfdrdern. 

Bei h()l\eren ApproxiinaLionen ist dieser Llmstand nocli sehr 
viel fiihlharei' ; eine dircLte Ldsting ware hier ungleiclx zeilrau- 
bender. Sei M = 1 ^ = d, so bat man 6 Gleichiingen : 

/.'i 3 F, 5 ~ 63 i, 8 r/:ii — 2.89 ,2 13 -r- 9i,7<'e{3 — 58 < 

/ 1 88 , ;3 = — 1 1 9 , 6 ■+■ 88()7 rz-.i 3 — 96 r a -, i ^ — 2.26 ^13 — ") 1 5 - i - 1 8(w 

/ 82,7= 94, 6 ail— 1922 ai3 2.1 390 a33 4- 4 74 « is— 4820^33-+- 092 < 

/ 120,0 = — 93 , 8 ail — ai3 -+- 287 a-as -H 48 100 ais — 2. 870 a.js — 201 "> < 

I 52 , 5 = 74 v><^'n — 5 i 5 aia — 2410 ''^33 — 2 370a 1 3 -f- 7(8 600 ana — {)42o< 

I 33,5 = 58 a.ii-H 872 a-ia -h 592 aaa — 4 o’)Oa.i;; — 1 2 840 H- i 58 5 oo ^ 

VVir l)eLrachtcn wieder die oben fiir M = 2 gewonnenen Werle 
von an , ersLe Approximationeii and bereclinen aiis 

den Diagonalgliedern der drei Jetzten Gleiclumgen die Naliernngs- 
vverte 

airj= 0,0089, a33=(),ooo3, — — 0,0001. 

Die erste Korrektion schon gibt die ricbtigen Werle, und damil 

bio) ^^^3 (^j JK) == 0,G74o|l'ei O, o3o8 ( ^1 Tja -h ^3 T; I ) -H O , 0()32 ^3 Tj3 

-f- o , 0040 ( ^1 TQi; H- ^5 '/)i ) -h 0,0004 ( ^3 Zi5 -+- ^5 Tj3 ) O , OOOO Q3 r^l^. 

Die Kojwergenz der o’/ ist, also eine durcJiaus befriedigende, 
ivie axis dem VerglelcJi vo/i (47)^ (48), (49) heritor geht. 

Ofl'enliar ist die Gescbvvindigkeil, mil welcber die mil 
wachsenden [2, v abnelimen, fiir die Konvergenz des Verfahrens 
im grossen ganzen massgebend. Da die /[j.v ini wesenLliclien die 
Koeflizienlen der Entwickelimg von f y) naclx den c„i 7],^ sind, 
so Jiisst sicli olinc Sclivvierigkeit zeigen, dass fiir grosse p. ,vin 
unserem Falle (/= konst) der Ausdruck ;2V /jj,v mit wachsenden 
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a,v endlich bleibl. 1 st aber /= o am RanJe, so bleibt i 
u.-v-/p endlicii, und wenn aucli nocb ^5 ^ am Rande 

sclivvinden, so istnacli § 10 sogar v'* /Jj.v endlicii : wirkt der D 
vorzugsw else aid die Mitte der Platte, so wird eine wesen 
rascliere Konvergenz die Folge sein. Das ge\N alike Beispiel j 
also keinen besonders giinstigen Fall dar. Unstetigkeiteii v 
dagegeii sind fiir die iiiimerisclie Recbnang wenigei' giinstig. 

Der Umstand, dass die Koeffizienten der Diagonalgll 
erheblicli griisser sind als die der andern Glieder derGlelclua 
( 45 ), liegt daran, dass die bemitzteii deneii ja 

sogenaniite O rtho gonalitdt seigcnschaf t z iikommt 

dx dy — o, wcini iiicliL /// = m' , n ~ n’ i 
R 

diese Eigenscliaft auch nocb angcndhert besitzen, wenn mar 
ilinen die unterdem IntegTalzeielien in J vorkommende Open 
A vornimmt. Sind die transversalen liigcnscliv\ingnngcn 0/ (.:j 
einer am Rande festgeklemmten Platte von dei‘ betrachl 
Gestalt bekannt (was beim Recbteck und Viereck niebt der 
ist), und setzt man cp/= A/, so gilt 

AAcp/ — A/G/, 

j n dx (ly = A/,, ^ j J;/,/ d.v dj 

fi'i r m y-- /I , 

so dass die Koeffizienten a.p^^ der allgemeliicn Glei( 4 uingen 
verscbwinden, sobald p q ist. Die liiiken Selten des ( 
cluingssjstems (ii), welcbes die a/ bestimiul, reduziereii 
dann streng aiif ibre Diagonalglieder, und ma/i crhdlt soini 
Spezialfall umerer Methode die bekaunten E nUvlckelui 
nacfi Eigenscluvingungen^ welcbc als \ erallgemelnerungei 
Fourier-Reiben zii betrachten sind. 

Man wird eine solcbe angenabertc Ortbogonalitiitseigenscln 
manclien Fallen durcli geeignete Wahl der besonder; 
grdssere i iinscbwer lierstellen kihinen, woliel dann naeb 
angegebenen Recbniingsscbema zu verfabren isl, und 
Genauigkeit leiebt sebr weit getrleben werden kann. 


f f dx dy = 



Die Potentialgleichung, — Das Dirichlelsche Prinzip, 


13. 


Wir gelieii dazii ilber, die -iVnwendbarkeil der neiieu ^Metliode 
aiif das bekannle Dirichletscdie Problem zu ])riifeii : gesiielu 
w ird einc Funklion vvelclie nebst ihren .Al)]ciLiingen 

erster Ordniuig innerbalb eiaes bestimirUen Gebiets Pieiidllcb uiid 
stetig ist, in R der Glelcbiing 


(■ Oo) 


A// 


d- Ji 
Ox- 


7 ^ 


geniigt, and aufdein Raiide Ij von Rgegel)cne Weiie aiinlmiriL 
Die fill' die pbysikalisidien Anwendungen diircbaiis iinwesenl- 
liclien Einscbriiiikungeii, denen wir die fiestali von R und di(‘ 
Piaiidwerte uiiterwerfeii, sind : 

i". Wic in ^ 0 soli die Glciciuing dei' Randkurve auf die b'orm 

F (.r, y ) = o 


gebraclu werden kihinen, wobei F ini Innern niclit verscbwind(‘l 
und nebsL seinen Haiiplalileilungen in R und auf L endliidi und 
stelig isL. Llnler llaiiptahleitangen versteben wir jclzl die Abbu- 


t ungen 




fill' ni = 0, i, '2; n. = 0, i, 


\is soli auf dem Rande iiicbt identisdi sein. 

0 X 0 y 

Die Randwerte denkcu wir iins durcb die WerLe, die eim* 
Funktion y) auf L annimmt, gegeben, und setzen voraus, 

dass Q nebst seinen Vbleiuingen ersler Ordnung in R cndlich 
und stetig bleibe, und dass A (^) endlieb sei. 1st diesen Bedin- 
gungen geniigt, so ergibt si(di die Liisung des Prolilems in ganz 
iibnlicber Weise wie iin zuerst beliandelten Beispiel der Platte. 
Sei 

u — Q = (r, so folgt Ate -h AO = o. 


Die Funklion u' ist iin Innern nebst ihren Vlileitungen erslei* 
Ordnung endlieb und stetig; sie versciiwindet auf L und geniigl 



iai Bereich R cler Gleicliung- 

(5i) Atr -fix, y), 


\vo/= — A Q eine gegebeiie, endliciie Funktioii bcdeutet. 
Das Dirichletsclie Integral 




(lessen Minimiiinswert miter den besprocbenen Bedingangen 
gesucliten Funktlon u entspricbt, wird nun 


T r r [ fOw\- ()w do 

J Lw w) 


dy dx \fJj' ) \dy ) 


Durch partielle Integration erlialten die Doppelprodiikte 
Form — 2 0 ’AQ oder — das Integral der in qua 
tisclien Glieder ist eine gegebenc, belanglose Konstante; 
erliiilt also 

(52) J =y y |^(^^y-r-(^^y-2<v/(2r,y)jrfS-i-konst 


und zugleicb den Satz, dass dieses Integral eine unterc Gr( 
besitzL. 

Wir liilden nun, elvva nacli den Vorscbriften der §§ 7 un 
eine imendliche Reihe von Funktionen (x^y)^ welche genau, i 
selben Bedingungen geniigen, vvie sie in § 2 fiir das erste Prol 

gestellt warden, wobei nur die Bediui»ung = o we^fallt, 

auf die neiie Definition der <( Hauptableitungen )> zu achlen 
Dann bilden wir vvieder 


y ) = «1 "1- r/2 -H . . . H- a,n 

und fordern, dass die qiiadratiscbe Fiinktion der cii 

}, nUh, a,,,) = J 


(IS 


ein Minimum werde, so dass fiir die ai die linearen Gleicluii 
resultieren 


(53) 


dh 




da I 


da^i 


Oa,, 


■■ O7 




vvelche aus denselbeii Grihidea wie die eiitspreclienden Glei- 
cliangen ( 1 1 ) stets in eindeii tiger Weise Idsbar sind. Diese Glei- 
cliLingen lassen sicli, imter Einfuhrung* der willkiirlichcn Koii- 
s tauten A|, Ao, wnd der Fimktion 

( 54 ) = Ai d; 1 -4- Ao 4^0 -f- . . . A „i 'ii f,i , 

wiederiim, wie in ( T:-i) und (i3), zusaminenfassen in die eine, IVn* 
beliel)ige A/ gilltige Gleiclmng 

dw„ 

dx dr 


odcr 

( 55 ) 


-If 

n 

“-//< 


_ fr 

<)y Oy 


dS 




■ 


Die Minima ... bilden vvieder eine stets abnelimende, 

oder docli nie zunelimende Beihe von Zaklen, die gegen eine 
luiterc Grenze^^^^ koiweigieren^ und wieauf Seite 204 , Gleicliung 
(1(3) und (17), liisst sicii unter geeigneter Spezialisierung von 
(55), (diese Gleiclmng fiir m und fiir ?n-\-n gesclirieben) die 
DllFerenz auf die Form bringen 


( 5 ()) 


. T(0) . 
nt - 


— (Vrn) 


/ IL 

J ' L <>r J 


Aus der Ivonvergenz der folgt, dass dieses Integral fiir 
ni >> M bei l)eliebigem n kleiner ais eine gegebene Griisse •/] 
geniaclit werden kann, wcnn nur M geeignet gewahlt wird. Aber aus 


//(£)’ 


dS < ] 


folgl, wenn man die Gebiete D, D' sondert, wo I ^ = 1 7 »^ind die 


dx\ 


jeni gen, wo 


d cp 
dx 


>> I ist, 


/'/IS I "" <//"" 


VO S die 01)erllaclie von R ist. Da 


D' 

c) I 9 I ^ da? 
dx ~ dx 


Tellgebiet von R 


; so folgt fiir jedes 


If 


Ox 


d'S < i-h S, 
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iiiid die Anwendung auf (56) erglbt 

I r ( \ t)j I 7c I ' c , \ / 
././ L,zU<,S-hOA. 


If- 




«y 


-c/S 


; ( S - 4 - l) s/r^. 


Daraas liisst sich zwar niclit die lAonvererenz von iv,n sel 


aber docli die Konvergenz der einfaclieii Integrale 


J cP/,i df, j (t'/,, dx 


genominen liings l^arallelen zii den Achseii, wobei der Inte 
Lionsweg im Iniiern liegt, erscliliessen. laid zwar isL diese Koii 
geiiz eine gleichindssige. Demi setzeii wir ausserhalb R 
zimaclist niir im Iniieni voii R definierlen Funktionen i/, 
gleich. Null, wobei, da sie am Rniide verschwiiiden, ilire Sletig 
gew'ahrt wird, iind legen ivir die IvoordlnaLeiiachsen ausserhall 
so kiiniieii vvlr die ebeii gefuiideiien Ungleicliungeii auf 
Rechteck :?; = o, x = x] y = y = y anwendeii, wo (^, y] 
nerhalb R liegt; da aber 

[ jT I ” m I ^ ^ j^l i(^r,y)—(v,„(a',jK)|j;;:= 


iiiicl (Vj (o, y)=o ist, so folgl 

I I i’f’m+n — 1 < ( S - 4 - I ) /t]’, 


mi ill in 


f dy — f iv ifi dy 

1 ^0 «-'<» 

Die Integrale 

f «'»■ dy, f 

do d Q 


(S -+- 1) /f|. 


iVn, dx 


konvergiereti also innerhalb R and auf L gleichmd 
gegen stetige Grenz funktionen, 

Blldet man ein Berelcli aus eiiiem kleinen Kurvenstiicl 
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SO ergibldie AiivNetidimg der Unglelcluingen auf dies Bereich 

I 1 C<.s(/tu;-) * _ I" I I dy < (S -r- 1 ) 

IjS 1 st /?- die jNoiiiiaie zu Ij die ja vNililviirliclieii Richtungen der 
Aclisen und die Liinge von I seien so gewiililt, dass cos nx posiliv 
Mi til la 


I i^-'/,i-hnOOs/ixds~ I COS nx ds 


<^(8-1-1)^^, 


,d. ii. es konvergieren aucli die Integrale 

/ Wni cos(/i.'r) ds^ I cos{ ?iy) ds 

di Ji 

ocler, wie man leiclit einsielil 

/ ds, 

i 


14. 


Der llcweis der .Dxislenz cler gesuchlen Fankiion iv gestallet 
sich gaiiz w ie friilier. 

Man seize 


0..-/-777' 

•-'o ’'0 *■ 0 


(V„1 d:c-^ 


V(x,r)=f f f f fdx-^dy'i, 

*•■0 0 dQ 


Hill \],n = U, 

/n ~ 00 


\vol)ei w ieder die .Achsen ausserlialb R liegen, und Wm = 0 ,/*= o 
aiisserlialb R zu selzen ist. Die Gleicliung (55) liisst sich dureli 
[lartielle Integralion auf die Form bringen 

J ( -I ‘^y + 

K 

WO sow old w ie A 0,,^ nur solche Ableitungen von enthalten, 
von vvelclien vvir wissen, dass sie fiir m = co konvergieren. Ferner 
kommen darin noch die llauptableitimgen von tm vor. Nacli den 
gemaclilen Voraussetzungen kdnnen wir also, ganz wie in § 4, zur 
Greuze m = oo libergeben and das HiJbertsclie Lemma anw enden. 
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JJann ist fiir jedes Rechteck p (a. . . x ; [ 3 . . . | 3 ') im Innern von R 

AU — r) = Xi(a7) -f- Yi (7) -+• X 

wo X, , Xo endliche stetige Fiinktionen von allein, Y |, Y 
ebensolclie Fanklionen von j- allein bedeuLen. 

Sel 

v=u- r" r" r\x,-^x,y)dx^^, 

J CC *dci 

so folgt 

AV = F( 57 , 

Es ist also V eln nebsL seinen Ableitiingen erster und zweite 
Ordniing endliches und stetiges Integral dicser Glciclriing. Darau 
folgt aber, wie in § 0, unter Anwendung der bekannte 
Greensclien Siitze liber das logarithmiscbe Potential, dass 


^ = ~^J J * -H aaalytischc Eanktion von 7,, 


wobei die analjtische Funktion (eln Randinlegral) dcr Gleicluin 

d- .. -p. . 

— = 0 genugt. Es 1 st 

j r* r* 

~ — 2- J ^ c// -f- aualytisclic Funktion, 


d'o 

d'^y 


und diese Funktion, die wir iv nennen wollen, bleibt soinit neb‘ 
iliren Ableitungen erster Ordnung innerbalb 0 endlicli und stetig 
und geniigt der Differentialgleiclumg 


Hierbei ist 


Aw ==/( 27 , y). 


JK) = JiiR lim / iv, ji(x, y) d.v = \im lim / 

£ = 0 ]n=co d £ = 0 in-=zao ^ 

Da diese Eigenschaften fiir jedes p gelten, gelten sie im gauze 
Innern von R. 

Es ist nocli zu zeigen, dass (v auch die Randbedingimg m =: < 
erfiillt. Wirwissen, dass 


fiir jedes kleine Kurvenstiick / in R existiert, w obei, wenn man die 
Lage dieses starr gedaclil^en Stiickes innerhatb R-iindert, die IVoiiver- 
gcnzeine gleiclimassige bleibl, aucli wenn /siclibelieblg dein Han(l(‘ 
L nahert Lind scliliesslicb mit iliin koinzidiert. Daraus Tolgl, dass 
fur jede innere Lage von L 


1 i in / Kv,n cos ( 71 a? ) <^.9 = / w cos ( n x ) els . 

ni — 'x^Jl Ji 


Nahert sich I an Ij und fallt mit einem Teil des Randes L 
ziisammen, so konvergiert die linke Selte gegen Null, da auf L 
alle (V/M = o sind; die Werte, die iP annimmt, wenn I sich Ij unbe- 
grenzt nahert, geniigen also auch, wegen der Gleichmassigkclt dei* 
Konvergenz, der Bedingung 

iv cosin x) ds — o, 


iindzvvar fiir jedes beliebige Stiick der Randkurve, woraiis (v = o 
foigt. 

Die luinktiofi (e ist also die f^esachte Lnsiuig. 

Allerdings ist darnit nur ein Existenzbewels, nicht elne wlrkUch(‘. 
Bereclmung von u- erreicht. Aber es ist sclion friihcr bemerkt 
worden, dass man in den prakliscb vorkommenden Fallen 
tatsachlicli kaum mit der Moglichkeit zii rechnen liaben diirfte, 
dass ein Integral wie (56) gegen Null konvergiert, ohne dass der Inte- 
grand auch konvergierte. Dann aber cxistiert nicht nur lim Wm = 


sondern auch nocb 


() O’l 


<) X 


d w , . 0 {X’,1 

Jim • 


()X 


dy 


d w 
<)y 


; die erballenen 


Approxlmationen diirfen sogar gUedweise diHerenliiert werden. 
Ob daher die Methode In'auchbar oder nicht, entscbcidet iin eln~ 
zelnen Fade die niimerische Berechnung der Approximationen. 

Man erkennt an dlesem Beispiel der Potentialgleichung, dass 
unsere Methode, wie schon lietont, ausscldiesslich eine spezielle 
bestimmte Fassimg des Dirichletschen Minimumprinzips ist, iind 
dass diese Speziallsierung eben den Vorteil elnes Koayergenz- 
bevveises und darnit eines Beweises des Dirichletsohea Prlnzips 
mit sich bringt. 

Auch das analoge Problem fiir drei Dimensionen 1st iinsercr 
Methode zugangiich. Fernerliisst sich die Aufgabe, bei gegebenen 
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Randwerten von cv iind ^ eine Losunc von A A =: o iin In 
eines gegebenen Gebiets zii finden, in analogeu Weise aui 
Problem der Gleicluing A A w =; /’(^, y), = o, = o zui 

fiihren, welches wir oben gelost ha ben. 


Litieare DifferentiaLgleichungen mit variablen Koeffiziei 

§ 15. 

Die Anvvendang- der Methode isl natiirlich keineswegs c 
einfache Voraussetzuiigen iiber das Integral J, welches ein i 
mum werden soil, wie wir sie bislier betraclitet liaben, gebun 
Aber auch der Ivonvergcnzbeweis lassl sicli tmschvver ver£ 
meinern, und es soli dies am Beispiele U nearer homo genev D 
rentialgleichiuigen mil einer Variablen and Koeffizie] 
die gegebene Funktionen von x sind^ gezeigt werden. 
Erful lung der Grenzbedingungen und die Aunindung der F 
tionen 4^ vereinfacht sich sehr im F^alle einer einzigen Varia 
Zii grdsserer Ubersichtlichkeit beschranke ich micli auf Gleic 
gen zweiterOrdniing; doch gelten die Satze olme wesentliche A 
j'ungen auch ftir hijhere Ordiiungen. Das Integral .) liisst sich 
ill der Form schreiben 

( 57 ) 

ti 

Und wir fordern, es solle eine Funkliony {x) gefunden we 
welche im Intervall ab nebst Hirer Ableitung y' endlich 
stetig bleibe, jfCir x = a\x = b die gegebenen Werte A, B ann 
and J ziL einem Minimum mache. Es ist dies die Dirichle 
Randwertaufgabe, auf einfache DilTerentialgleichungen 
tragen. 

Wir setzen voraus, esseien/^ , /o ? /s bn Gebiet cz b st 
endliche Funktionen von^r; gleiches gelte von f\ 

/[,. Endlich fordern wir, dass die quadratisctie J^'orm 


iai ganzeiiGebiel ab definlL sei, b/AV., da es aiif das \ orzeicben 
nlcht ankommt, positii\ 

Dann existieren zwci positive Grossea A', Iv dcrart, dass fiir 
a X ^ b 

Sci 

X " ( ( X ~~~ A 

(58) y(x)z=- n -H jk-^u{x)^ 


SO wird u [(t)= u [b) — seiii, iind vennittelst clner partlelleii 
Integration erhalt man 


.1 “ ( ./*! tf' -i- fz •->. F It ) dx -h konsi , 


iind die additive, iibrigeas belangiosc IG^nstante niir von den 
gegebenen Grdssen A, f \ , . . . abhangt. 

Jede Funktiou ;/, die deu vorausgesetzten Stetigkelts- und lland- 
hedingnngeu geiiiigt, liisst si(di im ganzen Interval I ab diircli die 
I^V)uriersclie Reilic 





Ui sill 


I 


irAx — a) 
h — a 


darsLellen; die Hedingungen (r/) = ?^ (6) = o sind luerbei 
erndllj und cs kanu a (x) elnmal gliedweise diflerentiiert \ver~ 
den, und falls id deu Diricldets(dien Bedingiingen gcnilgt, sogar 
zweimal. Denii setzt man die Funktiou a' (iivxcZ^^ als gex'adc 
Fiinktion fori, so gill 


it’ix ) ■ 




\ i cos 


t T,( X - 


• ^f) 


iin Inlervall a — b <^x <C end die gliedweise Integration dieser 
glcichmassig konvergenten lieibe fiihrt aiif die Reihe (09), plus 
elner addl liven Ivonstante, die wegeii der Grenzbedingiingen sicb 
zii Null ergibl. 

Vlinlicb lindel sicb, fails id cntwickelbar ist, diircb yAvelmallge 
Integration die Reilie ( 5 ()) plus einer linearen Fiinktion von x^ 
die wieder wegen a (a) = u (b) =: o verschwindet. 
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Wir konnen also = sin — l: seLzen, iind filhren ( 

Funklion 

=Z -h -f- . . . H- '\>m 

an Stelle von u in das Integral J ein. Dieses wird wieder ei 
quadratische Funklion , . . . , a,n) der iind wir bestimn; 

lelztere so, dass Sm ein Minimum wird, d. h. wir lr)sen das Sjst 
linearer Gleicliungen 

m m ^ ^^*1 /// 

dcii 


Da der quadratische Teil von ^nl nacfi den gemachten Vorai 
setzungen nur dann verschwindet, vvenn Um identisch gleich Ni 
und somit cis — = ^ • am = o, so ist aiicli in diesem Falle ' 

Losung eindeutig bestimmt. Da J nach seinem \iisdruck(f 
nicht negativ sein kann, so folgt wieder die Konvergenz ( 
sukzessiven Minima (irenze. Man se 

wiederum 


(Go) 


^ A/ sin 


i TT f X 


'jLa 

1 


b — (t 


so fordert die Gleichung J;;i = min, dass (iir bclicbige A/ sei 
( 6 1 ) 0=1^ dx [ ( /i -h/s ) C/// H-* ( ./2 ii'ni “+"./*:) m ) s/n ■+■ F ] 

a 


und die Differenz liisst sich, durcli gecignete Spez 

lisierung dieser Gleichung (wie in 2 ), auf die Form bringen 

r 

*bi 

^ (, If ff /n ) J “iii, ffm-\~u J < 

Wieder kann das Integral fiir geniigend grosse m kleiner als 

gegebene Grosse t] gemacht werden. Da aber der Integrand posi 

und grosser (')als(f4 + „ — soinil aucli als 

J 


(^) Es ist 

/i¥'’+2/,9®V/39’= [/,<P +/39'P+ 

/3 /a 


- I ' 


isi, ^il{ iliv I iiul«‘irhun ;4 

/ 




»l r 


r. K 

'T ’ 


uuruus u ir n h* 


/ 


in i 13 nrhltr 

ii \ H . . , N .. 


-.nil 



I 


/. 


\ 




IhtTiiUH tfii Hrlnri ft /# 

i’//n' sit'iti:r i i fi' N i ti til i ft wriui tti uiilM‘i;r<‘U/l 

/iminuHt . 

I lu »lir I’At'sNni/ tinf \bl<nfmu!nii \ttii // /ti lH‘\\iM-.rn, “.nt/ni 

w 'r 

I*,., I j r M -tlr' I 

UUil i*'^ knii^ *’r;;iri rii t nr /n 4 , } ^,, im*! ^»'^nn < h'nu/.l'uilk tiuucii 
1 * ninl !*' . 

I hum u U'»l ■ f M • 

M j a .. f j I* * ii 4 \ ,, /i • I , 

I > ,( f ■ 


Win U U *,:r h4!»nu. Ln»’-.nu Htrli ifir K i tnl fi/inut nu \<»ll 

. , I J »/: r 

‘-It lin*9|UIHUi‘'il, n.l'" - IMU . Illil , . , ‘ UIU 

' * t/ .1 */ # «/ r« f/,./ ^ 

kltl-* ’J nuin 1 uilklinu » -n . tin- lirh^t ^ HI *t Utnl it UT^U'llW , 

ii i 

till Iitlnr\,ill *i i» iliirij Alt|«'Htlin:i‘» uiut /A\nilnr 

Ufslituii;: iiiiA rii‘lliili, im*itiii iiliri-m uilikurlinlt ini, lini 

ilti'Hi'f lir'UiinHHUls; .... k>uiit III4II .iUm /iu- < trnli/n u hnr'4nln*lt J 
iki-i I tliftl III . ^ i* ^ k*iU$ »-t -Ifi I k'f^nu Null, n»» blniltt 


/ ’'.f\ *' J,- '* •' 

fur ii'iln*. , \itt >lin ■I"., luifL,u 4 l l.i'-'tl -ut h iiuit li.n** HttlinrtHrlin 

I, rill III J 4 ii '4 rjufrii liiui ririltl 


* I 


H f, V 



wo c,, O2 Konstaiiten sind. Es ist also 


Cl c.>.r 

u = , 

imd da die Ableituiig der rechten Seite existiert uml stelig 

d iL 

eiidlich ist, gilt Gleiches von -7- • 

^ dx 

Durcli Difrerentialion von ((>2) ergibt sich aber 

— r [ F’ H- /2 )j = '* 2 ^ 

a 

SO dass aucb existiert and die Gleicliuiig 
('r)3) H- ,, 7; H_ (/'__ /• )__ F - 

erfullt ist, welche man direkt diirch Valuation von J eii 
wiirde. Das Problem ist da mil gebkst. 

Fiir nicht Jioinogene lineare Gleichungen bleibt die Me 
unverandert, niir dass F (x) eine allgemeinere Form anni 
Zum Beweise der Konvergenz ist es notw endig, die Existenz 
nnteren Grenze des zu variierenden Integrals J zu zeigen. 
kann zu dieseiu Ende die Existenz eines parti kularen Integn 
der nicht homogenen Gleichung, sei es aiif Grand der im Vc 
ausgefiihrten Ldsung der homogenen Gleichung, sei es 
direkt aiis den Cauchyschen Existenzsiitzen, postulieren, 
yz=:zy^ -\- u setzen; dann nimmt J eine Form an, aus welch 
Existenz einer unteren Grenze ohne weiteres folgt. Es ist di 
wesentlichen die Methode, die wir in § 1 angewendet haber 
der wirklichen L(>sung des Problems wird man allerdings 
Transformation nicht ausfiihren, ebensowenig wie man das ] 
lierte partikulure Integral zu kennen branch t. 


Die scluvingende Saite. 

§ 

Die Ubeiiegungen des vorigen Paragraphen lassen sich 
mehr anwenden, wenn der Integrand aufhbrt, eine definite 
zu sein. Es ist bekannt, dass die xN^atur der Ldsungen in d 


\V. — NliUU MBTtlODn: ZUR I.OSUNG GEWISSKR VARlATIOXSlUiORLEME. '47 

Falle einc AveseiUlicli andere isl, imd dass die Eiiuleiiliglveil dei- 
l-.r)siing insbesondere, ebenso wie ihre Existenz, niclit inelu- all- 
geinein beliauptel warden kann. Beispiele bieriur bieteii die 
Eigenscliwingungen elasliseber Kdrper : wir wollen I'iir den b’all 
der schwingenden Saile zeigen, dass, wenn aucli der theore- 
liscbc Konvergenzbevveis, wenigslens in der im Obigen darge- 
slellten k orin, \ ersagt, die Metbode niebtsdestoweniger anwendbar 
I)leibt and zu namerisch se/ir brauchbaren Resultateii fiihrl. 

Sei A- eine zuniicbst willkiirlicbe Ixonstante, so sind die 
kilcicluingen des Problems l)ekannllicli 

^ r(+i) = o, 7(— ij = o, 


wobei die Saite in deu Pnnklen .r = ±: i festsebalten vvird. 
Wegen der lloinogenitat kann man nocli die Bedingiing 



\ orsclireiben. Die Ldsungen sind : 

Fundamenlullon : y = cos — ^ k = erster Oberlon : 

•>, 

= sin k = ru] zweilei* Oberlon Z iisw . 

Diese Lnsaagen \voUen wir nach unserer Methocle darch 
Polynome zu approximieren sucheri^ wobei wir uns auf die in 
X geraden Los un gen beschrdnken. 

Das allgeineinste, in x gerade Polynom, welches den Bediii- 
g,'ungen j(dz i ) = o geniigt, ist 

( i\5 ) jK/i ™ ( I — - ) ( n-Q H- a j ao H- , . . -f- an ). 


Die Glcichung (64) entsLelit durch die Forderiing, es solle 
f y'^dx iinler der Bedingiing J" y- d x = i ein Minimum 

_r —I 

werden. 

Fuhren wir hiery,^ an Stelle vony ein and selzen 


J«= 


dx^ 


SO haben wir die a/sozu bestimmen, dass ],i ein Minimum wird, 
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Oder, besser gesagl, dass 


(06) 


d},t __ 


i)an 


ist. Soil dieses System linearer Gleicliungen eine Losiing besi 
so muss seine Determinante verscliwinden, vvoraus sicli 
Gleicliiing n-\- Grades fiir Jq ergibt, deren Wurzeln 


sein mdgen. Jeder dieser Wurzeln entspriclit ein bestiminte 
imd man findet leiclit, dass die kleinste dem Mininuim von 



entspriclit, fur geeignete Wahlder cin- 
Nimmt n zii, so wird abnehmenund gegen eine Grenze 

vergieren, welclie A' = ~ entspricht (Fundanientalton) . An 

Konvergenz derj^/^ liisst sicli daraus aber niclit in der bislie 
Weise schliessen. 

Die Ivoeffizienten der Gleicliungen (66), die die bestiin 
sind linear in A- uiid enthalten, wegen 



x-P dx 


p -h I 


niir rationale Zalilen. Fiir /?. =:= \ (erste Approximation) win 



woraus 


ci 8 A 2 ^_g 3 ^o; '?. k \ =4,93488; 




Aus den exakten Losungen liiitte sich ergeben 


Ht'ltHii ill \ iiualH*riiii.j 4 ilii* 'rMHiitUie des KuiidanH,*i'i- 

rirliti^ 1*4, ualireiid, \\h* ja 7A\ eruai'leii, <li<' dcs 

ilrit nliiM luii,^ iinr aid' lu ** ^i*iiau .^i<dj tiiidii. 

II .a fit* r ippi'>*.riWiiii*iii ui '-*1 wird, falls ** A - .-'A |L>'<*st4./4 

d, 

^ * * I #4 - H«|io X — a. 

b\'ii !iaiii*f/au dir* •^idiuu |4td4tiid«*itaii Nidiaruii^sniMla A ' ■ 

» I : ttiifl rrti.dli'U dir itriirii \\ 

’ I i ' in d - '■*X| ■■ j i d»*^'** 

fh't #/f ^ in zwritnr A nnilfiernn^ 

i lirr dr*^ '/.widirii i )hrrloii> der 

iir nla-iiiiij mr'il mir i"idi aii|;riiidirrl rrhaltru (dritlr Wiirzrl 

r ( ilrii lltlliu I . 

/XiV n/ r/z^r* nn^u*\vuhnlitAi Man 

iiirrkr, d.iH'% Hii'li liiriiiyH r Aji|irn\iniatimiru vnu t: 

rrli al|,;rl 4 '*if'‘^i 111" /,atilrit rr^rlirn. 

flrrrr'liitrl man iinii iit /4\ritrr ..\|i|»ni\ini.ttiun ^/p. imd i/.j, 

litidri 'tirli al'^. alt^riiaiiinl** I Aii'^^hdliin^ \m\ rns *'d* I 

» .#" ' ' I ' ,r'^ > i i n , f I, I I li»,r^ ■ a aM j 


ut fur till* It" ,r *», ♦*,’<» ,,■.*» \ain ,.i’ rrludt man lur 

4 Mini I „ ilir t airdir 


.t . 

1 r 1 

M , 1 

a, 1 

a, 1 

10 f 

aa 1 A *'* 

If* 14 ■j*il,i 


*1**7 !f 


»i»i * n * I 

i|'^S I 1 1 


*1**7 «|V# 

r ■ 1 

ii,li 

a j ; 

*» , H 


,1 

"'*‘M « nf 

i» «” **l 7 


I'M 

1 , , 1 , 

a.i , *1 

ii »n* 1 1 


t‘»i ir» 


..lo I )>Hi /Ic \| (iiinofit •li’t l.uj;.irii!iiin'ii fjc-rluii'Iii'u niiiil ; f'lii 

) m, i ■ t i<-t iiiii rrinitiniiiH'ml ,1 « c-o*. ' o. /hi 
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Anndheriing ist also ini ganzen Gebiet — i bis-i- ^ ^'ine sei 
befriedigende (‘). 

Fiir den Oberton ist cs vor allein wicbtig, die Slellniig dcr zvv 
Kiioten ( tlieoreliscli zu ])ere(dinen. Ivs wird 


dx) — (' I — .r- ) ( — I 9 , 3 33 > :v- — <0,219 x'^ ) 


iind die Klammer versclnviiidet fiir x = o,.) fotS : (iie Slelliin^' d 
Kiioten ist also aiif 2 genau angegeben. 

Man wire) aiis diesem Beispiel seliliessen, dass uiiserc 
fiir die Bereclmiing der Scbwingungs/alil des FmidanienlallO] 
ciner Saite, Membraii oder Plal Le loesoiiders \ orLeilhaft is I , in 
dass je lidlier der Oberton ist, init dein man es zii tun hat, nm : 
grosser die Anzalil Konstanten at seiii wii'd, die man zu berechiK 
hat, um eine gegebene Genauigkeit zii erreiehen. Auch auf d 
I nlersiiclumg der Chladnisclien Klang/iguj'o/i 1st die Metlux 
somit anwendbar : bei transversal sehwingeiuleii Idalteii 1st das Pr 
blein bis jetzt, Irn Fall eines freien Randes, erst fiir den Krc 
geldst. Aher auch bei ringsum eingespannleu recliLecdvigen Platt< 
ist die Liisung noch uiibekannt : es liisst sicdi leiidit zeigen, da 
die Eckpunkte singular sind, uiid inihrer Umgelouiigeine lintwieJv 
lung nach Potenzreihen nicht miiglicb ist. ilier ist der llmstai 
von grossein Vorteil, dass unsere Methode, z. I>. bei Anwendin 
von Poljnomen, auch in solclien slnguliiren Punk ten anwendb 
hleibt, sofern nur die Stetigkeitsbedingungen nici) t verlctzt werde 
Aufdiese Anwendung der neuen Methode auf lraiis\ ersale Stdiwi 
gungen ebener rechteckiger Platten werde i(di an andcrer wStel 
zuriickkommen. 

Nach dem vorliegenden Beispiel diirfte jedenfalls der Pliysik 
bei der Anwendung des neuen Bechniingsverfahrens auch 
Fallen, wo der theoretische Konvergenzbeweis zuriachst no 
lehlt, sicli. durch diesen Mangel nicht allzuselir beunriihi 
fiililen. 


(^) Ini vorliegenden talle kann man auch durch Potenzreihen inlegrieri 
Beschrankt man sich, wic in y^, auf PoLenzen von x die :£ G sind, so wird die A 
nahciung an y (x) eine ungefahr ebensogute, der Fehlcr des Fundairicntaltf 
dagegen ist 10000 mal grosser als hier. 
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UBER EINE NEUE METHODE 

ZUR 

LOSUNfr GEWISSER RANDWERTABFGABEN <'>. 


{Gottinger Nacliriclileii, niatJi,-physik. Klasse^ 1908 , S. 236-248.) 


•Bei d(‘ii .llan(l\verLaufgal)en der inallieinatischen Pli}/sik heslehl 
in vicleii Fiillen die Forderun{>-, einc bei bestiiinnten Stelii;- 
keils- iind Randbedingiin^en diirch (dn Miniiiialprinzip definierle 
l-'^nnkuon iiinerfiall) cines gegebenen, cndlicheii Bereiclis darzu- 
slellen. Zu diesein Zweck eiguexi sich bckanullicdi Potenzreibcn 
iiiir ausnalinisweise, wiilirend es imiiuir ]iir)gll(di ist, die Funklion 
iic'bst einigeii ihrer Ableitungen durcb ein Polynoni von geniigeiid 
liobeni Grade, diircli die erslen Gliedcr einer Fourier-Reilie oder 
iihnliclie Ausdriicdve iiinerlialb des ganzen Ikrclclis in It beliebig 
vorgeschrielxincr Geiiauigkeit darzustelleii. Die Ik'recliming der 
Koeffizieiiten biclct keine Scliwierigkeit falls die Funktlon niinie- 
riscb gegebetiisl, nnd es ^ii'd in deu in der Praxis vorkominenden 
b^iillen ineist ein Polynoni von niedrigem Grade die Fiinktion mil 
geniigender Anniiherung darstellen. In dieser b'orm werden liaiilig 
<lie Resultate der l^eobacblimg zusaminengefassl ; soil das lirgelniis 
mit der Tbeoric verglicben werden, so erhebt sicli die Forderung, 
die Koeffizienten cii cities Polynoms oder allgenieitier eines 
Ausdi'ucks der Form 

( I ) tr ,n= -T- « I ^2 '^2 • • • “i" '1^ m. 

WO die A/ geeignete analytiscbe Funklioncn sind, aiis den JRand- 
beduigungen and der Dijjerentialgleichung so zit bestinunen^ 



class sie, bei gegebenem von der gesuchten Losiing mo glichst 
(^venig abweicheii; vvobei der Fehler mit vvachsendem ni ver- 
se hwinden muss. 

Bel vielen V^arlationsproblemen lasst sicb nun ein zur mime- 
rischeii Reclinung geeignetes Verfahren angeben^ welches in engster 
Beziehiing zum Dirichletsclien Prinzip stelit, und, da es 
einen elnfachen Konvergenzbeweis zulassL, dieses Prinzip (fiir das 
betrefiPende Problem) streng zii begrCmdc/i erlaubt^ wenn man 
iioch die von D. Hilbert zii iilinlicben Zweeken entvvickelte neiie 
Metliode der Variationsreclinung heranzielit. Dies Verfahren soil 
iin Folgenden am Problem des GleichgeiVichts ringsum einge- 
spannter, elastischer Platten entwickelt werden. Die Verallge- 
meineruiig und die numerische Durchfuhrung einzelner Falle, die 
sich iibrigens von selbst ergibt, sei einer ausfiibrlicheren Mitteilung 
vorbehalten. 

Sei (V die (sebr kleine) Verschlebung eines Punktes der Platte 
aus seiner urspriingiichen Lage, senkrecbl zur f'bene der Platte, 
so 1st die zu approximierende Funktion iv {oc^ y) diirch folgende 
Beclingimgen definiert : 

1 . sieist eindeutig, endlich and stetlg nebst ihreri Ableitimgea 
erster, zvveiter und dritter Ordnung innerhalb der Platte R; 

2 . auf dem Rande L der Platte erfiiilt sie die Bedingimgcn 

dw d)(V’ ()[v 

0, — = 0, also auch — = o, — = o: 

dn c)x dy ’ 


3. sie geniigt im Innern der DilTercntialglcicbung 




^)'mv d'^'w 

f-. 2 

dx* dx’^ ()y- 


IV 


~ =f{x,y), 


WO f eine dem aid die Platte ausgeilbten Normaldruck proportio- 
nale, endlich, sLetige Funktion ist, die numerisch gegeben sei. 
Diese Forderung ist aquivalent mit der andern; es moge das 
Integral 

( 3 ) J ^~(\<v)‘‘-wf^dxdy 

(welches im Wesentlichen die potentielle Energie der deformier- 
ten Platte darstellt, nebst der Arbeit des Druckes) filr iv ein Mini- 
mum werden. 
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OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


^54 

oln gevvolmllches Maximum iind Minimum Problem, weld 
durch das System der in den Uiibekannten cii lineareii Gleicliimi: 


r5) 


ni 

da I 


Oai 


()i Di 

da,n 


= () 


gelo St wil'd. Setzt man 

(6) ap,,= a,p=y* j Mijp\'h„dxdy, '-^1'= j 


SO lautet das Gleichimgssystem 


< )ct) p — 'j-(j (y — *5 • • • 1 

p = i 

Die Losung von (5) und (5a) isl immer mbglicli iind eindeiilig I 
slinimt, well die quadratisclie Form 

m m 

11 ’ i\ 

stets positiv ist und nur vcrschwindet, wenn identiscli Au',;^ = 
isL, was, da = o am Ilande ist, die Idenlltat (V„i = o, u 
somit ai = ao = . . . a,,/ = o erfordert. Die Determinante « 
Systems verschwindet also niclit. 

Es muss bervorgehoben werden, dass die a/ durcb rein / 
merische Quadratur ^ wobei keinerlei ver cinder tidier Par ame 
eorkonimt. definicrt sind : die praktiscbe Durchfiihrung die 
(hiadraturen bei gegebeucr Genauigkeit liietet also kc 
Scliwierigkeit. 

lelibeweise nun, dass lim iVm existiert und die gesuchte Ijosi 

in ~ 00 

isl (bei geeigneter Wahl der i/). 

Sind A/ willkiirliche Zalilen und 

* ~) y) = Aj t^i . .-H 

so lassen sicli die Gleiclumgen (5) daliin zusammenfassen, es mii 
fill' jedes Wertesystem der A/ die Gleicbung besteben 



(las Gebiet, wo lAcp|< log r \jz ist. Dami isL 

■l7z\o{x, y)\<j' J I /= rff (/'o 

</ / ^ 

It It 


Das zweite Inlegral isL koiivergenL, wie man etvva diircli Ei 
fiihriuig von Polarkoordinaten sieht; sei K sein grosster W( 
Iniierhalb R, dann folgt nacli (lo) 

•2- I y) I < s/z(i-h K). 

Diereclue Seltc ist von *r, y and n uiiabhangig ; bei gegei)en( 
z' kami man immer fiir jedes u. /^ die Grdsse 1 cp [ = | ^Vm+n — 

kleiner als s' maclien, sobald m einen l)estimmLen Wen. iibe 
sleigt; man bat bloss die willkurliclie Zahl s imd dementspreclie 
M so zu wablen, dass 



sei. 

DieApproxiniationen iVnikonverpiereji also inip'anzen Geb. 
Pi gleichmdssip' pep'en cine encUicluu siellpe Grenzfnnkti 
IV {x, y) . 

Gleiclies lasst sicb in analoger Weise \ on den Aiisdriicken 



zeigen, wo die geraden Linienstiicke a. . . ,r, ])zw. p. . . jk, 1)2 
die Kurve a. . .p ganz innerhalb R liegen and a die Normale i 
Ivurve bedeiitet. 

Unsere Wa.hL dev Anndherun gsfiuiklioncn iVm. weAche c 

Integral J immer kleiner maclien^ bedlngt also die Konverge 

in alien Fallen, Soil aber (T’dieLdsang des Prol)lems sein, d. li. t 

der Grenzpunkt der rail dem Grenzwert von ,1 filr irger 

ivelche den Bedingurigen geniigendc Eanktionen (v sic] 

zusammenfallen, so miissen die A/ der weileren Bedingang iint 

worfen werden, dass jede solche Fanktion (v nebst ibren Abl 

, dw div d-iv d'iv .... . ... , , . . , 

Lungen — » — ? -r — r, - — - beliebig angenabert durcli emcn Aasdn 
^ ()x dy ()x^- Oy'^ ^ » 
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s gewahlt sei (also lim Cm = ^ ^isw., wobei die Koiivergen 
gleichmassige sei. 

Es isL leiclit, Funktionen A/ zii bllden, die diese interpi 
rischen Eigenschaften besitzen. Die Gieicbung der Randkii 
liisst sich iminer auf die Form bririgen 

¥{x,y) = o, 

WO niclit idendsch verscliwiiideL iind F iin hinern voii 1 
on 

Null verschieden ist, im librigen nebst seinen Hauptableit 
sLetig uiid endlicli bleibt, Fiir eine sle dg gekriimmte Berai 
vvird die Gleichuiig oft von vornliereiii in dieser Form ersclic 
fiir ein konvexes Polygon mit den Sei ten a/ x + [3/ y + = o 

man setzcn 

^ z= -1- fi/y H- Y/j- 


Pur andere Polygone und zusammengesetzLe Iviirven ist F 

meist ieiclit zu bilden, was bier niclit ausgeriilu't werden soil. 
T . ^ 

Die Funkdon istdann nur innerball) p von Null verscl 
und nebst iliren Hanptableitiingen stedg und endlicli. Wir 
den Koordiiiateniirsprung in eine Ecke eines R entliall 
Vierecks. Welclies im iibrigen aucli und p seien, liisst sicl 
solclie Funktion nebst iliren Hauptableitungeii in der Form 








. JUT^x . jit: y 

sin sin 

a a 


wo Legendresclie Polygone, a die Seite des Vierecl 

deuten, darstellen, wie durcli Integration der entsprecli 

gleiclimassig konveri»enten Reihen fiir , , - unter Berilcks 

gung des identischen Verscliwindeiis von ausserlialb R 
weiteres folgt (^ ). Setzt man also 


(ll) ^mn = F^sin 


mizx . nT y 
sin —3 



) Auf clem Kaudc und auf den KurvensLuclycn, auf denen F verscliwini 

r 

die ausserlialb F, aber innerhalb des Quadrats gelegcii sind, hat — zuniic 

Form die Entwickelun gen ergeben bier bekanntlicli den aus der Sb 
folgenden Wert, also o. 
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wird; ferner legen wir die Koordinatenaciisen in der Weise, das 
sie keineii Punkt zxiit R geinein liaben. Sei dann 


U.niX. 


r f f r f f\v,,,cLv^dr^; 

do do do Jo do do 

F(a'>r)= ////// 

Jo do Jo Jq Jq Jo 


SO konvergieren, wie oben bevviesen wurde, li/^ und seine AI)lei 
tiingen bis zur vierten Ordnnng, ferner 


d y- J^ Ox 


Oy'* Ox- ’ 


O^XJrn ^ 0^^ 

Ox'* Oy dy’* Oar 


gleiclimassig gegen eine Fuiiktion U and ibre entspreclienden AL 
Jeitimgen; ferner sind 

0'^ U m _ Urn _ 0^'(-'m ^ w _ 

d?*-' Oy'-^ Ox Oy’* Ox'^ Oy Ox^ Oy^ 

auf L gleicli Null. Durcli partielle InLegrationen lasst sich dan 
die Gleicli ling (8) in die Form bringen 

II ^ - L 

wobei im Randintegral alle Glieder in U,,/. die nicliL verscliwindeii 
konvergenl sind, and nur die Haupta blei tiingen von vorkommen 
Endlicli konvergieren aucli die im Doppel integral aaftretendei 
Ableitungen • Die nocli willkiirlichen Koeffi 

zienten A/, die in eingehen, wiilden \vir so, dass gleicliinassi 
lim 'Qtn = C? wobei 'Q irgend eine Fanktion der oben defmierte: 
Art sei; gleiclies kann, nacli Voi^aassetzung, aiiclifdr diellaaptab 
leitungeii angenoinmen werden. Unter diesen Umstiinden kdnne: 
wir ziini Limes iibergelien, und da nur innerbalb p von Nu^ 
versebieden ist, versebwindet das Linienintogral, und es wird fii 
jedes solche ^ 

(r.) o=f f (aaU_F)^^./,../k. 

P 

Nun beweist aber Herr Hilbert a. a. O. folgendes Lemma: 

Sei vcine innerbalb des Recbtecks einscbliesslicb dessen Seite 
mil iliren Hauptableitungen endlicbe, stetige, abtellungsweis 
analytisebe Fanktion, die auf den Seiten x = x =. a! des Recbl 
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v\o V imd seine Ableitungen Lis zar 4- Ordnung stetig’ siiid. N 
Matliieii ist aber Lei dieser Gleicliaii^' der Ausdruck des Gre 
schen Salzes der folgende : 

— f l'r^-\ogrF{i,ri)cF-d-r]-hT:, r'- = ( x — (y ~ 


WO T ein liber den Rand von p genoniinenes LinieninlegTal 
welebes iin Innern eine analjtiscbe, der Gleicluin^' A A T = 
i;enugende Fiinktion darstellt. 

Aus diesein Satze, vvelclier nur als Ausdruck der Stetii>kc 
eii^enschaften der Inte^rale partieller Diircrenliali;leicbungen 
wicluig ist, folgtziinacbst 


Ox 


~ / f I"' -f" 

i// ^ ^ 

= - ^ f f lo- /• dr, -1- T'. 


WO P dieselben Eigenscliaflen iiat wie T. Man erbiill du 
AViederliolung derselben Operation, und w egen - --pzfy = / ( ^ 


Ox^ Oy'-^ Ox^ Oy'-^ 


-kff 


loST/.j. rJrftrf-o + T". 

V *5’ 


woraiis folgt : 

Die Fanktion iv = liin besltzi im ganzen llechiec 

m ~ 00 

endliche^ stetlge Ableitu/igeii bis zur viei'Leii Ordnuu i 
genilgt der Glelchung 

\\iv=f{x,y), 

und da die Lage und Grdsse von 0 vvillklirlicb sind, g/// die 
Satz im Innern der ganzen. eLastischen Platte R. 

Alls (e = lim(v,;, folgt ferner, dass fv am Rande yerscliwim 
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Dies gibt ein System liiiearer, homogener Gleichungeii fur die 
ai, dessen Determinante verschwindeii muss, wodurcli sich be- 
stimmt als kleinste Wiirzel einer alge])raischen Gleicluing 

2 

Grades. Dieses A,^ konvergiert rapide gegen das x- = der Funda- 
mentalldsimg y = cos • Fiir /? = i ist 2 A| = 5 ; fiii' fi == 2 er- 
gibt sioli 2 Ao = 4 ) 93488 * • G fiir n = 3 , 2 = 4) 984 802 2 r 7 . . . 
wahrend 2x- = -^ = 4)934 80^ ^00. . . ist. Der Feiiler ist also 

bei der dritten Approximation drei Milliardstel. Bci den Ober- 
tonen (grdssere Wurzeln der algebraisclien Gleichungen in 
ist er wesentlich grosser. Es weicht ferner y^^ von y in dritter 
Approximation nur in der sechsten Stelle ab. Da ans den Glei- 
clumgen foJgt 



so ergibt sick von vornherein, dass die Scliwingungszahl des Fun- 
damental tons das durcli die Methode am genauesten gegel)enc 
Element ist. 



WIl. 


THKIIIUK mW THA\S\ KHSALSCIlWlMaMIKN 

KlMllt (.tl UUUnStHKN I‘I,\riK MIT MiKlKN ItWUKltN. 


i.tnHtiif-n iifi- \ H-jif ll.tuti S, 


Kialpitting- ^UHuuuuintfHfmmig dor 'Ha«ultato. 

I h»* I hH» I f'tili.il dr’n uud I l.iu»llMM!iu*4uu|.;rn fur i!i(» 

{r.Ui''-\ I'l '-.ilrii Si hw HiyjitiiivH idM-t»rf, rl.isU^rluT 1 ‘Lit t4*H mil 
It.imlf’ni ‘.imi ln k-uiiilhrit m unnrlit ii 4 <‘r I'nnu 

UMi S»j MMiu.Uii utiil in ili'fiiiitn ('t' .ihcr vuii 

kii'ijiliiil! im JalHi* jS'im uMnim. uurdca iHcno 

i nfj'i ■'aH'htin,’,:i*ii *ltf“ srlinm-n \mii (‘Jjlaihu «*nt«ir<-ktt*n 

I ‘ar’Ii Itildrii, 4.\iaiu ati! riiM* srh w C iI.ih- cnlrr 

Mfiall|44!!r liw a Sainl Hifil; h|i. ilf'i' U tU'tlo dit’ lir/.rudr 

iiiiiii' I lliladniHrlir'i' k l4ii,;:!r»4Ui ru am It tim d**a Srbu i{i-un^;<ai vun 

\|r|iilii alidi . 

th*‘\uii IviMidmli rrlialtoii#’ Jiatiirllo I hili*mdt.il|4lr irhtiu;; kl 
ni'diMHi;:.. and am Handr /\^rl I hffortmlialatiH-"' 

»lriii'Lr dnilrr niid /ufitof Oidituu^ \ tmlmu dir \<m riiirr 
■••kim^stantr aldiaiii^rii, I hr hirraiH nddi rr|4tdH*mlt' 

Kiiiiijilikalii'iii dr^ I’lMlilrm^ rrki.iil rn hui I'fadtr ltd , tla^H dir la*-. 

I»I'* |»'i/l litir im tmllr dr^ Krrt^t^'» i Kirtddiafri •^rhmdni 

utlldr, uidiri Hi« || nil -^dtr lirfrtt'di^riidrr AliHrldtiHs an dtr Im* - 
tabriia-,; .^'1 ;.: 4 l* - * , J hr* l\ Lur-hu^M'*'n lif’‘»f#djrn him* mir ati.s lum- 



y>uu 

zentrisclien Kreisen imd aus Radieii, inehrfaclxe T/hio sind 
aiisgeschlossen. Die Maiinigfaitigkeit dei‘ Figuren ist soniil, viel 
ivleiner alsin den Fallen des Dreiecks, Vierecks iisvv . 

Im folgenden entwlckle icli am Beispiel der quadralischen Plal- 
len mil freien Randern eine neiie Integralionsmetlxode (‘), die 
oline wesendiclie Anderiingen aucli aiif rechteckige Flatten ange- 
vvandt werden kann, sei es mit freien, sei es aiich init teilweise 
oder ganz eingespannten oder gestiitzten Randern. Theoretisch ist 
die Ldsniig in ahnlicher Weise sogar fiir eine belielxige Gestalt dor 
Platte mdglich ; eine genaue Berecliniing einer grdsseren Anzald 
von Klangfiguren, vvie sie im folgenden fiir den klassischen Fall 
der quadratischeii Sclieibe durchgefiihrt ist^ wird a her nur hei 
iieei«neter Wahl der Griindfiinktionen, nach welchen entvvickell 
wird, praklisch aiisfiilirbar. Fiir den Grundton, so fern grosse 
Genauigkeit niclit gefordert wird, fiihrt das Vcrfahren i'iir die 
meisten Flatten durch den Ansatz von Polynomen ziiin. Ziel. 

Das Wesentliche der neuen Metliode besteht darin, dass nicht 
von den Differentialgleiclumgen und Randl)edingung’en des Pro- 
blems, sondern clirekt voin Priiizip der kieimten, Wirkiuiij!; 
ausgegangen wird, aus vvelchem ja durcli Variation jene Glcicluin- 
gen und Bedingungen gewonnen werden kiinnen. Di eses Variations- 
problem wird nun durch ein gewdlinliches Maximum- und Mini- 
muinproblem fiir eine endlicbe Anzalil Parameter ersetzl, desseii 
Ldsung elemental' gelingt, womii dann eine erste Ap[)roximation 
gegeben ist. Dieselbe lassl sich verbessern diircli Ver- 

mehrung der Zahl der Parameter, und ergibt somil ein konvei*- 
gentes \ erfahren zur Integration. Dass die inatliemaLischc Form 
der ersten Approximationen willkiirlicli gewalilt werden kann, 
ist hierbei ein wesentlicher Vorteil. Denn es ist leicliL, eine expe- 
rimentell bekannte Funktion durch eine geniigende Anzahl Kon~ 
stanten in einer geeigneten malhematischen Form beliebig genau 
darzustellen; imsere Methode erlaubt es nun, die Konstanten 
a prion aus derTheorie zu bestimmen, so dass die Erg ebnisse der 
Erfahrung, in bezug auf die angenaherte Form der gesiichtcu 
Loisung, ziir praktischen Durchfiihrung der Integration beniitzt wer- 


P) \ gL die Abhandl. des Verf. : Uber eine neue Methode zur Losung s^eMsi^er 
\ ariationsprohleme der inatheniatischen Physik {GEuores, XV, p. 


ili’H Kmium II. i I il.iNH »l.is Priii/i|j «lrr klnn^hMi \kllnti, 

\\ rk'hf'. i{tr kur/r^!i' /.ti *.aiHUi«'uiassn m; ilrr <ifsrl/r i{(‘r in<*iNtrn 
|ili\ !"j'-,rlM'nJuuu<‘ii utl»t, aurli ill \H‘lrn I‘’.illrn dm 
tliri'lvit' 4 *‘!i \\ «\.; /u flrrm luaf Iimi4h*‘i'lim ! in»i* und nuiiH' 
risidtfti ! »i*i rt'linuu durftf iurh{ oIuh’ l»rdfttt uu :4 

I''iir dir- Ik*i I'tfiiiun:; df*r S(di\\ Hit* tdat-r ([uadraU‘>rhrii IdalU* 
fial lt»*n*ui Iktn*!** tnlirt ui.in /u rrkui.isM5;<*ru caa* dir hr 

k-ilililr!i I uukliraim N T- rlu, Utdidir dir \ni|dllt'idr dr^ /d*" 
nhrriMiH'^’ rmr '. I a stdiU iii:;,rndr n St.dM“', tlr-.srii I .aii^r ^Iriidi ini 
drr at Hftir. aii-adHai. I l\n« srdiii.U riiar lra‘u ^rira diindi 

ilrii \lif {i’!|.aiakt p.ir.dlrl /u dm '^rilm drs < ^haislralrH i;rh’4l. 
\.itw iiuf* H -'ii rr»>i1riij»im <ituudrn uiu^‘a*ii dtr I'uukhniirn 
a„s /' u X ■ -f / rttunt, riir/rl nlirt wrrjfru, dir* ah- 

I iruud-a Ira Itr" Uir;:rll rira Slahr-* lull »h*r Srhu in 4 !tHr.!H/ald \tdl 
.iiti/iil.rr.fa -aud ; n r ■> mi ah.** dir ( iriuidwrliw iuLaur.; tiu «»lin 
fjilim Nimim-, iHif /uri f\ iH*t*-n|«tudvlm ; » .r ^ hratt/l /a Kiartrit 

|inidil«- , Maim n : *d** ii *a* li au^ drr t Imu’: hd^rarlr /hvw// • 

i»Ut' ; 

t. '^afullithr I r;rnl«»i)r *h'i Id.iltr kmsru sM h hia all! riar!r 
l*r»»/rat d.ii jrllm dundi *iir I **Miirln : 

I ir,., ,, fi -1 i * 4 frj ■ I . 3 f fi...* » <r.ji i - 

I 

# .j H .... ■ II 5 ■ I ‘ n .,> % ■ u r ■ 

lira liuil/r-s i*.M, Ml, l»* rill H|i| II 111 dir Si liU H/ald \ulh dn' 

I *1 at l*‘ hir I hi r I ir i j . 

I'. a I- \ i --.I -M M rll IMtl 1 liiJijridbiUr . k r ilir tur htf .ir lir U Mir 

I h.jtj.r rai|H|irr*rlir II drill t'\dtr, \M\ \Mii drU Iudt/rHia/l ilrf' 

riitr r/’iadr, dri airfrir ii ll r I *M h* aJ. I',**? rf^rhrii daiill il'ifH# 

iilid It , « 1 1 p ■' * 4 » d ,1 iir I mdrdir' |rdr Imr.U'r \ rrhliMluilp,' / 1 \IM 

I" aiikf iMitra l ilt '4ja irlil riiiri iiiM:dMdH*ii hM^tUii4, I hr Idrrhri 
,ttif li » Inid*' '*^1 har Miu K Luu.di^' Ml r II hat «!ir iM^nmidialh d.r^^ dir 
kaiiirii * 4 ,fiiil li« ii dyrrh hmlr Idmkfr, %mi Sll'rldkr Ihdr 

,,;rii4iti.il ,,adim, iiaisdirh »lir \\nr/ri,ti drn I th‘ir lai '^tr iim 

, I . ra I ■ m. In rr^lri' niiid thr-* 

liir Wlil'/.rlll ^»*II 11,-5 I i «*, h/.u , a „ I .r « 

# 1 .,- 1 I M, dir' \h^lalidr drj }%»lr Uili rfrit Srl|t*li Hind ..Uu 


(bis auf 1-2 Proz.) gieich den Abstanden der Knoteii frei 
scliwingender Stiibe von deren Enden. 

3. Die Eigenlone lassen sich mit beliebiger Genauigkeit diirch 
Sammen von Ansdrucken der Form (i) darstelien mil Ivoeffizien- 
ten, die sich aus der Theorie bestimmen. Iin folgenden ist die 
Reclmung bis auf durchgefilhrt fiir m and n kleiner als 4- Die 
so bereclineten K-langfigiirenstimmen in sebr befriedigender Weise 
mit den genauen Beobachtungen von Strehlke (ibercin. Die Kor- 
rektionen gegen (i) bleiben stets relativ klein. 

4- Die Klangfigaren and Tonlibben siimtliclier 35 Obertune, fiir 
welclie 771 and n kleiner als -j sind, werden unlen angcgeben ; fiir 
771 and II kleiner als 4 sind sie nach den evakten Formcln be- 
recimet, fiir griissere Indizes nach (i), wobei jedocli der Fchler 
beim Masstab der Zeiclinang kaam walirzanelimen wiire. Dies 
schien mir deslialb wunschenswert, vveil iiber diese scbiinen Figu- 
ren durch ungenaae Beobachtung and iheoreliscbe Fehlscbliisse 
eine grosse Anzahl unrichliger Ansichten in die Jjebrbiiclicr and 
Zeitschriften iibergegangen ist, so dass selbst iiber die am leichle- 
sten zu beobachtendenFundamentakone Unsiclierhcit herrscht. In 
Chladnis Akustik erscheinen manche Eigenschvvingangen als Dop- 
peltdne, die es nur darcli Inhomogenitiit des Materials imd Man- 
gel der Beobaclitungsmethode sind. Die entsprecbenden /{.() Ivlang- 
ligaren sind von Cbladni grdsstenteils erbaken and, wenn aucli nur 
in rohen Umrissen, gezeichnet vvorden. Da sicii die zum Hervor- 
bringen einer bestimmten Fignr niitige Untersliilzang der Platte 
aas den unten gegebenen, genauen Figaren cntnehmen liisst, wird 
deren experimen telle Herstellung erheblich erleichtert, wiilirend 
bisher iiber das Zastandekommen irgend einer Figar, besonders 
beiden lidlieren Obertonen, im wesentlichcn der Zufall cntscliied. 

5. Die viekiinsLrittene Frage, ob die sclieinbar gcraden Linien, 
die in vielen Figaren auftreten, auch wirklich gerade seien, ist 
da hill zu beantvvorten, dass dies nur fiir die Diagonalcn and 
Seitenhalbierenden, wo schon Sjmmetriegriinde es erfordern, 
gilt. Ausserdem ergeben sich aus (i) (angenabert) gerade Linien 
nur bei Doppeltonen und wenn ist. Die Piesukale der 

Messungen Strehlkes, die vielfach angefochten warden, stiinmen 
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hieriii mil, der Ilecimung geaaii iil^erein ; die geringen Abwei- 
chuiigeu dagegen, die Strelilke aucli bei den Diagonalen und 
Seltenhalbierendea gefundeii bat, berul leii auf einein unten zu 
eriirternden systematisciien Felder be! der Herstellung von Sand- 
iiguren . 

(). Die Tonbidien der 35 Obertdne stimmen init den von Cbladni 
gegebenen iniierlialb derzu erwartenden Felder iiberein. Sie um- 
fassen secbs Oktaven. In rober Annalieriing sind die Tonbcdien 
gegeben durcli die Forinel 

G = A \/ m’* -h 11* -f- > (I — «i. ) ni~ /z-, 
wo n ganze Zalden, A, [Ji Konstanlen der Platte sind. 

7. Die l)ei Membranen giiltigen Satze : « Wo eine Knotenlinic 
den Hand trin't, stebt sie auf demselben senkreclit; sclineiden sicb 
zwei odcr inebr Knotenlinien im Iniiern der Platte, so bilden sie 
gleiche Winkel miteinander », gelten bei Flatten nur aiisnabnis- 
weise oder angenabert. 

8. In dcu Ecken ist die Losung eine im allgemeinen nicht 
cuuilyihche Funktion^ vvomit die (Jnzidanglicbkeit der gewdhn- 
li(dien Metboden bei diesem Problem geniigend erklart ist. Da die 
Liisung jedocb innerbalb der Platte endlicb nnd stetig l)lelbt, 
wenn sie aucb nicbt in eine Potenzreibe entwickelbar ist, so 
blell)en analytiscbe Darstellnngen durcb Polynome, Fourierreiben, 
nacb den Fiinktionen ^Vmn fortschreitende Reibeii iisw., wie sie 
unscre Metbode bringt, dennocb mdglicb und praktiscb anwend- 
bar. 

9. Pai'allele zu den Seiteii sclineiden jede Figur in einer 
Anzabl Piinkte, die Iwchstens gleicb ist dem grdsseren der beiden 
Indizes in nnd n und mindestens gleicb dem kleineren. Andere, 
analoge Gesetze gestatten es, zu einer gegebenen Klangfigur die 
entsprecbende Formel zu finden. Sind z. B. beide Diagonalen 
Knotenlinien, so bat man es mit zu tan, wobei n beide 
gerade oder ungerade sind. Ist nur eine Diagonale vorhanden, so 
liegt wieder mit m und n von ungleicber Paritiit (Doppelton) 
vor. Gelu’h'en die Seitenbalbierenden zur Figur, so ist einer oder 
sind beide indizes ungerade usvv. 



10. Schliesslich wire! die Metliocle, iinter Anwencliiiig- von Poly- 
nonieii, aiif die sclioii von Ivirclilioir bereclinete Grandscliwingun^'^ 
eines Kreises angewendet. Forineln mit zvvei Ivonsianlen geniigeii, 
uin die Schwingungszalil desselben anf j Proz. zli erluiken, d. h. 
ink det'jenigen Genauigkeit, die file solclie \ ersnehe iiberliaupt 
in Betracht komint. Der Rechnungsaufsvand ist viel geringer vvie 
bei der KircKlioftsclien Metliode, und sanitlicJie Operalionen 
diircliaiis eiemenLar. In der oben zitlerten Ar1)eit babe icb aiicli 
die x\.nvvendbarkeit der Methode anf die Scliw ingungen von Saiten, 
unter Benatzung von Poljnonien zur angeiiaherlen DarsLeliung 
der I^bsung, untersnclu : bei Benatzung von luir drei Gliederii 
ergibt sick der Fimdamentalton der Saite aiif drei Milliardstel 
qenau. 


Die empirisclieii Formeln. 

jNaeli diesen Ergebiiissender Tlieorie liissL sicli IcicliL iil)crselien, 
in \\elcliein Umfange und waruin gewisse einpiriscdie l^'orineln, die 
zur Darstellung der Ivlangfigiiren in niebr odcr weniger roller 
Annaherung Jierangezogea worden sind, ihren Zweek erreiclien. 
Es isL dabei za beriicksiciitigen, dass, wie uiiLcn gezeigt wird, 
Hfn{x) durcli einen Cosiniis bzw. eiiien Sinus aiigcniiberl darstell- 
])ar ist, ausgeiioinmen in derNalie des Bandes. Ist die (^)iiaJratseile 
gleicli 2 , so sind, bis auf willkiirliclie Fakloren, die Lcisungen: 



ErsetzL man dies nocli durcli cos mizx und siu( />2 ijo lial. 

man die FiinkLionen, aus weiclien durcli Superposition Wlieal- 
stone (^) Klangfiguren ableiteii wollte, wobei geradllnig begrenzLe 
Figuren sicb ergaben. Solclie Ldsungen entsj)reclicn, rob ange- 
nahert, den Gleiclumgen (i) fiir rn oder n gleicli Null. Der lJm~ 
stand, dass nur den Ausdriicken 


coS7r.r — cost:^, cos t: ^ - h cost: 

beobaebtete Figuren ungefabr entspreeben, nicht aber cos -. 2 ;, 
cos Try einzeln, wie es nacli diesem Superpositionsprinzip seiu 


( ' ) Gh. Wheatstone, Phil. Trans., iS33. — Vgl. Lord Hayleiuii, Sound, § 


sollte, liisst genli^end erkeaiien, dass es sich liier nur uiu eineii 
in besonderen Fallen anwendbaren Kunstgriff handelt. Uin so 
inerkwurdiger isL es, dass aiif Grand dieses iinlialtbaren Prinzlps 
bis in die neaeste Zeit die exakteii Versuclie Strelilkes von expe- 
riinenteller und theoretisclier Seite her als ganz unrichtig bezeich- 
net warden. Insbesondere glaubt R. Konig (^) aus ganz unzu- 
langliclien experimentellen Ergebnissen die Geradlinigkeit der den 
Seiten parallelen Knotenlinien behaapLen za k/innen, wie es das 
Superposilionsprinzip verlangt. Iiidem er die Grundgleicluing fiir 
einen solchen durcli geradlinige Knotenlinien begrenzten Bereich 
(also init der Randbedingang : V^erschiebung gleiclio) integriert, 
glaubt S. Tanaka (-) allgeaieinere and strengere Forineln zu 
erlialten. Dies isL aber sebon desvvegen nicdil der Fall, vveil ilber- 
selien ist, dass elne Randbedingang die Ldsang gar nichl be- 
stimmt, so dass Hr. Tanaka aas der unendliclien Reibe mcigiicber 
Lbsungen eine unrichtige beraasgewablt bat, wie es die Wabr- 
scbeinlicbkeit ja verlangt, biitte er statt Prodakten von Cosiiuis und 
Sinus, Produkte der Form ihi{y) angesetzt, so biltle die 

Lbsang eine wesentlicb biibere Approximation dargestellt (we- 
nigstens bei DoppelL()nen und fur in = n). 

In seiner « Theory of Sound )>, § 22(5 If., bat Lord Rayleigh die 
Wheatstonescbe Untersucbung weitergefilbrt. Er gebtaus von der 
Bemerkung, dass, wenn das Verbal tnis u der Querkontraktion zur 
Langsdilatation gleicb Null ist (was allei'dings bei keinem be- 
kannten Kbrper zutrilft), partikulare Lbsungen des Problems 
existieren, die von einer Koordinate unabbangig sind, and einfacb 
den Scbvvingungen elastiscber Stabe von gleicber Lange wie die 
(^uadratseite entsprecben, also den Funktionen .Dabei 

ergeben und u,n{y) natiirlicb dieselbe Tonbobe; sie kbn- 

nen zu den Ausdriicken 

Uniiai) 4 - Um{y), Uni{y) 

verbunden w-erden, welclie in der Tat eine Reilie von Ivlang- 
ligiiren auf i-a Proz. genau darstellen. Allerdings ist die Forde- 
riing der Theorie, dass diese zvvei Scbwingungcn gleiche Tonbobe 


(1) H. Konio (Paris), Pogg. Ann., t. GXXtl, iS64» p- 238. 
(-) JS. Tanaka, Wied. Ann., t. XXXII, 18S7, p. G70. 


habeii sollten, tatsaclilich iiiclu erfiillt, und es existierea die 
eiazeinen Scliwingimgen Urn{^), bzw. nur im iiTcalisier- 

bareii Falle u. = o. In Wirkliclikeit liegt filer jener Spezialiall der 
Formeln (i) vor, wo der euie Index gleich Null ist. Der Grundton 
der Platte = = wird hierdurch iiiclit dargestellt. Lord 

Rayleigh setzt dafiir den angenaherteii Ausdriick der in der 
Tat mit (i) uhereinstlinnit, und, vvie slcb. zelgen wird, von der 
richtigen Losung niir wenig abweicliL. 


Das Variationsproblem und die Grundgleichungen. 


. Sei, wieoben, p das Verhaltnis der Qiierkon Iraklion zur Liings- 
dilatation, welches nacli Poisson nacli Worth ei in } sein soli, 
und jcdenfalls zwischen o und r liegt; sel lerner E der Elastizi- 
tatsmodul ( ' ), 2k die Dicke der Platte, dann ist naeh Kirchholl 
die potentielle Energie der Platte, vorausgesetzt, dass die Ver- 
schiebimg u (xy) senkrecht zur Ebene der Platte klein bleil)e : 




<)- ii d- u, 
* i)x- i)y- 


y,(i — ji) 


(^11 
Ox Oy 


dx dy. 


Die kinetlsclie Energie wird, wenn p die Dichte Ixidenlet, 
( 2 ) :J,JJ(^yydx-cly, 


WO rails 
ergibt 


sich durcii Anwendung des Ilamiltonschen 


, dHt 


Wii ■ 



Pr inzips 


Hat man es mit Eigenschwingiingen zu tun, so 1 st 
u = sin 2 -v {t — ^0 ) y ) 


zu setzen; dann ergibt sich die Dlirereiitlalgielchung 
(3) AA«> — Xtr, 


(^) In Kirclihofls Bezeichnung ist |x = 


0 

i-h :> 0 ’ 


E 


2 K 


I -!- .') 0 
1 H- 0 



WII. 


THEORIE DER TRANSVERSALSCIIWINGUNGEN. 


WO 


(4) 


v2(l JJt.-) p 

e7P 


•->-73 


A vvird durcli die Integration bestimmt; die Gleichimg (4) ergibl 
dann die Anzalil Scliwingungen pro Sekimde v. Die Randbedin- 
gangen selbst findet man durch die Variation von v. Den Faktor 
sin 27zv(^t — to) kann man iiattirlicli abwerfen und erhalt filr eim^ 
Seite des Quadrats senkrecht ziir ,^-Aclise 


(5^ 


Ox 


d~ iv 
<)x- 


■(■•A — p.) 


<p 


= o, 


c)“ tv d- IV 

dx- ^ dy- 


und alinlicli filr die Seiten senkrecht zur j^-Achse, durcli Ver- 
tauscliung von x undy. 

Bei dca liierl)ei notigen Umformungen und partiellen Integra- 
tionen Icings des Ramies tritt an den Ecken desselben, wie 
H. Lamb ( ‘ ) zuerst bemerkt hat, ein died der Form 
aus welclvem die weitere von Kirchhoff nicht bernerkte Bedin- 
gang sicli ergibt 


(C) 


c)- tv 
Ox df 


ill den lie ken. 


Der Stabilitiit der Platte cntspricht es, dass der integrand von (i) 
elne stets positive Form ist (-). 

Almlicli wie bei den Scliwingungen von Membranen lassen sicli 
diese Gleichungen oline weiteres zu der Forderung zuscimmen- 
fasseu, es soil das Integral 




Id^tv 

: 


- 2 p 


d-tv d-tv 
dx- 0 y- 


d-tv . / d- tv \2' 

Of- ^ \ dx dy) 


dx dy 


unter der Bedingung 


(<S) 


^ j* tv2 dx dy =z a — gegebene Grdsse 


(^) II. Lamb, Lond. Math. Soc. Proc., t. XXI, 1890, p. 70. 
(-) Namlich als Funktion von 


d-tv __ 
Ox'" ~ 



und 



mogUchst kleia iverden, Denn nacli bekannten SaLzen dcr Vai' 
Llonsreclmung' liat man letzteres Integral, mit einein konstani 
Faktor — A multipliziert, zii (^) zii addieren, und nunmehr . 
willkurlicliem oa’ zu variieren, woraiis sicli oline weiteres < 
Gleiclmngen (3), (5) und (G) ergeben. Aiis dem \ erschwind 
dcr ersten Variation 


(!)) 



d- W ^ ()- (T’ 
O.r- 


d:r d y ™ o 


i'olgt, vverm man insbesondere oiv — scv setzt, wo s ein imendll 
kleiner konstanter Faktor isl, die Gleicliung- 


//[■ 


r)-’ (T> 
l)X~ 


also 

(lOj 


. . — dx dy — o fill' tr = gcsiichlc L<).sutig 


Minim, von J .1 ( ) 

a a 


ganz ahnlicli wie bei den Membranen ( '). 

Ein wirkliches Minimum llegt nur \or Ijciin Grundton r 
welclier dem kleinsten Wert von \ entspricbt. Will man fiir d 
iiiiclisten Obertoii o’,, dem der Wert a, enlspredien mbge, < 
wirkliches Minimum erbalten, so hat man die w(‘itere Bedingu 


(7 I) 



(Vo (Vj dx dy — u 


Iiinziizufug’ca. Man liat dann zum Integranden von (9) nodi ( 
Glied A'o’oOir, zu addieren; fiirom, = verscbwindet dassd 
uadi V^oraussetzung, und es bleibt wieder die Glei<diuiig (n 
diesmal fiir A, giiltig (-). 

Der /Vnsalz omi = £n\, ergibt fiir )/ den VVerl 



0- 

dx- 



dx d)\ 


mid dieser Ausdi-uck ist gieicli Null. Dies lolgUuis der Var 
Lionsgleicliung (9) fiir (T’„, wenn otv = sir, , (V’ = ir,, grseLzt, wl 


(') 7gl. 2. B. Kiemann-Webicii, Die partiellen Differen ( Ud ^ielcltun gen i 
Pliysik, t. 11, § IIG fF. ; Braunschweig, iQoi. 

(*} Vgl. Lord RAYLEroir, Theory of Sound, § ‘AIT. 




nti(J (i i) l)eriir:lvsi(^lill^'l wiril. Dio Gleicluingen (3), (3), (6) blel- 
Ix'ii also ungeiindorl . 

Fiir (Ion OUci'lon \v,f gelt.<Mi el)onso die a OrlliogonalitiiLsbedlii- 
guugani a 


^ I (O’-- <'/./.* {/y = 
^ I <0/, u'l d,r dy = o. 


^ (O/i (0,1 dx dy = o, 

^ J' (V’„_1 dx dy := (), 


\\(d)ci, falls in(‘hrra(dH^ T<)iu^ vorliogoa, jede d(M' linear imabhangl- 
gtni S(d»\\ iiiginig(ui tv/, di<‘ zii doin Ton g(*h()ren, zu bcriicksicljUgeii 
sind. l^bir' Irgond z\N(d S(di\vingungeu \v,„^ (V’,/, die zu verscluo- 
dciien \ golniren, gill, also di(^ ( )rlbogonalilidsb(;dingung : 



(r,i dx dy 




f)i(* MiiiinuirnsfordciMing und (<S), inlldcn* wir (os ini folgen- 
d<‘u zn lun babcni \\(‘nlen, isl (‘rsi(dilli(di run* cine al)geiindeii(! 
b'oriu d(^s I laniil(ous(di(‘n Prinzips. 


Die Integrationsmethode. 

I)i(^ Molliodi' zur fa'isung von Varialiousproldcnien, dl(; 

\s ir unn anwcnidon ^\(dl(‘u, golu aus \'ou (olgiuubnu Intcrpolations- 
pf’ohlcDi : 

S(d(‘n j) . . . , 'j^// ( -/-ly) • • * RcIIh; von 

nklioiuni, (li<‘ v\ir (was hi<‘rzu s(dbsl.vorsliindli(di isl, lun bclonl 
zu wonbni ) als sl(‘llg (n<d)sl (bni i., und /[. DliToroiiliakiuo- 

li<‘nl(‘n) IniKU'hali) d(U’ IMallo annelinion. Wir blldon don Aus- 

di’indv : 

(i'l) a-i 6 1 -(■* a-i 62 - i • - 1 - 'In 

u nd /orderly es sollen die <1,^ so hesliinnit wcrdeii hei geyebe- 
i/i^/ii n, d(iss (VV/ nidgliehst we nig von einer der gesuchten Fuiik- 
fionen w, die das System (3), (5), (b) hefriedigen, iiinerhaLb 
der Platte abwedehe . Wiirc (V nmnorls(di gogebon, so lagc Iiior 
oiu govv()liidicli(is Inlau'polalionsprobloni vor. 

I )ass(db(‘ ist insolVu'u u!d)(osilinn)l., als inanoino <c nidglicdisl giilc 
Vimiihornug in v(‘rsolii<;d(ui(‘in Sinno aullasson kann. binogonauo 


fh’fuulitMi i!fs ■. url.'lirl" |i i ■ . ij If 1 i | IJr||| 

sn!L UntiU. 

!•> naiir. aln lir-’* I ir'>.,iinllrlilr!''*> ifir \it\\t 

tier l\ur!‘;4ir \ on ihri'iu f‘\aklrii \\ «t{ lirnii iui 

/II ualilfu: k»»iiUHt alti-i jtil «iif I Hit;; I 

fK SUid #//h Sn zu %\ ith ii'fi , d f/nr lll\di'il'* r, 

i ’ i ' I - - it . ■ 1 * ‘ a ' 4 • ■ + ' It . 

./ ./ p ^ ' •, ,»,> 

■‘■'ll.. 

' i ■ • ■ ■■ ■■ I 

itnler dvv lU'damuni: 

I rj I i ... j f .i ] d f d} >.t 


/it'hst Wf'rdr. «ih»'r J.,, /i «i/i /*'/ 

dt'r Hi isf, liit'Vt'in .1 hh lun 

HHNN/H'uidfHfi raf\ t tiiitrt I inj H lii'u n lull, 

that'll dtt'i S\st*ffi lnHiitaa'Hti iaa'aii'r f $ irifh tai 

ivtrd 

t*hi -■ n 

till ■ ■■ ■■ »s . , , ■ 

» I## j H#/ 1 * ?• I j '■*■1 1 .. 


Mil aildrru \\ oiiau : rv i\t dt*r .tii%ds'iirl ■ t -• i an Si* 
tinlfidaui nft'fi l itnkdiHi tv im I ataHaaispi ^dd^aii 
raid tilt* itf stt :u dtis^ tim 

\vvrth\ (tli'itdifs i^at^ a H^u'airhit'r/ar fmltai .f , #/h- 

flits {{taidlttaisvht* lh'ai:tp i\i, |a fur *iif' 

!H‘l.)l|;;rr \ ariatiniiHprnllirMif’, 
iHi’lil in **r*»rtfTn(i»*H , 

I'nlrr tli-r 1 l»f*kaiuiit'n ^ K MfiNi.iiilfii 
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nttHHUt: ni n ruvN-^NF.HSvi.scHWiN*.! 


laH%t -^irh I I '» * N{’hrriltrii : 

n 

I j.s 1 \ 5 /j, , •- / .. . i ri a ^ iVtr */ I , ■». . . . , 

‘ ‘ 

j I 

Ihv I h‘|rnjHa,intr 4lH**.rH S\Hti'ms mux n hniuonriuai, iiucartai 
{ UrH-lituigiat fur «Ih‘ tii luU'.H \ (‘r^rliu itulru , u«ti*aas si('h als rin^ 

tfrr \\ tu/rlu I'UH’r ^ tli*a }unit 4 //^ ” iirailf^ «*r| 4 ii>U tuai <Ih* 

aiif riiM’ii /an.H !ih| u illk Hrli<*la*iu u.a'lihar aus i i J i 7.u hi^stiiumrii 
ilrn t aktur l*r^{tuuut .kaiar \\ tir/.rl Xj t*in 

<!f*i *i;. Ik'i risMT uarh^t hiiluTi’ii \|H4ri>\imati<ui tr„ ^ | Him! 

«iir ti., nru /ii iirsf iuuiH'a. 

l\s M* h ntin. iX/v.v, wrfin man tiie *1#^ kvahh, 

,/ar mh^iiirnr ius^irttrL r i -i in tint Tat vine Annahvnttr- 
an Aiv .t:i-\avhiv Jj^utni: Aarstvllt^ ivvir/iv mit wavhsvmlvm tt 

Mi'ii a n in* :: vt‘ti i ^ i t*r\svnf , hh tl, 4 Hs si^'h rin k«>a\ \ «a 

fahrrn ri-f.s!il . 

Wtr hrli trliliat /aaai’iist «l*‘a (Inualaat laal v\akl4*u dtnaaat 
HHiia taaal h* t finlrr \p|ti a viiaati^at *Ut* klriastr <lrr W ur/a’la i!»a 
lh‘trniuaaaa-a;;lfa'!tiua^'. Ikvaialauai utf aut J ’ ilas tutak* 
irrratiat uai if,, Mi ka/tt,^ .ml' tia- tt, 

ii Ii-,} tia. ' tia , ... . *ia : . 

HH mass d ,Lj ^ i-n*^ ^ tt “ "»**ia. «i. !a 
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a'a « )#/#•*/ 1 <«. 


Ilirr Hint! akf'i' i;raatt ikaHrUiaa hrliltinsa laa^lirk, a* uii “•a’ iat 

l’.it.ii;i..|.lM U lui .lii‘ V.tri.tiifm K.-uiai'lit h.ilH-ti ; .-s Ul iiur 

,t iltm btt .. '/ .iia. l. liui.it./ /u iTM-l/'Mi. Wi.'.l.T I..I A,, 

.in bl.'insi,- \S.-M ^...t .i„». uini n niuui.t 

kl.'iuHf.- U<-. t i..i l«..lttn»a .tb, ...iiT M.-ut^st.'Us nirat.il'. /ti. I 

iitin r .1 tilaiJ,.. «i.-ub.-n brui.-rkl. jM-aiiv siutl. M, ti.ibrll .In- 
/„ .-nt-- iUil.T. < ‘,ini/.i-/, <I.T ni.- i.rbi-bij; iialtr kuiiim.-u. S„ll nttn 
thru' t,rr„;r mt! >trm > .trs < iniiulluiirK zuuimmrtiftlllrt, , s« 
uius'yni till ,,fl, tihtu ttif -f, Si) \Mthlrti, ihtss thtrt'h rtunt Aiiu 




Platte beliebig genau darsteUbar sei; eine P or delating, die 
darch Polynome, Fourierreihen usiv, befriedigt ivird. Dana 
kann liin A;i von dem kleinsten Wert von J/a fiir beliel)ige nicJil 

verschieden sein, iind wir erlialten eine Reihe von Funktionen , 
(^ 3 , . , , fiir die J gegen seinen Grenzvvert konvergiert. Daraiis 
foigt nacli den Untersuchungen von D. Hilbert ( * ) and B. Levi (-), 
dass die (V/ gegen die gesuchte Greazfunktioii koneevgieren^ 
von gewissen Punkten vielleicht abgesehen, die hier ohne Intercsse 
sind (^). 

Nimmt man, statt derersten, stets Aie ziveite Wurzel der Deler- 
jninantengleicliungen, so gelangt man ziim erstea Obertoii usw. 

Die Randbedingungen ( 5 ) und( 6 ) sind mn so genaiier erliillt, jr 
naher A,/ seinem Grenzwertliegt. Gleiclies gilt von der Diirerential- 
gleichiing. Dabei ist jedoch zu beinerken, dass die lii tvvicdvcliingen 
nacli Poljnomen, Fourierreihen usw, stcLs nur eine l)estimiale 
Anzahl gliedweiser Differentiationen zulassen, so dass (was aiadi 
w'irklich der Fall ist fiir die unten zu betracbtenden Entv\ i(‘k(diuigeji 
nach den Uu{y))^ sie moglicherweise gar nicht drei- and 

viermal gliedweise differentiierbar sind, und daher durcb Finselzen 
in (3) und (5) nicht verijiziert werden kbnnen. .Fs ist eine all- 
gemeine Eigentiimlichkeit interpolatorisclier Funktionen, dass si(; 
um die darzustellende Funklion bin- und berschvvanken, und ilaa^ 
sukzessiven Difierentialquotienten bei gegebener Gliederzald eine 
immer schlechter werdende Approximation geben, die l)ald ganz 
unbrauchbar wird, was dann derDivergenz derReihen enlspriclit. 
So stellt der Ansatz I, p. 26 ^ zvvar die Amplituden nicht ab(‘r 
deren zweite Differentialquotienlen befriedigend dar. 

Entwickelungen nach Polynomen geniigen stets den ges tell ten 
Anlorderimgen ; man kann also bei jeder Pdrm der Platte fiir 
den Ausdruck setzen. Denn da jede l)eliebige Fuuktion 


C) D. Hilbert, Math. Awialen, t. LIX, i^ow, 

(-) B. Levi, Bendiconti del Circ. mat. dl Palermo, t. X\U, 

(•') Diese Punkte konnen iiberall clicht liegcn, aber nui* so, dass sie l)ci ciner 
Integration der Funktion liber jedes beliebige Bereich oline Kinlluss bleiben. Bei 
den Fourierreihen und andern fur die in Betracht komrnenden iaLerpolato-^ 
rischen Funktionen sind die Koeffizienten aber durcli Tntegrale gegchen, auf 
\\elche die singularen Stellen somit ohne Finfluss bleiben; die Beihcn neiirnen 
daher in solchen Stellen den aus der Stetigkcit folgenden W ert an, d. b. Funk- 
tionen unit solchen Singularitaten sind als Grenz^verLc aiisges('hlosscn , 


\\u. - iiiroiiii: iU'u iiu ■»7ij 

siurrlj l*ul\iiMiiH' sirU lu'iii'lim aimra.iiuTl d.it'sh'l I h.i r I^l, ;:i!l 

*lifs i‘ lur «i«'U /uritru I hlVrrrntiaii|uuli«'ut<’n filin’ !4r 

in'iif ii I' imk!}*‘iiy'* i' ; i^K ut'iui \i\\v ti' f tl.r - tlr ii iiaualrii 

hnirhlrl '•rlini I n u«'tuiul . 

' f 

\\M IJriiif}' aU |f»lf /.ihl Ufuiarhl katut tur 

Si»uhI 

M.. r ■ it f "■ 

j r - i r,. . r ». 

n - H n 

i\ u \nji I ,j :;1« n In ^mh , all ; luff liabfii uir aUn fllU*U an 

a'liaitfitf u I *» il 'mMiiualau inir k vnii / ^ j ,, <!rr /unuial <1 illcrf a! i 
!»'ii, ar *'s aufli »lri’iiiial a^l, liaaut ’^<»a lirr \atar J , 

ilnT aai'li \uiii ah I If a lal*a'|»t»lalt«m-%aaHia‘» ah. I hf-'** las'^ ^irh 

ulntr ursf«’|r> aiil I iiiikfaairu lurlufifi \ ai tahrlu aiaalf Ina'a , 

Oh Uit«i ail mII I MiiHrrmhfa rlilth i iailiin hai ami, hanul \»»a 
uialM aai i imlaiah'u ah, a i»' ai* aal* a h«a thai l’.nt\u< ki‘laui:f a 
aa* h »lfH H ■, t ' X ' -^a hr-H|irri lira Maa wrnhai. 

IhI fill' \ ai lal a at »a Nrlh-4 ;:ruis%ra I h’liiaulMi^rU aatrrunrira 
n a h»'l riaur- ji.illtilrli I‘ial|rn ilrj I'all \\»» aia llaialr 

Ht 

.) M «l Ml M, *• 

'.*#1 

■>i*ll| lail"'*-’*''* IliPi’-.Hi'il allr 'Ij liir’^r* 1 ha | la^^U a^If U rlllillra. Ilir’^ra 
fall liahr ah ill iln *-iiiualigH /iliriitai Vrhiaf r-i lt^^«‘lirtai hi^ ' 

-<»| ir* If lira , 

j ilir ^ HI lir,,;a'a*h‘ \IrliaH!*' aarli aid \tr!r aildri r hriihlaair. 
I!l%hr >»»at|i*rr ..|iil I tha» iiu»“^ui ld‘’|*n»h!rm*% *hr‘ f.i ^Irtn aU-H ruiff 
rln Mill.; ahhalhar Mial , laalr I ^iriilra kaiia, 

hiata hl katiiii r-riv.ifiiil /ii uri'drit. t'^l naa /a /rti^ra, ila^H %ir 
Hi. h Hiikla h. hfi ::m;;nrlri Wald dn-Jif, aaiiMTi m’Ii hraUrlihar 

I -.1 , 
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OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


Entwickelungen nsLch den Eigenschwingungen von Staben 
mit freien Enden. 


Die Amplitude u(^x) eines an beiden Enden freien Stabes geniigt 
bekanntlicli ( ^ ) der Gleicliung 


(20j 


d^u 

dx* 




iind an beiden Enden den Bedingungen 
d- u d^ u 

woraus sich a als eine Summe trigonometri seller und bjjierboli- 
sober Funktionen ergibt, wabrend k Wurzel einer bekamileii 
T.ranszendenten Gleichung ist. Jeder A\^urzel k„i derselben eiil- 
spricht ein Eigenton Um.{^)’, und es gill die Oi'thoi*'onalU(Us- 
bedingung 

( 2‘AJ f Uni dx = o fiir ni V-: //, 


das Integral liber die Lange des Stal)es erstreckt. IJm die Sym- 
metrieverhiiltnisse gehdrig liervortreten zu lassen, vviibic man als 
Anfangspunkt z==-o, die Mitte des Stabes; ferner besiimine man 
den vvillkiirlichen, konstanten Faktor, mit dem jede Liisung nocdi 
multipliziert werden kann, diircb die Bedingung 


( J ) 



und seize endlich der Einfacliheit halber als Liingeneinheil di(^ 
lialbe Stabliinge an, so dass x = ± i die Koordinalen der End- 
punkte sind. Dann ergeben sich fiir die UfU’i ^vIe man leieht lindel, 
die Ausdriicke : 


(1) Zur Theorie der Schwingungen freier SLiibc vgl. man z. B. Lord Uayi.kkui. 

Sound, § 160 (r. 
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Fur m >2 ist aiif vier Slelleii geiiaii 

111 . . 

T / f \ 

(— l)- cl) ( j ) TC.V 

/ON / ' / /?1 1 \ V i / 

(2S) = cos - - j pr 

v/5d, j 

fiir gerade m, und 


(•29) zz/;i(.r) = sin 




fJi — 1 , 


fiir ungerade m. 

Die hyperbolisclien Teile sind fiir kleine .z* mn so kleincr, als 
m grosser ist; fiir qualitative Betraclitangen koinineii sie nnr in 
der Niilie der Endpunkte in Betraeht, imd es reduzieren sielj die 
iim auf 

cos fm — I'j ^ und sin ^7?i — ij ^ . 

Infolge von (22) und (28) lassen sich, wie l)ekanuL, (li(‘ K.()td- 
fizienten einer EiiUvickeluna* 


I 3o) 


fi^x) — Aq Mo -t- Ai zZj -I- . . .h- Kjfi u.ffi (x) -i~ . . . 


durcli Multiplikation mit und Integration, wie Lei den L'ourior- 
reihen, bestimmen; es ist 


/(^) llni{^)dx. 


(3i) A,; 

Schreibt man dies 

and integriert partiell, so wird, da 


cl^ U,ll 

dx'^ 


und 


d- u 


dx- 


^ fiir ^ = zbi 


verschvvinden, 

(32) 

und weiter 
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<**-. ‘UfiH , \lt . 



eiiLspriclit, erkennt man wie praklisch wichlig diese Emflihrimg 
ist. 

Dass dainiL aber die Ui wirklicli zu einem vollstandigen Orllio- 
g'onalsystem erganzt sind, liisst sicli nacli einer Metliode von Liou- 
ville zeigen, imd ist in letzter Instanz darauf zariickzufiihren, dass 
nun jeder Aiisdruck ) 

( 33 ) Aq A 1 -I- . . . -f- A/;i iLfyi 

hoclistens m Wurzeln besitzt, iiber die man oll’enbar willkurlicli 
verfiigen kann, durcli. geeignete Wahl des A/; dies war vor der 
Adjunktion von U\ (mit keiner bzw. einer Wurzel) nicht der 
Fall; bei den Entwickelungen nacb .den Eigenfunktionen einge- 
spannter Stabe ist keine Adjunktion notwendig (and mdglich), weil 
der Grundton im Innern keine Wurzel, der erste Oberton nur 
eine usw. hat. 

In einem analogen Fall bemerkt nun Lion vi lie, dass, wenn man 
f{x) durcli (33) darstellen will und der Metliode der kleinsten 
Quadrate entsprechend die A/ so wahlt, dass das Integral des Felder- 
quadrate s 

(34) / [f{x) — Ao££o— A i 


ein Minimum wird, man fiir die A/ eben die Formel (3i) erhalt. 
Ist (ao Wo -t- . -i- a,yi (im) - das totale Differential von (33) 

nach den A/ (s = unendlich klein, die ai willkurliclie Zalilen), so 
ergibt die Forderung des Min imams : 

£ J [/(.r) — Ao£4o—Ai££.i — ...— A, 

X [ ao ao H- H- • * . -+- If'rn] dx = 0 

fiir beliebige at. Daraus folgt, dass j{x') durch Ao/^o-f- • • • min- 
destens w -f- i mal gesclmitten ward, sonst kdnnte man iiber die 
Wurzeln von so verfiigen, dass sie mit den Wurzeln 

des ersleren Ausdruckes zusammenfallen, und das Integral wiire 
positiv und nicht = o. (Mehrfache Wurzeln sind als Grenzfalle 
zu betrachten.) Liisst man nun m unbeschriinkt wachsen, so 


(^) Der Beweis dieses Satzes von SLurni liisst sich genau wie bei Rikmann- 
Weber, Part -Differ ential^l.^ t. II, p. 69 ftihren. 
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Differentialquotienten, bzvv. ziim direkten Eiiiselzeii der Losiini^- 
In die Grandgleicluing uud Randbedingung , iinsere Ansdrucke 
sicli niclit eigiieii werden. Diirch diesen Verzicht ivird aber ge- 
rade die Darsteliung der Lusung selbst ivesentUch vereinfacht. 

Bevor wir zur wirkliclien Bcrecliniiiig des iibergelien, isl es 
nijtig, uns von den allgemeiiieii Eigenscbafteu der Ldsung fp y) 
ein Bild zu mac hen. 


Allgemeine Eigenscbafteu der Losung. 

Sei {v{x, y) irgend eine FunkLion, die den Gleicliiingen (3), 
(5), (G) geniigt, iind A der durcb (lo) gegebene zugeln'irige Eigen- 
wert. Die SymmeLrie dieser Gleicliiingen und der Rander liissl 
oline welteres die Riclitigkeit folgender Siilze erkcnnen : 

lst(v(x, y) eine Ldsung, so ist auch n’ ( — x, -h y) cine zii deni- 
sclben A geliorige Ldsung. Falls also {v eineni einfaclien Ton enl- 
spriclit, sind diese zwei Ausdriicke bdchsLens durcli das Vorzeiclien 
Norschieden (welclics durcli die l^edingung (S) nichl, feslgelegl. 
ist), d. Ii. : 

E inf ache Tone entsprecken Funktionen^ die in bezug auf 
jede der beiden durcli den Mittelpiinkt des Quadrates gehenden 
za den Seiien parallelen Achsen enUveder gerade oder lin- 
ger ade sind. 

Mehrfache Tone konnen stets aas ebensolchen Fanktionen 
linear zusamrnengesetzt ^ver'den. 

Filhrt man ebenso die SubstiLulion ^ y = .d ; 

” r^) aus, so ist in bezug auf die neuen Variabelii die 

Form der Gleichungen ungeandert geblicbeu; {d (x\ y) muss 
ebenfalls eine Lusung sein, die zu demselben ). wie y) ge- 

hdrt, und sicli bei einfacheii Tdnen von y ) nur um das \ or- 

zcichen unterscheiden kaiin. 

E inf ache Tone entsprechen also enUveder in x und y syin- 
metrischen oder in x und y anlisyminelrischen Lbs tin gen : 
d. li. im ersteren Fall iindert sicli tp nicht bei Vertauscliuiig von 
X und y; im zweiten iindert es sein Vorzeiclien. 



Mehrfaclie Tone entsprecJien Suinnieii soldier Losiingen. 

Dies bediiigl, dass wir bei den Entwickelung-en nach den 
n,fi( x) u,i{y) nns darauf beschranken kdnneii, die diesen verschie- 
denen Symmetriebedingungeii geniigenden Ldsungen einzeln zii 
[)erilcksiclitigen. IsL n’ gerade in x und iny, so wei'den nnr gerade 
Uni(x)^ d. li. gerade ni^ n aiiftreten. 1st es aiisserdein 

sy mine tri sell, so wird — bn andern Falle = — A/^m- 

So iverdea ^vii' zu den anfaiigs besprochenen EnUvickelungen 
nach den^Aggregaten Uni{x')Un{y) it Uni^x') iim{y') gefiihrt. 

Uber den Verlauf der Knotenlinien lasst sich. folgendes fesL- 
stellen : 

1 . wenn sich zwei oder mehr Knotenlinien iin Innern schneiden, 
so bilden sle nicht noLwendig gleiclic Winkel untereinander, wie 
man nach Analogic der Schwingungen von Membranen erwarten 
koniite ; 

2 . ebensowenig stebt elne den Rand schneidendc Knotenlinie 
immer senkrecht auf ihm. 

Ziim Bevveis enlAvickle man in der Nahe des betrefienden Schnitt- 
punkles tv nach l^otenzen von x and Fiir den Fall zweier in 
x = o^ y = o sicli scimeidender Knotenlinien ist ausser tv = o 
aiich ()iv/()x = o, d{v I ()y = o i\\v .a? = o, y = o zii setzen ; also 
IV = -H bxy 4- cy- cd + ... Bei Membranen ist nun dl(‘ 
Gleiclumg Atv A- tv = o identisch zu erfiillen, worans fiir die 
Glieder niedrigster Ordnung folgt a 4- 6 o ; dies ist aber die 
Bedingimg, damit die zwei diircli ax'^ 2 bxy 4- cy'^ — o definier- 
ten Geraden sich rechtwinklig schneiden. Bei Platten dagegen 
bringl die Gleiclumg AAtv ~ /c- tv die Glieder Ordnung mil den 
Gliedern in — Ordnung in Znsammenhang ; insbesondere blei- 
ben die Glieder zweiter und dritter Ordnung ganz vvillkiirlich ; dit‘ 
Knotenlinien kdnnen sich unter beliebigen Winkeln schneiden. 
Wenn die Winkel, wenigstens bei Rechtecken, dennoch meist go*' 
betragen, so liegt dies in manchen Fallen an Symmetriegriinden, 
dfter aber auch daran, dass, wie schon hervorgehoben, im Innern 
eines ()uadrates fiir tv die angeniiherten Ausdriicke 

cos/o/t^K* cos k^y ± Goskiicc cosk,ny^ 
cos h'ni oc sin /*.>i X ± cos k,iX sin A'm j', usw. 

gelten, welcbe der Gleiclumg Atv 4- ( 4 - A; ) tv = 0 geniigen, 


iind somitdie Eigenschaften von Membranensclnvingimgen haben. 

Ain Rande ergebendie Bedingungen fiir die Glieder erster Ord- 
nung in iv gar iiichts, fiir die Glieder ax- H- 9.bxy -f- cv- die GIei~ 
chung a-f-u.c = o, aus der fiber den Winkel der Knotenlinie 
gegen den Rand nichts gescldossen vverden kann. 

Interessanter sind die Ergebnisse an einer Ecke. Hicr muss 
(d-{V;dxdy) = o sein. Ferrer ist 


(3;; 



f)- w d- iv 

‘ oy- ^ 1 

■ nebst den Ableitungen 

(38) 

<) 

(Kr 

1 1 

-!- ( *2 -i- u) — - 
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. dieses Ausdruckes nach r, 
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< 39 ) 



0- 0- w j 
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^ nebst den Ableitungen 

( 40 ) 

f) 
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~ ()- (r 

V<Jy- 



j dieses Ausdruckes nach x^ 

endllch 





(4.) 



w 

d^w 

d^ w 



dx'* dx- dy- 

*4“ — r— ~ ^ A (V 
dy* 


eliie Glelchimg, die beliebig oft nach x mid y differentiiert vverden 
darf. Wir legen die Koordinatenachsen in die zvvei sich in der 
Ecke sclineidendeii Seiten und suchen die Koeffizienten der Tav- 
lorschen Entvvickelimg 

(r = WQ-f- zij— , 

wo Um ein homogenes Polynom Grades in x und ist, zii be- 
stiinmen, Aus (S^) und (Sg) und d-ivjdxdy =. o folgt zunaclisl, 
dass identiscli versclivvindet, vvenn a ^ i ist, was wir annehinen. 
Ebenso ergeben (38) und (4^), nebst den Difierentialquotienten 
von ( 07) nach y, (89) nach x^ dass = o ist. Danacli welch t u' 
von dem linearen Ausdruck ii\~ a-y bx -f- cy nur in den 

Gliedern vierter Ordnung ab, was zuerst von Lamb [loc, cit.) be- 
merkt worden ist. A n den Ecken ivlrd die Platte nicht merkiicli 
defonniert. 

Fur die fiinf Koeffizienten der Glieder vierter Ordnung crgebcn 
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sich diircli Diflerentiatioii von (S'j i Lis ( {o \ fiir 



vier Gleichungen, aiis ( 4 1 ) eine fiinfte ; die Koeffizieiiien derselben 
sind also samtlicli Lestimmt und proportional a : 

ii^ = y* — b [ix- r- i, 

48 u — uj ‘ ' 

Ebenso sind die Glieder fiinfter Ordnung linear in c: diejenigen 
sechster und siebenter Ordnung verschwinden usvv. Fiir die Glie- 
der Ordnung ergeben sich durch m — 9. fache Differentiation 
von (3^) nach y, (dg) nach x] durch m — 3 fache von (38) nach 
y, (4o) nach x vier Gleichungen: die Bildung der m — 3 Diffe- 
rentialqiiolienten von ( fi ) vervollstiindigt die Zahl der m -r - 1 Glei- 
chungen, durch welche alie Koeffizienten von iim durch soiche von 
also schliesslich durch b. c und /. ausgedruckt werden 
konnen. 

Die Entwickelung von iv in einer Ecke hangt also niir ah von 
den vier Konstanten a, b. c, a. Da wir aber liber den weitereo 
Verlauf des Randes in einiger Entfernung und liber die daselbst zu 
erfiillenden Bedingungen hierbei nichts vorausgesetzt haben, so 
miisste die Entwickelung von tv eine unendliche Anzahl Eonstanlen 
enlhalten; der von diesen Konstanten abhangige Tell von iv isi 
an der S telle x = y = o nicht nach Potenzreihen entwickel- 
bar, die Losung ist in den Ecken nicht analytisch. Nur sehr 
ausnahmsvveise, z. B. in dein oben zitierten, von Lord Rayleigh 
bemerkten Spezialfall !jl~ o sind einige der Lbsungen analytisch, 
weil es dann gelingt, mil den drei zur Verfligung stehenden Kon- 
stanten den Bedingungen an den andern Randern zu geiiiigen. 

Es ist wahrscheinlich, dass iim die Ecken hertim die Lusimg 
mehrdeutig ist, so dass die analjtische Fortsetzung von iv{x, y ^ 
liber den einen Rand hinaus, urn die Ecke herum bis zum andern 
Rand und ins Innere, hier nicht die Ausgangswerle von iV ergibi. 

Fiir den Fall eingespannter Flatten ist ein entwickelbarer Be- 
standteil liberhaupt nicht \orhanden, wie man leicht findet. 


n 




Bereclinung der Koeffizienten. 


Es seien die fvoordinatenachsen durcli den Mittelpunkt 
(Quadrates parallel zu den Seilen gelegt and als Ldngeneia 
die halbe Ouadralseite gewahlt, so dass fiir 
Ausdriicke (24), (sSj gelten. 

Man hat nanmehr einen Ausdruck der Form 


^ 4-^ > 

in das Integral 



lindx) Un{r 


0 0 




ViA, 


A, L( <^-^0 ( <iy- ) 


d -w<f d- Ws 


dy- j ‘ ^ ' (jx- oyi 


einzutragen und die Koeffizienten von zu berech] 

Dies fiihrt zur Bereclinung der Grossen : 


( 14 ) 

(4Ai 


I m 

= ^\m = O 5 

^ ff> jP ^ ( i^tn am ).f=i . 

/4,-/4 


^mn — ^nm 


= y" Ki u'n = 

= ^/iO 

^-t-1 ^-+-1 

I u„i Uji dx == o (wi ^ /i j 5 / n dy = A*/;,. 

1 J_ 1 


Man erhiiit diese Formeln durch Beriicksichtigung der DifFeren 
gleichung fiir Um und Un und partielle Integration. Fiir m 
sind sie ungultig; hier ergibt sich 

coS“/r^/j ) cos“/r//i 

fur m gerade, (tooo = 0), 

I _ — sin2/:„, ) ^ sl)2 A,„ sin^ cotA/;^ 

^mm — TTT = — n “T* 2 AV/i — : — r-j 

si)' A'/h — sin^ A'm 5^'^ kni — sin^ km 

fiir m ungerade, (can = 0)7 




iiild 


__ c«»>-/;,,,;n- /*•.., tang/;. 

"^mni — ZuTT. Tl ^ rri T1 

fur m gerade, . a j, = . 

^ ^ ^ ^ ^ S 1 n “ X //; ) _ . ** 1 !1 * A' ;»? S h ■ /i .,r C 0 1 ii . 

^tn>n — TuTTI . ■ ., / — -^i : — ; 7 -j 

sij- A fii — >in- s!)- A'.,; — siu- /; ,.; 

fiir 7?2 ungerade, ^ . 


iieg'iiiigt man sich mil vier genauen Ziffern, so isl 


k;n-r- \ 


>. s/ sl 3 - A;;j — >in- A',., 

fi'ir in >• o. 


i I — o . *•> 1 - j i 


y/ cl)- k-i — COS- A 2 V :>. 

11 nd es foigt fiir >> 2, 2: 

, , . I . ^ _ 4 ^'/rt < A', /I — A'/j i 

( - 1 *^ ' ^hnn — -• TTj; 7^1 ■’ 

rn -*- ’I 

WO 7 = 0 , wenn m und n verschiedener Parltiit sind : = ( — i) - , 

/n ■■*- n 

weim m und n gerade: und = — ( — i i - , wenn m und n im- 
gerade sind. Es ist km— ^ setzen 

• 49 * ^nitn — — kjfi — k'm^ 

i 4 '’ k'm kfi k,\ k ,n * 

_ y 'Xffin — 777 777 ■* 

t )0) ' k*,^ — kti 

I y — 7-2 Q /* 

Mil einer Genauigkeit von mindestens 2 Proz. sind diese For- 
mein aucli fiir m und 11 gleicli 2 anwendbar, und es ist 

, " \ fur n gerade, 

1 ^on— Oj ^no— ‘^kn( — I)" '( = o fill' 71 oogerade, 


— ^no — U> 


cu, « = o, (0 


= 2 y/'ifArt — 1)(— i)“ I fur « ungerade, 

1=0 fur n gerade.* 

In ~ ^nl — V^l. ~ 


Der Roeffizient von A:„„ im Inte2;ral V wird nun 


i 5 l) AA/H” A'A ~t~ 2 (a)/j/ 2 - 4 - 2 (l |a) ^/nm'^nn, ^‘ 5 — ^mn ^s- 



Der Koeffizient \on 2 S^mn-^pq 

(5'i) m p^qri~^ ^ pm^ nq ) ~^ 2(l };^) ‘^nq^mp ^tnn 

und es sind die Gleichungen zu Idsen 


(53) 


o = { CL'q^’ — A5) Aoo-r- CtoV *‘^01 Aio-i-. • • “T- ^ Agg^ 

o = Aoo- 4 -(«bV'“ Aoi-r- Au)-^. . .4- 4 ? A,,, 


o = Aoo -H Aoi -4- «V'o' 




Zur Vereinfachung wird man die aus der Symmetrie der Losung 
slch ergebenden Beziehimgen zvvischen den A^nri sogleich einfiihren : 
bei einer in x und y geraden symmetriscben Losung kommen nur 
gerade Indizes in Betracht und es ist = Ajirn ; die Zahl der Un- 
bekannlen rediiziert sich so bei gegebenem s betrachtlich. Ahn- 
liches gilt fiir die andern Falle von Symmetrie. Nichtsdestoweniger 
ware eine Rechnung auf drei bis vier Stellen fiir eine grossere An- 
zahl von Eigenschwingungen undurchfiihrbar , wenn das Glei- 
chungssystem nach dieser Reduklion nicht die Eigenschaft haLte, 
dass die der Diagonalglieder erheblich grosser sind und mit 
m und n rascher wachsen als die ubrigen Infolgedessen lasst 

sich das System (53) mit einem geringen Aufwand an Rechnung 
durch sukzessive Approximationen leicht Idsen. Wir wollen dies 
fiir den Fall in x und y ungerader, aber symmetrischer Schwin- 
gungen zeigen, zu welchen der Grimdton der Platte gehdrt. Wir 
vvahlen fiir p den Wert u = 0,220 (vgl. unten), und entvvickeln 
bis zu den Gliedern in ^5, setzen also 5 — 3. Es sei abkiirzend 
Um{y) = gesetzl und 

W = AqUiPi^ Ai(WiP 3 -h ^12^3) -f- AsZ^sPs-H A 3 (Mit’ 5 -i- W5P1) 

-f- A4 ( ^3 t^5 -+- -h A5W5P5. 

Das System (53) wird hier 

0 = (13,95 — X) Ao — 32,08 Ai-h 1 8,60 A2H- 32,08 A3 — 37,2oA4-i- 18,60 As, 
0 = — 16,04 AoH- ( 4i 1 ,8 — X) A, — I20 ,oA 2 — i 33,6 A3 166,8 Ai-f- f4oA5, 
o = -h 18,60 Ao— 240,0 Ai -4- (1686 — X)A2 — 2 i8,oA3>— I 134 A 4 - 4 - SSoAs, 

0 =-4- 16,04 Ao — i 33,6 Ai -t- 109,0 A2-4- (2945 — \) A ^— 4^4 A4-4- 179A5, 
0= — i8,6Ao4-i66,8Ai — 067 A2 — 4^4 A3 -i- ( 63 o 3 — X) A4-- 1487 Ag, 

0 ~ 18.6 Aq -f- 280 A j — 33 o A2 4 “ o 58 A3 — 2874 A 4 —1— ( 1 3 67 4 — X ) A5 . 



W^iirde sich das System wirklich auf seine Diagonalglieder be- 


scliriinken, so ware die kleinste Wurzei /, = i3,Q5, die iiijciislf* 
i I i , 8 usw. : fiir die erste bleibt Ao wiUkurlicIi, die aodern Ai sind 
Null ; fiir die zweite gilt dies fur A, usw. Da es auf dea konstanten 
Faktor nicht ankommt, setzen wir, um den Gnindton zii erhallen, 
Aq =: I j und in erster Anniiherung Ao= 13,90 . Dann ergeben die 
fiinf letzten Gieichungen die iibrigen A/. IVesenilich ist nun, 
dass diese A/ gegen i klein sind, so dass sie nnr mil geringerer 
Oenauigkeit berechnet zu werden brauchen. Besclininkt man sick 
auf vier Stellen beini Schlussresultar, so sind samtliche Operct- 
tionen^ auch schon die Berechnung der und und Hirer 
in den auf tretender Produkte, mil dem Rechenschiebei- 

€xusfuhrbaj\ wodurch bei dem Cbarakter dieser Operationen die 
Rechnung sich sehr einfach und sicher gestaltet. Direkt mit vier 
Stellen zu berechnen sind bloss die in den '^mn und den 
auftretenden Potenzen der A 7 . 

AVir berechnen fiir die A/ cine erste Approximation, indem wir 
alle Glieder rechts vernachlassigen neben den Diagonalgiiedern, 
es wird also 

A _ 4 __ — _ 

^ 41*3^ — 1^395’ 1686 — 13,95’ ^ 

Diese A/ sind ersichtlich samtlich klein. Aus derersten Gleichung 
folgl eine kleine Korrektion fiir A: 

oX = — 32,08 Ai 4 - 18,60 xAj-t- 32 , 08 A3 — 37 , 2 oAi- 4 - 18,60 Ag. 

Diese Werte der A/ und a -|- oA setzen wir in ( 54) ein ; das Ergeb- 
nis wird in den einzelnen Gleichungen nicht Null sein, aber doch 
eine kleine Zahl. Die Korrektionen der A/, die dadurch notig 
werden, berechne man wdeder unter alleiniger Beriicksichliguog 
der Diagonalglieder; eine oder zwei sukzessive Korrektionen ge- 
nugen meist, um die vierte Stelle bis auf wenige Einheiten fest- 
zustellen. 

Hat man eine erste Approximation schon berechnet, unter Be- 
riicksichtigung einer kleineren Anzahl Glieder der Entwickelung, 
so wird man sie bei der Berechnung der erw eiterten Formel vorteil- 
haft benutzen konnen. Im vorliegenden Falie ist es z. B. zweck- 
massig, zuerst das System 

„ ( (13,95 — X)Ao — 32 ,o 8 Ai=o 

\ — 16, 04 Ai -{-(41133 — X)Ai = o 


t 


zu losen, welches dem Ansatz 

CP = Ao Pi -4- Ai ( P 3 -f- Pi Uz ) 


entspricht; diese Werte Iragt man in das vollstandigere System 
(54)^ und berechnet nun die Korrektionen oAq, oAi undAo-.-Ar, 
in der angegebenen Weise (*). 

Die Korrektion, die A erfahrt, ist stets negatw^ weil a das Mini- 
mum des oben besprochenen Integrals ist, welches bei der Anwen- 
dung von mehr Konstanten notwendig abnehmen muss. 

Nimmt man Ai = 1 , A = 4i ^ und berechnet ebenso die Kor- 
rektionen, so erhalt man den nachslen Oberton, der dieselbe Sjm- 
metrie besitzt. Wieder ist die Korrektion von 1 negativ ; dies tritt 
jedoch erst ein fiir das System (od)? nicht schon fiir die erste Ap- 
proximation (55). Der Grund liegt darin, dass das neiie a einem 
Minimiimwert des Integrals nur entspricht, wenn die Bedingung 


II 


wq w dx dy = o 


(cPo= Grundton) 


hinzugefiigt wird, welcher durch den Ansatz (55) nur roh genilgt 
wird, wahrend (54) sie innerhalb der Genauigkeit der Rechnung 
erfiillt. In dieser Bedingung liegt auch, wenn mehrere Ober- 
schwingungen mittels (54) berechnet worden sind, eine einfache 
Kontrolle der Rechnung. Denn ist w — Ao w, -|- ... die eine der- 
selben, A^ p -1- . . . irgend eine andere, so ist 

^ J ww' dx dy — Aq AJ, -h 2 Ai k.\ -h Ao A2 - 4 - A3 A3 -4- 2 A^ A^ -h A5 A^, 

und dieser Ausdruck muss einen Betrag haben, der zu vernachlas- 
sigen ist. 

Der Unistand, dass die Diagonalglieder grosser sind und raschcr 
wachsen als die iibrigen, gilt auch fiir hohere Approximationen, 
und folgt daraus, dass die n)^ die in die andern 


(^) Die erste Annaiierung gibt, wenn Ao=:i ist: 

Ai = o^o 4 o 3 ; — 0, oo 53 ; A3=— o,oo 36 ; A^ = -i- o, 0019 ; — 0,0022. 

Exakt ist : 

Aj=Ojo 394 ; — o^oo 4 o; A3= — o,oo 3 /|; = -4- 0,001 1 ; Ar,= — 0,0019; 


und A = 12,43 statt 13,90. 
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Gliecler eingelien, nach (-|8 ;k I'.jcj) unci i 5o weseiillieli Liri^«aiiit;r 
wacliscii als die ^mm und y-an-' /«■* clcr lJiau«j!iait^iica'jf?r. I'l'^r 

lioliere Oberirme, die kompiiziertcn Fuiiktionen eril,sprrrlu:'ii, i-i 
nalilrlicli die Entwickelun-' vveaiger rasch koii\er;:-eiit: iiuisierliiii 
bleibt aiich liier der Fehler. der hei Bescliriinkuiii: aiif da 
glied <',««« entstehl, voii der Ortliiunj; und dies ix-diii”!. 

wegen des raschen Osziliierens der u. i- fiir eri'issere w, fiir di. 
Kla ni^figureii nur Fehler von eUva i Pi-oz. : fiir die). \oii a-io iVoz. 

Die Agi,wgale die iinearen Funklionen \on 

^ und r entsprechen, ergeben a =z o : dies isr sellislverslandlieli, 
da die Platte eben bieibt. Aus dein Ausdnick von .1 versehuiralen 
sie und kihirien daher bei alien liecdiniinueii weggelasseii uer*leii. 
jBei Entivickelungen nach den Eiiietifunktionen iVs der Piaiie 
aber mdssen sie beibehalten werdetu ebenso wie Hq und //| /V//* 
de/i Slab, 

I m folgenden sind die hbheren Approxiiaationeri fiir dieieiiigen 
Tone angegeben, die in erster Aiinaiieriing dco Forisielii 

UfH Cfi ZH. V ffi ll;i 

eatsprechen, iiiit m<C .\. /2 <C 4 ? die Giieder Ids zii 

m = n = 5 beibehalten, worn it die dritte Stelle bis aiif i-a Einh. 
sicliergesteilt ist. Dies bedingl fiir die Klangfiguren eine noeh ge- 
riii^ere Unsicheriieit, die ganz innerhalb der Beobachtungsfehler 

liegt. 

Deni Aggregat Um^'n-r- emiin enlspricht stets ein etwas gribsc res 
A, also ein hdherer Ton, als deni Aggregat UmCn — uenii 
ni und n lieide gerade oder nngerade sind. In deni aiidern Falle 
iiegt ein Doppelton \ or, und es sind die Schwingungen %v ~ 
cr = i-mifn auch einzein nn’iglich, ferner jede lineare Verbindnng 
der Form A iifn i^n -i- B , 

Ziir Berechnung der/i7<r^Ag>yZ^>7/r6VA d. ii. derLinien, in welcheo 
CA' verschvvindet, wird man zweckiniissig die beobachteten W erte 
als erste Approximation benutzen (’*). Bei der Bereelinimg der 


( Tabcllen fiir u., u, i;ibt Lord Rayleigh, Sound. § ITS; fur vier Siebfii 
die zweilen Dilferenzen bei der Interpolation zn Lerucksiciitieen . Zur «iirt:kien 
Berechnung auch der z/-, ... beiiutzt man mit Vorteil tlie Tafeln der Funk- 

tionen cos und sin (Kreis- und H yperbelfunktionen ) von Dr. Carl Burhau, Berlin, 
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Rorrektionen, die sLets sehr klein sind, genilgt die Beriicksichti- 
gung des Hauptgliedes der Forniel. Von m und /i = 4 bis m 
und n = ^j sind die Rlangfiguren auf Grand der vereinfachten For- 
mel Uni^n'^ Un^m berechnet, da bier genaue Beobachtungen nicht 
vorliegen und auch schwer moglicli sind. 

Die Tonhohen. 

Aus einem bekannten a ergibt sich nach (4) die Anzahl Schwin- 
gungen pro Sekunde 

(56) 

Genaue Beobachtungen iiber die ahsoLateii Tonhohen unter ge- 
nauer Angabe der Elastizitatskonstanten, des Verhaltnisses 2 A der 
Dicke zur halben Seite der Platte and der Dichte p des betreffenden 
Materials sind mir nicht bekannt. Die relative ti Tonhohen der 
verschiedenen Obertdne gegen denGrundton, wenn fiirdiesender 
Ton G gesetzt vvird, hat Chladni (^) angegeben. Es ist die gleich- 
massig temperierte Skala vorausgesetzt ; ein 4- l)edeutet, dass der 
wahrgenommene Ton etwas holier w-ar, ein — dass er defer war. 
Leider ist von Chladni nicht angegeben, ob er Metall oder Glas 
benuLzt habe, wodurch der Wert von tji erheblich unsicher wird; 
vielleicht hat er Flatten aus beiderlei Material in einzelnen Fallen 
gebraucht, im allgemeinen jedoch zeigt die Dbereinstimmung mit 
unserer fiir Glas ausgefiihrten Rechnung, dass er Glasplatten be- 
nutzthat, Durch den TJbergang zu Metall wird die Tonhohe leicht 
um eine Sekunde verandert, wie dies beim Kreis schon dieBerech- 
nungen von Kirchhoff gezeigt haben. 

Die Tonhohen, die auf Grund exakterer Formeln (unter Be- 
riicksichtigung hoherer Approximationen) berechnet sind, stimmen 
genau mit Chladnis Angaben iiberein. Es sind dies die Haupl- 
schwingungen, in der Tabelle mit * bezeichnet. Die iibrigen, nach 
dem einfachen Ansatz w = VmUn berechneten, sind teil- 

weise um \ Ton zu hoch. Dies wird uns nicht wundern, da ja die 
entsprechenden A, wie oben bemerkt, stetszu gross sind, undzwar 


1/ 


EX 




(4 E.-F.-F. Chladni, Akustik, Leipzig, 1802 , p. i38. 
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sind sie bei den Hauptscli\ving-un;^‘en, wie sich hat, meisi 

uni 5-10 Proz, zu ^ross, was einem viertel Lis t-dneni Lalljen Tone 
entspriclit. So ist a aus dem Ansatz ^deicli i.i, - J : Lei ^^enaiier 
Bereclmimg' dagegen iS4,43 ^A'gl. oben ). Wiirdemaii die hriheren / 
auf denGrundton bezieiien, wie er in erster Ap|)roximarioii gegebeii 
istj so wiirden die Tr>ne iiiii ~ Ton zu erniedrigen sein, iind die 
Ubereinslimmung ware so gut wie sie uiierbaupl, liei der obeii 
erwiilmten Unsicherheit, erwartet werdeii kanii. 

In der folgenden Tabelle sind die Schwingungen naeli ibreii 
Tonhulien geordnet, und jedesmal die charakteristischen Haupl- 
glieder Um^'n^^mUn angegeben, nebst den zugelnirigen A. Das 
Zeicben di: deutet einen Doppelton an. 

Tabelle der Tonhoben } g = o. > > j <. 


HAUPTGLIEDHR 


BER. 

BEOB. 

HAUPTGLIEDERi A 

BER. 

BEOB. 


1243 

G* 

G 

uy.±z uy\ 

02^0 

g:^. -b 


«i) "2 

26,40 

d* 

d 

M3 tv bz M., r 

3 r ,27 

M.,— 

gis.g- 


35,73 

e* 

e 

M4 t' ; 

54^0 

ais , -4- 

ais.^ 

?/j V., ±: u., v^ 

•So, 8 

Ii* 

h 

"0 ““ 

’')'}{ )0 

c. — 

~{v) 


237,1 

gis* -4- 

gis,~^ 


:> 5 -o 

c, — 

MJSj — 

«l^’l 

266,0 

MiSj* — 

ais* — 


.)6 jO 

— 

-CG 


3 1 6 , 1 

h* 

hx 

Mjt’gbz t’lMg 

60 36 

Cj -r- 

Cj — 


378 

cis^* 

CIS. 

M3 <^3 -f- M3 t’3 

63 o 3 


Ci — 

It., zb J/ , <^2 

746 

fis.,* -4- 

fiL_ 

M., t’^ — Mj; V. 

7610 

d.-r~ 

Tf A - 4 - 


886 

gis»_ 

gih 

^^2 b“ Mg P, 

7S40 

dis^ — 

d,~ 


94 ^ 

gis^-i- 


M.t’^zb l^jt’3 

oo 3 o 


dis.. 

Wj y. zb w. 

I i 3 r 

ais.^ 

ais .; — 

i/gt’3ZbM3 Cg 

to 38 o i 

f. 


U> V. 

1 554 

C3-4- 

C3 


1.3670 


/'■'■. — 


1702 

^3 — 

CtSs 

Mg^;— Mjtg 

i 3 S 4 o 

£T, -f- 

g.~ 

«2 ^’4 •+■ ^-^4 ^’2 

2020 

dis^ 

^3 

Uy\-^ Mg’g 

iSi'.'O 

g/5, -r- 

Oi'^ 

Mo tv zb t’o M5 

2000 

/ 3 - 

A- 

Mgt\-,zb fAt'g 

20 400 

" /a 

ais^ — 

Mj P., — M3 

Mj P3 -h t’l M3 

2713 

2945 

/«3 
/«3 + 

/«3 — 

f‘h ( ' ) 

"6 

287 p> 


-(4 


Dabei ist, um daran zu erinnern, Um = i'/i= ^Oi(j') 

selzt. 


( M Van rJilarlni von dem vorifrftn Ton niclit "etrenot. 



Die Ubereinstimmung der mit * bezeiclineten Schwingimgen 
mit Chladnis Beobachtung ist eine vollkommene, wahrend nach 
KirchhofFs Rechnungen fiir den Kreis Abweichungen sicli zeigen^ 
die fiir u = (Poisson) kleiiier sind als fiir a — j erlheim). 
Dies zeigt, dass Chladni aucli bier mit Glasscheiben operierl hat, 
iind dass fiir Glas a jedenfalls kleiner als y ist, iind von dem hier 
benulzten Wert 0,220 nur wenig abvveicht. 

Benutzt man fiir eine Schwingiing den angenaherten Ausdruck 
Uniix') Un (y) :±: Uni{y')^ soberechnet sich, wie schon 

hervorgehoben, das zugehdrige angenalierte a aus der Formel 

' _ Z 

a ’ 

wo das fiir w — w,nn gebiidete Integral (7) ist, wahrend 



dx dy. 


Setzt man hierin die fiir Um (p. 281) gegebenen Aiisdriicke ein, so 
wird 


( 57 ) A = k),, -f- k), -f- f^( 2 ±: dz co 2 ,,, ) 

2(r — 

( 58 ) X = ‘2 k)n -f- 2 iJLw -f- 2 ( I — [2 ) fa r in ^ n. 


Bei m~n kommt das untere Vorzeiclien natiirlich nicht in Be- 
tracht ; bei den Doppeltonen verschwinden in A die Glieder mil 
den doppelten Vorzeichen, so dass beide Vorzeichen dasselbe a 
ergeben. 

Nach den Gleiclmngen ( 48 ) bis (do a) sind die (x>mm: zwei- 

len Grades in den Av; die und fiir n dagegen ersLen 
Grades. Zur Aufslellung einer angenaherten Formel fiir A be- 
schranken wir uns auf die Glieder vierten und dritten Grades ; 
dann kiinnen wir die dz Glieder in A gegen die iibrigen vernach- 
lassigen (wodurch je zwei benachbarte Tone in einem vereinigt 
werden). Fiir die co/,2/,2, y^mm benutzen wir die Aiisdriicke (49)? 
( 5 o), ( 5 oa), dann ergibt sich angenahert 


( 59 ) X — ■ ( J k- )■- -h 2 p. A -2 H- ( 6 — 8 ) k,n kn ( k^n - 4 - kn ) , 


wohei 
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ist; fiir m = o unci m = i ist dagegen A\j= = o zii selzeii, 

Isl == o, so schwingt <jie Fliiclie angeniilierl wie ein Siaii. iiiid 
es stiniinen, wie bei einem solclien, die Tonhrdien. mil den tJua- 
draten derungeraden Zafden angeniilierl iiherein, wie scdion Cldadni 
bemerkte. Fiir n =z i ergibt sicli dasselbe llesultat: iiaeli der 
Forniel ( 07) sind die entspreclienden Tiine aber in Wirkiiclikeit 
eiwas verscbieden, die Abweicluing ist bei den Griinciirnien relaliv 
am bedeutendsten, Sind endlicb m uud n geniigend gross, so er- 
gibt sich das asymplotlsche Gesetz der L 

{ Go ) A = ( m* -H 2 ( I — *2 ! m2 I ( 1: I . 

,2 / 

Die Scliwingungszahlen sind der \\ iirzel aus a proportional. 

Die systematischen Fehler bei der Beobacbtimg Cbladnisciier 

Klangfiguren. 

Fiir elne Anzahl von Klangfiguren hat Strehlke ) sehr genaue 
Messungen an verschiedenen sorgfaltig gearbeiteten quadratischen 
uiid kreisfurmigen Flatten aus Spiegelglas angeslellt. Insbesondere 
hat er drei quadra tische Flatten benutzl, deren Dicke etwa “ 
und ~ der Seite war. Die Beobachlungen stimmen fiir die drei 
Flatten innerhalb 0,00 1 der Seilenliinge, manchmal nocli genaiier. 
Diese Genauigkeit ervveist sich jedoch fiir den Vergleich mit der 
Theorie als illusorisch und ist durch dent msland enndglicht. class 
Strehlke die Unterstiitzimg und die Erregung diircli den Violin- 
bogen fiir eine bestimmte Klangfigur bei alien \"ersuclien genaii 
an dieselben Steiien veriegte. Welcher Art nun bei diesen \ er- 
suchen die vvichtigste sjstematische Fehlerqiieiie isl, ergibt die 
Diskiission der Messungsergebnisse in folgender Weise : 

In einer Klangfigur (vgl. unten Fig. 211. in welcher, der Sym- 
metrie nach, die beiden Diagonalen Rnotenlinien sein solllen, fin- 


det Strehlke an deren Stelle zwei lijperbelartige Kurven, deren 
Sclieitel im Abstand von 0,087 (die Quadratseite als Einheit ge- 
setzt) lagen. Auch Chladni gibt an, dass er dies Verbal ten unter 
Urns tan den beobachtet babe, Theoretiscb ist dies ausgescblossen; 
denn durcb eine Drehung um 90® entstebt bei solcher Dissymme- 
trie eine neue Figur, die derselben Tonbohe entsprechen muss; 
es lage also ein Doppelton vor und eine unendlicbe Anzabl von 
Figuren miisste mdglicb sein ; dies vviderspricht der Erfabrung, 
die zweite Figur muss also mil der ersten identiscb sein, die Dia- 
gonalen sind Knotenlinien, Wie kommt diese Abweicbung zu- 
stande ? 

Es ist klar, dass zur tjberwindung der Reibung die Scbwin- 
gungsamplitude ein gewisses, von der BeschafTenheit der Oberflacbe 
und des Sandes abhangiges Minimum dz s uberschreiten muss ; 
iinterhalb desselben bleibt der Sand unbeweglicb. Wo sich die 
zwei Durcbmesser schneiden, ist aber ausser w = o aucb 

div dw 

dx ^ <^y ' 

Bezogen auf die Durcbmesser als Acbsen ist der Ausdruck fiir die 
Amplitude y) in erster Annaberung 

w — k.xy (A = const.), 

und der Sand bleibt in indifFerentem Gleicbgewdcbt innerhalb 
eines Gebietes, welches von den zwei Hyperbeln 

zh £ = Kxy 

begrenzL wird. Ob der Sand sich bier gleichmassig verteilt oder 
gegen die einen oder andern Rander des Gebietes gedrangt wird 
(beide Falle sind beobachtet), hangt von der Stelle ab, wo der 
Bogen angelegt wird, von welcher aus, neben dem betrachteten 
Ton, auch Nebentone von verschiedener, zum Teil betrachtlicher 
Hohe sich als Wellen ausbreiten und eine Bewegung des Sandes 
bewirken konnen. Theoretiscb ist der Vorgang nicht zu iibersehen 
wegen der Reflexionen an den Seiten des Quadrates. Bei dem be- 
sprochenen Versucli von Strehlke ist der Sand an die Rander des 
Gebietes getrieben worden, w^omit die betrachtliche Abweicbung 
von der Theorie sich erklart. Allein dieselbe Ursache ist auch in 
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der ganzen Ausdehnung der K.lang{igureri wirksarn. uenn auch 
hier der Anstieg von der Amplitude Null zu — s rasciier erfolixl. 
der mogliche Felder also kleiner wird. Aber mehrere TausendsSel 
der Seitenlange betragt er unler alien Umsdiuden, so dass die 
Ubereinstiminung der Versuche Streblkes auf weni--er als — ^ 

1 ti j 

der Seite untereinander, und ihre Al>\veicliiin^ urn melirere Taii- 
sendstel, ja um beinafie (in einzeinen Fallen) von der Tiieorie 
nichts besagt. 

Hierher gebdrt aach die von Strehlke und scfion son Chbdni 
gemachte Beobachtung, dass bei einer Kreisscheibe. weim drei 
oder mehr konzentrische Kreise die Klangfigur bilden, der innerste 
Kreis entweder dilTus bleibt, oder eine Ellipse bildet. walireiid die 
andern Kreise keine messbare Abweicliung von der Svmmetrie 
zeigen. Strehlke ^ ^ ) erblickt den Grund in einer imgeiiiigenden 
Homogenitat der Platte ; doch ist kaiim begreifliclu Avarom diese 
Lrsache stets nur den innersten Kreis beeinilussen sollte, und 
warum die Kreise manchmal einfach dilFiis bleiben. Dies foigt 
aber ohne weiteres ans dem Umstand. dass die Amplitude bei drei 
Kreisen gering ist und vom Rand gegen die Mitte zii im Mittel 
abnimmt ; daraus foigt um den innersten Kreis eine besonders 
grosse Zone indifferenten Gleichgewichtes fiir den Sand. \\ ird 
nun die Amplitude sehr erbdht, etwa indem man zuin Bestreicdien 
der Platte mit dem Bogen ein in die Mine eingebohrtes kreis- 
fdrmiges Loch benutzt (Strehlke), so werden die Sandkurner zum 
Teil an den Rand des Bereiches getrieben, es entsteht eine ellip- 
tische Figur, deren Achsenrichtungen von der Streichrichtung 
abhangen. Bei Strehlke war die eine Achse um o,oo 3 zu gross, 
die andere um o,oo 3 zu klein (Durchmesser der Platte = i ); eine 
Grbssenordnung, wie sie a priori zu erwarten war. 

Den Wert von p. fiir seine Platten hat Strehlke nicht angegeben. 
wodurch der Vergleicii mil der Theorie ebenfalls etwas (wenn 
auch nur wenig) unsicher wird, Fiir Glas haben verscliiedene 
Beobachter Werte zwischen 0,210 (Voigt) und 0,207 ( Canton * 

Den Einfluss der Streichrichtung auf die Knotenlinien hat aucli 
Zeissig (-) direkt beobachtet. 


(^) F. Strehlke, Pogg. Ann., t. XCV, iB55, p. SpL 

(■^) J. Zeissig, Inaug ,~Diss.; Wied. Ann,, t. LX1\, 1B98, p. 36 o. 
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erhalten; ich liabe das Mittel u. = 0,220 gewahlt, welches jeden- 
falls nur um ~ fehlerliaft sein wird; auf die Knotenlinien ist dies 
ohne merklichen Einlluss; bei den Haupttunen, die in hoherer 
Approximation berechnet werden, ist die Korrektion fiir 

tj. =r O, 225 -H 0 fJL 

gegeben; genaue Beobachtung der Verhaltnisse der Schwingungs- 
zahlen kuiinen in der Tat dazu dienen, [jl zu bestimmen. 

Der Einfluss der endlichen Dicke h der Platte diirfte wohl 
erst in den Gliedern zweiter Ordnimg in Betracht kommen. Da 
Dicke/Seite der Platte bei Strehlke = ~ bis “ war, gibt dies Feh- 
ler von der Ordnung o, 0002 bis 0,0006 (Seite = i), die nicht in 
Betracht kommen. 

Durch die Art der Unlerstiitzung, vor allem aber durch das Be- 
streichen des Plaltenrandes mit dem Bogen, wird, wie Lord Ray- 
leigh (/oc. cit,) hervorhebt, die Bewegung zu einer nicht ganz 
freien, was so wohl auf die Lage der Knotenlinien wie auch auf die 
Tonhohe von Einfluss sein kann. Endlich sind diese Bewegungen 
stark gedampft, vor allem durch die Fortleitung des Schalles durch 
die Luft, zum Teil auch durch innere Reibung : auch hierin liegt 
eine Abweichung vom theoretischen Ansatz, die aber wohl in ent- 
gegengesetztem Sinne wirkt wie der Einfluss des angelegten Bogens, 
so dass sich beide Fehlerquellen zum Teil kompensieren diirften. 


Die Klangfiguren quadratischer Flatten mit freien Randern. 

Im folgenden sind die Formeln fiir die Eigenschwingungen, die 
sich auf Grund der mitgeteilten Methode ergeben, zusammen- 
gestellt und mit den Beobachtimgen von Strehlke verglichen (^ ). 
Bei den hdheren Eigenschwingungen, wo keine genauen Messungen 
vorliegen, sind die angenaherten Formeln (I) p. 267 zugrunde 
gelegt; der Fehler (1-2 Proz.) ist bei dem Maasstab der Figuren 
bedeutungslos, und bei den mannigfachen Schwierigkeiten und 
Fehlerquellen der experimentellen Herstellung der Figuren diirften 


(^) Die Ausdriicke fiir w sind auf drei Stellen genau, dock wird die vierle 
Stelle gefiihrt, um eine Anhaufung von Fehlern zu vermeiden, die die dritte Stelle 
stark beeinflussen konnten. 



die flier i^egebeneii die W ulii der L nter^iiiizuriu'spurikle uml somil, 
die experinientelie Dars lei iu 11^4- wesenliicli erleichieni. 

Die im folg^enden rnitgeteilten .{6 Klaogligureii erseliupfeii uri- 
gefahr das, was ohne allzugrosse Scliwierigkeil experimeotell er- 
reiclit werden kann ; sie sind von Chiadni in seiner Akiistik zuoi 
grdsslen Teil gegeben worden, jedoch sind die Zeicliiiiiiigen meist 
nur ziemiicli rob, wie sclion der \ eri^leich mil Strelilke zei^t, imd 
es sind Tone als doppelt und ineinander transformierbar bezeicii- 
net, die es nur durch die Methode der Hersteilung i;e\vorden sind: 
demenlsprechend sind diese Figuren stark verzerrt. 

Fiir die Doppeltune waren an und fiir sicb unendlich viele Figu- 
ren mrjglich. Den Ausdriicken u,n(x)Ufi(y)^ani-i''nim*:y) ent- 
spreclien hier zwei Figuren, die auseinander dorch Drehung urn 
90’ entsleiien; den einzelnen Sclivvingungen Univ) Liiiien, 

die angenaiiert parallel zu den Seiten verlaufeii, und deren Lage 
den \\ urzeln von Ufn(x) = o bzw. Uniy ) = o entspricht; sie sclmei- 
denalso jede Parallele zur:r-Aclise (bzw. zur v-Achse ) in Punkten, 
die genaii so liegen wie die n t bzw. m ) Knotenpunkle der 
(bzw. Schwingung eines Stakes von gleicher Lange niil freieii 
Enden. Fiir jeden Doppelton wird eine Figur^ die 

Um{x)Un{y) — Um^Y) = O 

entspricht, und eine solche, die ) Unir) = o entspricht, ge- 

gehen. Wie man die Schar derunsjmmetrischen, der allgemeinen 
Formal 

XUnt{x) Uniy)-^ BUnix)Uni( y) = O 

entsprechenden Figuren ihrem ungefahren Veriauf nach daraus 
herstellen kann, ist oft fiir den Fall von Membranen iisw. beschrie- 
ben worden ; da fiir jeden Ton diese Figuren sanitlicii durch gewisse 
feste Punkte, die Pole der Figur geben miissen, wird ibre Kon- 
struktion dadurcb auch erleichtert. Diese Pole sind |.in ersier 
Annaiierung) die Nullstellen der Gleicbungssjsteme = 

f^m{y) = o und iin(x) = o, Un{y) =■ o. Hire Lagen sind also aucb 
mit deiien der Knotenpunkte freier Stabe identiscli. 

Die Figuren sind zunacbst nacb den Sjmmetrien der Schwingung 
geordnet; innerhalb jeder Abteiiung nacb der Tonbulie. Es sind 
angegeben die Formal fur«’, der Wert von A fiir 0,226 ^Glas) 
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und die Korrektion dieses TV ertes fiir jjl = o, 226 + (wo 3 |jl 
klein ist) ; letztere ailerdlngs nur bei den genau berechneten a, 
w'o sie aliein einen Sinn hat. 

Aus dem schon besprochenen Sturm-Liouvilleschen Salz, dass 
ein Ausdruck der Form A Bzx,2(x), wo ist, hochstens 

m und mindestens n Wurzeln hat^ folgt, dass eine Parallele zu 
einer Seite des Quadrats die durch 

Um(x)Utt(y)±U,n{y)Un(^) = O 

gegebene Figiir in hochstens m und mindestens n Punkten 
schneidet. Die Korrektionen, die die hdhere Appro^simation ein- 
fiihrt, sind zu klein, um hieran etwas zu iindern. 

Ist (Vorzeichen H-) die Diagonale x=y keine Knotenlinie, so 
wird sie von Knotenlinien (und zwar senkreclit) geschnitten in 
den Punkten, deren Koordinaten:r=y die Wurzeln von Um(^x)z=o 
und U/i(x) = 0 sind, also in /^ -H m Punkten. deren Abszisseri und 
Ordinaten wieder den Rnotenpunkten schwingender Stabe ent- 
sprechen. Auf scheinbare Ausnahmen, die durch nahe Koinzidenz 
zweier Wurzeln enlstehen, wird unten hingewiesen. 

Ist das Vorzeiclien — genommen, so gehdrt stels die Diagonale 
X = y zur Klangfigur. Sind dann n und m beide gerade oder un- 
gerade, so gilt gleiches von der zweiten Diagonale. Wenn nicht, 
so liegt ein Doppelton vor, der sich somit durch seine geringere 
Symmetric kennzeichnet. 

Sind m und n ungerade, so gehuren die beiden Koordinaten- 
achsen (Seitenhalbierenden) zur Figur. Diese Satze liessen sich 
leicht vermehren; sie gestatten es^ zu einer gegebenen Klang- 
Jigur die zugehorigen Indizes m, n zu Jinden, 

Es ist im folgenden wieder abkiirzend Um = Umix)^ = 
gesetzt, w'o die Uii{x) die durch (24), (^ 5 ) p. 38 1 gegebenen Funk- 
tionen sind ; die x-Achse ist nach rechts gelegt, diey-Achse nach 
oben, durch den Mittelpunkt des Quadrats parallel den Seiten. 
Ldngeneinheit ist die halbe Seitenldnge. Wegen der Symme- 
trien hat man beim Vergleich mit der Erfahrung nur positive x 
und jK zu beriicksichtigen. 



A. Losiingen, die in x and y it ni^'erade and syminei riseh sind. 


I . Gr iindto n . a = i > , j > — i h! , o o ;jl . 

W = Ui Vi -r- 0.o‘>9 4 J It, 1*3 C'l i 

O . 0040 llz t'a o . Oo 34 I U I T;; -r- ll:, i' 1 t 

-f- o.oor I i //r,t'3 • — <»,<>oi9 f/- r„. 



Fig. j. 

II. X 378 — 37 G 
tl’ = — 0.075 Ui i'l 

O , 1 7 ^ ^ Aj ^'3 
— 0,01 5 i //at 

Es ist 

Kbeob. : o, 53 o 0,578 o, 63 o 0.690 o.75‘> 0.819 0,893 

^ beob. : 0,9375 0.8750 0,812.-, 0,7500 0.6875 o,625o 0,562- 

JT her. — vT beob. : — o,oo 3 — o,oo.> 0,000 — o.ooi — 0,0005 0.000 o.ooo 

Nach der Formel Ui i'a-f-WaF^ = o ergeben sich die Koordinaten 
der Punkte, in denen diese Kurven die Diagonalen schneiden, zn 
= 0^-36 ( beob. 719 .1; die der Randpunkte der Kurven : 

= r = o ,533 ( beob. 0,487;. Da die Seite gleicii 2 ist, wiirde 
die angenaherte Formel fiir die Kurve Fehler von 0,8 bis 2^ 2 Proz. 
der Seite geben, was im Mass tab der Zeichnung schon kaum zu 
bemerken ware, geschweige die nach der genauen Formel erhai- 
tenen Fehler. 

III. A= 1554. 

w = 0,009 Ui f 1 — 

-F U 3 V 3 — 0,0 

-f- O , I 2 I ( //a t’5 

Messungen fehlen 

R. 
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G. Losung-en, die in x and y gerade und symmetrhcli sind. 

Die Klangfiguren dieser und der folgenden Abteilung ersclieinen 
oesonders ieicht und es kdnnen besonders \iele Oberbrne zur ex- 
perimentellen Darstellung gebraclit werden. 

I. X = 35, jS -r- 20,8 OfJL. 

iv — Uo Vo — Uo v<, — o , 02.38 Wo t-o 
-H O , O I 3o ( Wo t’i -4- t'o ) 

-T” 0 , 0026 ( Wo -r- Po W4 ) 

-f- 0,0016 W4 (^’4. 


.r beob. : 0,000 0,100 0,200 o, 3 oo 0,400 o, 5 oo 

1' beob. : 0,840 0,829 0,796 0,744 0,676 0,689 

her. — K beob. : 4-0, oo 3 — o,oo 3 -ho,oo 3 — o,oo 3 -4-0. oo 3 -4-0,004 

Die Abvveichung ist ofFenbar einem der besprocheiien, sjstema- 
tischen Versuchsfehler zuzuschreiben. Die erste Annaherung 
Wo ^’2 -h ^^2 ergibt fiir die Schnittpunkte mil den Achsen die 
KLoordinaten o, 83 o (beob. 0,889); mit der Diagonale o, 552 (beob. 
o, 546). 

n . A = 266 , O 274 OJJL. 

= o ,0 1 22 ( Wo ■+■ t'’o “2 ) "U-a Va 

— o , o 1 88 ( Wq ^’4 4- P’o ) 

-4^ o , 0880 ( W4 P2 -r- W2 ) 

— 0,0044 ^4^4. 


Fig. 11. 



Fig. lu. 
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Fiir den zweiten Teil jedes der Kurvenstiicke ist : 

ybeob.: 0,600 ^j70o 0,800 0,900 

a7beob.: «,495 0 , 5*24 0,028 

.r her.-- ^ beob. ; -f-o,oo'j -^o,oo 5 — 0,004 -—0,006 

Die berechnete Ivurve ist in den fast geradlinigen Teiien weniger 
gekriimmt ais die beobachtete. Ams w= 112^2 wiirden sich Paral- 
lele au den Achsen mit x hzw. y= o, 55 i ergeben haben. Da in 
den? Punkten der Kiirven, wo sie sich selir nahe koinmen, die 
Amplitude gering bleibt, der Sand also in indifferentem Gleich- 
gewiclit sich befmdet, "wenn nicht sehr sorgfaJtig operiert wird, so 
vvird meisl die Figur als aus vier Geraden bestehend erscheinen, 
wie auch Chladni sie angibt; an den Schnittpunkten wird sie un- 
deutlich sein. Der Fehler der ersten Annaherung in den gerad- 
linigen Teiien betragt i Proz. der Plattenseite. 

Fig. 12. 

ni. A = 941- 

iV = Z^o^'4-7- Po^i* 


IV. A = 2020. 

w = W2 -f- P2 


Fig. 14. 


w = 





. A = 5480. 




Vf. A = 564<j. 


iv = UqI'c— 

(von Chladni niclit beobachlel). 



Fi”. lO. 



Die nabe Koinzidenz der Wurzeln x = 0^002 von und 

^ = 0,544 Uq=o bedingt hier und in Fig. 28 die nahezu 
geraden Linien, und die scheinbaren Ausnahmen von den p. 3 o 4 
gegebeneii Satzen. 


Fig. 17. 
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D. Losun^en, die in x and y gerade und antisymmetrisch sind. 



III. X== 1702. 

(V = V-2 Mi* 

Die Figur stimmt auf weniger als i Proz. 
mit Strehlkes Messungeii. 


Fig .21. 



IW X = 55 oo. 


W == UqVq — Po Wg 

(fehlt bei Chladni). 


Fig. 22. 
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iV ~ 


VI . A — i384o. 

tr = t'4 



E. Doppeltone. 


Fi§. 


1 . A = 8o, 8 — 73 ojJL. 


iv i .r, jK ) = til V2 — 7 01)8-2 113 Vy 



-r- o , 0760 Uz ^2 -i- o , 0260 f V 


-4- o , 0073 Uz t'o — O , 0027 Uz i' 4 . 


0,011 2 t'2 -i" < j , 003 o Uz . 


Fig. j6. 



Die allgemeine Formel ergibtsich liieraus (vvie bei alien Doppel- 
tonen) 


A w ( ,r, y ) -H B O, jK j. 


Die erste Figiir (aS ) entspricht B = o ; die zweite (26) B — — A. 

Pole: x — y = o] it :r = o, 622 = zfcjK (beob. | ; die berech- 
neten Pole liegen auf der Diagonale um 0,001 mehr nach aiissen. 
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Fiir die annaheriid parallel den Seileii \ erlaufenden Kurven in 
Fig. 2^ lindet sieli 

y : 0,1 oo o , 200 < > , ‘:>oo o , 400 o , 5oo 

arbeob. : 0,728 0,728 0,746 0,788 0,780 

X her. — r beob. : — o,ooF> — o,oo5> — o,oo45 — o,oo3 — o,ooo5 

r 0,600 0,700 0,800 0,900 

:rbeob. : o,7*.>.2 0,717 0,716 0,717 

ar her. — 5; beob. : — o,ooo 5 -r-o,ooo 5 -f-o,ooo 5 4-0,0010 

Ais Pole sind heobachtet 

>'■ = 0, = 0,760, ber. o,7()i, 

y = X = o,7i(). ber. 0,722, 

nebst den sjmmetrischen, in den andern Quadranten gelegenen 
Punkten. »’Vgl. Fig. 27.') 

HI. A = 746 . 

iV ( X, y ) — — o , 0709 If I i'., 0 ,02 1 I U:i I'o 

-r- II3 V2 0,1 260 Ui ^4 

— 0,0088 K5 ^0,1 284 W.3 P4 

0,0095 (^2 — 0,0100 

Strelilke gibt die Pole an, die jedoch mil die- 
ser Formel nur auf i Proz. stiinmen, was sich 
wohl aus dem Lmstand erklart, dass sie in einer 
Zone naliezu iiidifferenten Gleichgewichtes 
liegen (in Fig. 29 dort, wo sich die Kurveii- 


Fig. 29. 


T“ 

J 




r 

J 



L 



L 


Fig 

. 3 o. 












Schlussbemerkungen . 

Es braiiciu wohl kaum betont zii werdeii, dass dieselben Ansatze 
aiich f iir Recbtecke j;elten ; sind a, h deren lialbe Seilen, so werden 
si eh Lr>s ungen der Form 

f « j "" (i ) - "" (^ ) (A) 

ergeben imd das \ ertahreii Ijleibt im iibrigen uiigeiindert. 

1st eine Seite des Reclitecks eingespannt, die iibrigen frei, so 
wird man deirientsprechend fiir die Richtuiig x der zwei frelen 
Seiten diejeiiigen Fiinktionen, die einem an einem Eiide eiiige- 
spannten, am andern ireien Stabe enlsprecheii, einfiihren: fiir die 
zweite Richtong bleiben die anwendbar. 

Fntsprecheiides gilt fiir die ringsum eingespannten Flatten iisw. 
W ie dieselbe Methode Gleichgewichtsprobleme zu behandeln 





geslattel, habe ich in <ler /.itierleii Arbeit ^ezeiuL Win! 

z. B. eine rechteeki\:j;'e Platte diin*h an den Biiiidern ani:reifen«le 
Ivrafle ^’ebo^-en Maxwell ). so ist fiir die Iransversale iJeforiiiatiiin 
dersel!)e Ansalz ( Entwiekelniiiren iiarb i j' /> j 

zii inachen, wie wir ihii in dieser Arbeit benutzt liahen: die Ivoef- 
lizienten bestiinmen sicli daraus, dass die poteiitielle Eiiergie 'Aie 
ist, bis auf eiiien Faktor, durch unser Integral J gegebeii; plus droi 
die Arbeit der Kriifte fiir ein kleines a' ausdriickeiiden Randiiile- 
grab nacii Einfiilirung des Aiisalzes, miigliclist klein seiii soli. Da 
das Randiiite^ral iv niir linear enthalt, eri^eben sich diesnial iineare, 
nicht homogene Gleichiingen fiir die Koeffizieiiten. Fiir eine qua- 
dratische Platte und geeignet symmetrische Krafle eriiall oian 
wieder die Gleichiingen f 54) p. ayi-i, vvenn dariii A = o geseizt 
wird und die linken Seiten (Nullj durch lieslimmte Zahivverte er- 
setzt vverdeu. Die einniaiige Aufstellung des Schemas ( 54) geniigt 
also, um eine ganze Reilie von Gleichgewichtsproblemen beziiglich 
quadratischer Platten einfach zu liisen. 

Es ist oben bemerkt worden, dass ein Polynom stets, bei jeder 
Begrenzung, als mdglicher Ansatz fiir cr in Betracht kommt, wobei 
nur fraglich hleibt, ob bei der verlaiigten Genauigkeit dieRechen- 
arbeit nicht zu gross wird. Da der Eigenwert des Fundamental- 
tones, Ao, dem Minimum von J enlspricht, so wird irn ganzeii bei 
jeder Approximation, wenn es sich um den Grundton handelt, 
A das durch die Alethode am genanesten gegehene Element seiu. 
Zur Berechnung des Grundtones aus den Konstanten der Platte 
wird also sehr oft der Ansatz eines Polynoms mil wenigen Gliederii 
geniigen. So entspricht der Symmetric des Grundtones iieirn 
Kreise der allgemeinste Ansatz 

( a ) w — xy [^rt b ( X- r- ) -r- cx-y- d\ x* y* ) — . . . ]i 

wobei die:r- und >'-Achse die Knotenlinien der Klangfigur hllden. 
Tragt man dies in das iiher den Kreis vom Radius R = i erstreckte 
Integral J [Gleichuiig ( 7 ) p. -'>- 73 ] ein, so ergibl unsere Melhode 
ohne wei teres fiir Aq folgende sukzessive Approximatioiien : 

Wenn man Formel (a) mit dem ersten Glied abbrichl 

( 6 = c = = . . . = o ) : 

48(1 — y.) ‘10 

fur V- — r. and R = i. 

J 


f 
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'hit 

liei zirei rrliefieni • /.^ \\ iirzs/l einer Gieiclmng zweiteii Grades 

— 27,7iM, 

Wrtlirend Ivirrhlstdfs Keebinmgeii sich ergiht 

•^.7, Ci. 

Felilrr «ler ToiilHjIie, die v'-'-o proportional ist, ist somit 
sciioii ill zweiter Anniilierimg nur | Proz., also an der Greuze des 

Beobachlbareii. 

Ebenso elenientare Piecfiiiiingeii ergeben die Grundtdne and 
seibsl die ersten Obertdne des Dreiecks. Fiinfecks, Sechsecks usw., 
und iiberhaiipt irgendwelcber diircb gerade l.iaieii iind Kreis- 
biigeii begrenzler Figuren. 

Gottingen, Januar 1909. 
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HECHEHCHES CltlTlOLES 

SIR 

L’ELECTRODYNAMIQUE GENEHALE. 


Annales de Chimie et de Physique. t. XfIL ft. i4 j- ?;}. 


I.XTRODLCTION. 

Les phenomenes eleclriques et electrodynamiques oiU acquis 
dans le cours des dernieres aiinees ime iniporlance de plus en plus 
grande; iis englobent TOptique, les lois du rayoiinemeiit et les 
phenomenes nioleculaires innombrables lies a la presence des 
centres charges, ions et electrons: enfin, avec la notion de masse 
electromagnetique, c’estla Mecanique elle-meine qui semble devoir 
devenir iin chapitre de rEieclrodynainique generale. Sous la forme 
que lui a donnee M. Lorentz, la tlieorie de Maxwell devien- 

drail aiiisi ie pivot d une conception nouveile de la nature, ou les 
lois electrodynamiques, considerees comme primordiales, com- 
prendraient les lois du inouvement comme cas partieuliers et 
joueraient dans les theories physiques le role fondamenlal qui, 
jusquici, revenait a la Mecanique. 

Dans ces conditions, il est evidemment desirable quhine critique 
rigoureuse des bases de celte theorie leur donne le degre de clarte 
et de precision que la Mecanique elle-meme n’a, apres beaucoup 
de controverses, atteint qu'a une epoque toiite recente. II convient 
de se demander quelles hypotheses sont necessaires et peuvent se 
deduire de Fobservation, quelles autres sont logiquement inutiles 
ou neuvent etre elasruees sans aue Fexeerience cesse d’etre 


ah'^uiii. 

i)an=j la preiiiii're Partie de ses i.ero/is siir F E lectricite et FOp- 
tiipiei^K M, Poincare a roiisacre a la critique des theories plus 
on uioiiis distiiicies dues a Maxwell lui-ineine et a Hertz des pages 
classicjiiet^ : ne lue suis done attache qii'a la forme qu’a prise la 

theorie eiiire les mains de M. I.oreiitz, forme (jiii presenle des 
a\aiitages bieii connus. < hiehpies resultats peuvenl (Paiileiirs laci- 
leineiit's'elendre aux autres theories. Ici encore, je n'ai eu souveiil 
qii'a rappeler uu a completer les ideas emises par M. Poincare 
ei siirtout par M. I.oreniz, a qiii rPont naturellement pas echappe 
les aspects clivers sous iesqiiels pent elre presentee sa theorie. 

J'ai neglige eii genth'al les pheuonieiies d'ordre nioleculaire qui 
depeiitlenl de la thf*orie cor[)uscidaire de Peieclricite : cette con- 
ception si fthunde est evideminent independanle, dans une large 
mesure, des idees qifoii peut se faire sur le mode d ’action des 
charges eleclriques les lines sur les autres par Fintermediaire de 
Feiher, qui fail plus speciaiement Fobjet des equations eleclrody- 
naniiques. 

Le resultal de ces reclierches n'a pas ete favorable aux theories 
actuelles. La discussion des difticultes qu'elles soulevent montre 
que celles-ci out une commune origine intimement liee a la con- 
ception meme de Feiher, qui est a la base de toiites ces theories. 
On verra en parti culier que : 

r’ Au point de vue slrictement logique, les forces electrique et 
magnetique, qui, en apparence, jouent dans la theorie un role si 
foudamental, sont des notions qu’onpeutentierementeneliniiner; 
eiie ne conlient en realite que des relations d’espace et de temps : 
on revient ainsi aux anciennes actions elementaires, avec cette 
senle difference qu'elies ne sont plus instantanees. 

2" La theorie admet one infinite de solutions satisfaisant a toutes 
les conditions, mais incompalibles avec Fexperience, et conduisant, 
par exemple, a des perpetuum mobile. Pour ecarler ces solu- 
tions, il faut admettre par hypothese les formulas des potentiels 
retardes, Ces formulas introduisent Firreversibilite dans FElectro- 


(^) H. Eiectricite et Optique : La Lumiere et les Theories electro- 

dynamiques; 2" edkioa, Paris, ig^n. 



it Vila. Ill iq lie, alors qiie les eqiialiuns i^enerales adiiielleiil la rever- 
sibilile. Je iiiuiilre que, coniraireiiient aiix idees reciies, ellc'S iie 
peiivent se deduire d'uiie spikialisation euiivenalile de IbHat initial. 
Elies coiistiUieiit ime liypothese nouvelle. el qui rend iiiiitiies les 
equations aox derivees parlieiles: pour expriiiier ciaireiiieiit cetle 
hjpolliese, il esl necessaire de di'^tinguer les actions eleiiientaires, 
c'est-a-dire de renoncer a ['idee fundainentaie de Maxwell qiii ies 
rejelait. 

3*' [.a notion de localisation de I'energie dans Fetlieresl iiideter- 
iniii<'*e et comporte pliisieurs solutions simples. 

4'* L'impossibiiite, remarquee par Maxwell, de ramener aux 
ni'eines notions la gravitation, donl l energie negative correspon- 
drait a un milieu instable, montre que ces notions iie sont pas 
d une application generale aux forces de la nature. 

5*" L'action et ia reaction ne sont pas egales, et cette inegaliie, 
dans ia niesure ou eiie provient de rinlroduction des vitesses abso- 
iiies. est contra ire a rexperience. 

6° Les experiences de M. Kaufnianii sur ia deviabilite eiectrique 
et inagnetique des ravons 3 du radium ne demoiitrenl pas que la 
masse des electrons soil tout entiere d'origine electromagnetique 
et depende de leiir vitesse absolue, parce que, d'lme part, rieii 
ii'oblige a admettre, comme le veut la ibeorie de Lorenlz, que les 
forces soieiit fonctions lineaires de la vitesse ( cela pourrait n etre 
vrai que pour les petites vitesses), et que, dbaiitre part, ime expe- 
rience de MM. Troll ton et Noble montre que i'expressioii de ia 
quantile de mouvement electromagnetique en fonction de la 
vitesse, de laqiielle M. Abraham a deduit ceile de la masse elec- 
trodynamique, est certainement inexacte. 

La theorie de Maxwell et de Lorentz part d'un systeme de 
coordoiinees absolues, c'est-a-dire iadependant des mouvementsde 
la matiere; pour etre en accord avec Fexperience, qui a toujours, 
en Optique et Electrodjnamique comme en Mecanique, confirme 
le principe de la relativite des mouvements, on est oblige ensuite 
d’eliminerce sjstemeabsolu pardes hypotheses peu vraisemblabies, 
supprimant la notion de corps solide, et ceile d'invariabiiite des 
masses ponderables; il faut, de plus, changer les principes de la 
Ciiiematique, considerer la regie du parallelogramme des vitesses 
comme une premiere approximation, valable aux faibles vitesses. 


el faire du leiiips el de la siriiiiLtaiitdle des iiolioiis loutes relatives 
II serail reirrellable, pour retamomie de noire peiisee, cjiri 
faliiit admettre de relies eoiiiplications. Je crois qu'au lien de tou- 
cher a la Cineiiialiqiie, c'est I'liypothese de Tether, et, avec elle 
la represenlalioii d«'S phenomenes par des equations aux derivee; 
pariielles. qiTil faut abandoimer. La necessite d'expiiquer que le 
corps ne reneonlrenl aiicuiie resistance de la part de I’ether qud! 
traversenl et ne modihent pas son etat. bien d'autres considera 
lions encore, oni d'aiiieurs amend a faire de Tether mecanique d 
Fresnel uii simple espace physique y absolument compenetrable 
la matiere. iin systeme <ie cooi donnees absolu : ii n’est plus qu'un 
abslractioii iiial!ieniatii[ue, et sa suppression ne serait que la der 
aiere |)liase d'line longue evolution. 

(ieile concliisiori. i*omme je le inontrerai, ii'entraine nuilemen 
ie retour aux actions a distance. Cependant elle heurte de fron 
bien des idees recues, et je suis le premier a reconnaitre qu'un< 
hvpolhtse (|ui a rendu de grands services a la Science ne peut pa 
elre condaiimee |)ar le seal motif qu elle souieve, a Theure qiTi 
est. des difhcultes. paraissaut inextricables. On pourra toujour 
esperer de i’aveuir la solution de ces difficulles, ou penserqu elle 
sonl inherentes au-x clioses, et independaiites de Timage que nou 
nous en faisons. 11 n'ea est, heureusement, pas ainsi ; c est ce qu 
j’ai cherche a demoiitrer dans la seconde Partie de ce travail, mai 
ia theorie que je presenterai n'a nuiiemeiil ia pretention d'etre un- 
soiulitm satisfaisante el deiinitive d'ua probleme si difficile. Soj 
but est en premiere ligne de faire voir combien est large la par 
d’inconnu qui, inalgre les progres recents, subsiste dans cedomaine 
et dans quelle mesure, bien plus faible qu on ne serait tente de 1 
croire, i experience peut etre coiisideree comme une conhrmatioi 
de ia liieorie de Maxwell et I.orentz. ineme lorsqiTon adopte 
comme je le ferai, les idees si r.emarquables de ce dernier ^van 
sur la constitution alomitjue de Teieclricite, la nature du couran 
de conduction el des dielectriques, en un mot, la theorie de 
electrons, Ces reclierches monlreront, de plus, qu’il n'est pa 
necessaire d introduire des inouvements absolus^ et de bouleverse 
la Ciiiemalique et la notion de temps : les vitesses relatives seule 
Y interviendront. 11 n j sera pas fait usage de notions sujetles 
critique tel les que la polarisation, le vecteur electrique, la fore 


vl lie ciiar^’es eieclriqiies, dern!?.‘re> tie |6ifianL lajiniiie 
Jiiasses eii Mecaiiir|iie. qae ie nMe <le coeftirienf^ er>ii\^#*!ia!ileiiienl 
rliuisis el iiivariaLles j>oiir mi ion on im t'!e«‘lroii iltdennhit*, Kii 
un rerlaiii sens, c'est done Ja uiie llit*orie fiieeaoiqiir* «le rf'derlri- 
eite. .\faisje ii'ai pas cni de\oir faire inlerveiiii* ces inefaiiisiiie- 
ialenb. filus ou moiiis coiiipiiqiies, qui jouenl liaris la tlieorie ile 
\lax\vell oil rule si iiiiportanL Os hypotheses sunt inn tiles, el, il 
fai.it le dire. i)ien peu satistaisaiites. 11 siiiTit, eii ellVt, i.le rappeler 
c|iie ies cor|>s puiiderahles duiveiil passei* a tra\ers ces iiieranisroe^ 
4-oin|)lii|ues sans les deranger, el sans eprcmver d'aelioii sensible, 
meine qnand leur vitesse atleint cfdle dt^s ror|.>s celestes : riiiipe- 
i.ietraliilite, en parti<‘ulier, n existe done pas pour ees ilithiries 
iiieeanlqiies, et c'est la mi point qiii n'est pas toujtoirs suilisaio- 
irieat mis en evidence. L'experience a inontre (pie les actions iie 
sont pas iiistantanees : elie n'a pas rtoede trace il'iin cur|js (pii 
subsisterait dans ies espaees mattd*ieilement \ides. J'ai done cm 
poiivoir me homer a donner de la loi de firopagalioii de ves actions 
one interpretation cinematiqiie tres simple eniprmitee a la theorie 
eniaiiative de la iamiere, el satisfaisant an principe de la relativite 
dll mouveinent : des parlicules ticlixes sonl emises constamment 
dans tons les sens par Ies charges eleclriques : elles contiiiuent 
inderiniment a se monvoir en ligne droite et avec une vitessecons- 
laiile, meme a travers ies corps maleriels. In action subie par ime 
eiiarge depend iiniqueinent de la disposition, vitesse, etc., de ces 
partieules dans reiitourage iinmediat de la cliarge. Les parlicules 
sont done siinpleinent la representation concrete des donnees cine^ 
inatiques et geometriques. Ces hypotheses suffisent pour le but 
purement critique que je me suis propose ici. Elies permettent 
d’etudier en detail la loi de Faction eJementaire entre electrons en 
inoiivement, et font voir en particnlier qne cette loi, presqiie 
entierement inconnue aux grandes vitesses, comporte, meme aux 
|)etites vitesses, tin paramcHre indetermine K, qui n’est pas sans 
analogic avec celiii qu’Helmholtz a introduit’dans sa theorie. 

Je tiens toutefois a‘ precisef la porLi^e toute provisoire de ces 
hypotheses. En eiffet, lorsque les parlicules (ou, si Ton veut, ies 
actions bu energies) emises par uii corps electrise atteignent one 
autre charge electrique et en modiiient le mouvement, le principe 
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d'ai'limi el cie rt*ciirlioii exiL^'e qu’etles subisseiii de ieur cute line 
deviation uii iiii cdiangeineuL el il est tort reiiiari|iiable que I'ex- 
|ierieiii*€" tie Fizeaii sur reiilraineiiient des ondes, de rneiiie que 
eertaiiis aiilres fails crOjitiqiie, ne soul pas eonipatibles avec i'hy- 
potliese adiidse ici, el. exiii'eiit une telle reaction. C'est ie contraire 
qui arri\e dans i’liypotiitese de Tether, ainsiqiie I'a inis en evidence 
M. Poiiif:ar€^ : la iheorif* de Hertz, ([ui satisfait au principe d’actioii 
et de reaction, esl incompatible avec ['experience de Fizeau; cede 
de Loreiilz, qui ny satisfait pas, exjdique parfaitenient Texpc- 
rieoce. Mais ,M. Ptiincare a montre qu'en attriliuant a I’energie 
rajonnaiile une quantile de in(.mvemenr, lout s'arrange; or cette 
lijpotiiese est natureile, si cette ener^ie est projetee, et non pro- 
pagee, et c’esi preeiseinent ce qui pennel de saiivegarder le prin- 
ripe dans la iiouvelie iniai^e que je |)ropose. On pent meme 
eiitrevuir la possibiiite d'obtenir, par ces principes, ies termes 
eiectrodynainiques dependant de ia vitesse et de Tacceleration, par 
la seiile consideration de la |>ropagation, probleine que Gauss a 
pose dans sa ceiebre lettre a \V. Weber, et que la theorie de 
Maxwell iTa pas resohi, puisqu’eile introduil pour ces termes une 
quantite speciale, le potentiel vecteur. 

Je reviendrai ailleurs sur ces questions : les remarques qui pre- 
cedent suffisent a expliquer pourquoi je n'ai pas fait rentrer I’Op- 
tique dans le cadre de cette etude critique. 

Sous bien des rapports, la theorie nouvelle ramenera done le 
iecteur a des idees classiques destiiiees, sembiait-il, a Toubli defi- 
nilif. Ldnterprelatioii de certaines experiences en sera necessaire- 
inent modifiee. En parliculier, une parlie ou la totalite de la masse 
poiirra bien elre d'originc eleclromagnetique, niais elle sera con- 
slante et ne saurait dependre d une vitesse absolue. Ce sont ies 
forces, et non la masse, qui \arient : les experiences de M. Kauf- 
inann admettent egalemenl cette nouvelle maniere de voir. 

Les noiivelles formules sont applicables a la gravitation; elles 
permettent de supprimer, au moins en grande partie, la diver- 
gence la plus sensible qui subsisle a Theure qu'il est entre le calcul 
et Texperience : ie moiivement du perihelie de Mercure. 

La theorie des electrons a conslitue tin pi'emier retour partiel des 
idees de Maxwell a d’autres plus anciennes, et pour ceux-la meme 
qui considerent comme indispensable une nouvelle evolution dans 



le ineiiie seii>. les livpoliit*se^ si fecornies iiilrufliiiie' par .M. Lorenlz 
coiiser\’ent lunle leiir iiiiporlance. et la tbriiie iiiarlieiiialique qiril 
ieiira lioniiee conlinuera dans bi^^n des cas a eire la plus idr^^aiile 
et la |)lus I'lraliqiie. 


PREMIERE PARTiE. 

$ 1 . - HaFPKL L\ THEORIE I)E LoBKXTZ « * . 

On salt que Maxwell n'avait pas fait dliV|iotlieses siir ia nature 
du courant electrique. M. Lorenlz admet que lout couraiil decoo- 
duction resiihe du niouveinent de parliciiies electriques, soumises 
a une sorte de frottemenl dans les conducleors, a des forces elas- 
tiques dans les dit*leelri([aes ; et de iiombreux fails sonl, dans ces 
deroieres anoees, venus contirnier retie livpolliese. Celle concep- 
tion a penuis a M. Lorenlz de ne considerer, dans ses f'quations 
fondamenlales, f|iie le sen! dielet lrique etlier. lienoiicant a une 
explication pureinent mtk‘anlque eta i'inqjenetraLilite de la niatiere, 
M. Lorenlz coiisidere i'ether eoniine Immobile, el present meme a 
i'inltkieur des ions et electrons. Ces derniers ie modiiieiit physi- 
quement, et cetle modilication, qu'il est diflirile, a vrai dire, de se 
representer sous une forme concrete, est caraclerisee par deux 
vecteurs : le vecteur electrique ou depiacement dieiectrique E, 
dont les composantes sent E,, Ey, E-, et ie vecteur magnetique 
li 1 Hv, H-V Les charges electriques sont lixees aux ions con- 
sideres comme indeformables. Soient z la densite electrique, mesu- 
ree eii unites eiectrostaliques, au poinU/^y^:;, a Tinstant le sysleme 
de coordoniiees elaiit lie a Fether immobile, et v la vitesse de la 
matiere electrique en )*, /), c la vitesse de la himiere; on a, 

entre ces grandeurs, le systeme d'equations 
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(^) H.-A. Louentz, Archives neerl.^ t. XXV, 1892; Versach einer Theorie der 
eiektrischen and optischen Erscheinungen in bewegten Korpern^ Leiden, 1896; 
Elektronentheorie : Enzyklopddie der math, Wissenschaften, Bd. V, Heft i, 
Leipzig, — Poincare, Electricite et Optique, Chap. Ill, p. 42 U 
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I A* airisi <*ree dans Tether par les autres charges presents 

eierre siir TrleMienl de charge p ch la force mecaniqiie represente 
eii grandeur el eii direction par le vecteur Fp^T;, ou 


i F.,= 

I 

\1 ' F, = Ev— K cH;:), 

I ' 

( F; = E . -i- ^ ( I'X Hy I'y H.c ) . 


iJans telle theurie. il n y a pas de magnelisme : raimantatioi 
|iro\lent des couranls paiiiculaires d^\inpere. 

Moyeiniaiit ceiiaines hypotheses sur lesquelles nous aurons 
reveiiir, ee systeme d'equations s’integ-re par Tintroduction de 
potentiels retardes. On demontre, en eflet, que toute solutioi 
dii systeme i a ( \ n ou 1 on suppose p, Cy-jC- donnes, pent si 
nielirf sous la forme 


I Vff ) 


I 


E.. = - 


dx 


I ^ 

c dt 


< g I A V 

i ' dy c dt 

I = 





dy 


dz ’ 
dA- 


i: Vill 


les fonctions # (potentiel scaiaire) el Ar, A.^ (coiiijiosaiiles 
du potentiel vecteur) etant continues asec leiirs derivees pre- 
mieres dans tout I espace, nulles al'infini, el satisfaisanlaux equa- 
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M. Lorentz satisfait a ces conditions en posant 
fXII) 
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Ces expressions ont ia forme de potentials newtoniens, avec 
cette difference qu’au lieu de prendre ia valeur de p au point 

a rinstant ii faut la prendre a Finstant anterieur d=t — y le 
temps ^ etant necessaire a la propagation; c'est ce qu’avec M. Lo- 
rentz nous indiquerons par la notation 

[?'] = ? 

[p'<'i] = p y Q z', t— 

Le champ est ainsi completement determine, et, en introduisant 
les expressions (XII) et (XIII) et dans les formulas (VII), (VIII) 
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M. Schwarzschild (*)a trouve pour 

Fj. la forme remarquahle 
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C'esl k forme des equations de Lagrange. Les expressions (XI 
et I XVi) donnent la force subie par iin point electrique 
charge egaie d f unite, exprimec au moyen cV actions eleim 
iaires analogues a celles que i on consideraitdans FancienneEl 
trodynamique, a la notion de transmission non instantanee pr 
qii’on retrouve d'ailleurs cliez Gauss et C. Neumann. Lne cbai 
e\ sensiblement ponctuelle, exerce, sous des conditions tres ge 
rales, siir line autre charge analogue e, line force 
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I .elle e\p!'e^?>iuii >e reiliiil, t*ij \irtHHivre ,i Li .i;a 

r,im‘ dr^ «Ii>lanre>: mi |it*ii| «li.Jiir lit i'Miiiiiier A ‘I ^/f" \ a ';/#»■> 

/v//iAv-^a\ Sun »D t*\|il!rit#^ •"rfa |slu^loiii.. 

iiaii" i''‘6S lorinnlrs. |a nntiLtn «je ii intfriinil pd*'. II ^**'1 

ti-rs reiiiarqualile cjue ('Jiiusni^. rlirrrlidnl. s'Oiniin.'’ elser. d it “ini re 
roniple 8le< artiuiis electrHdvnainii|iies at! njM%-ei! jrarliniis ,i 
tdiire deptnnlanl <les |)nsil!H!i>. et aes'-rlfi'alion? »ir- laanl-. 

♦ ‘!e(.irique>, a tieManidiiit aiix int'meH iV)rinule^ W et \\ I . 
retie >eule clillth'ein/e qin* les aetifi»n> **nn! t*n rorle 

qii'il faiit iireiidre ies valeiif'- de z a a rin-lai!! /. imn j 

I instant / — • 

e 

(..le resnitat lrr> !“einarqiiald«% do a M. >i"li\\ar/>i*liiL.L iirmilie 
qne la tli«'«jrie de Lorentz sr rapproeiu' lieaiieoiip |»h.i> tpron iie 
pourrait le eroire au premier almrd dt*< llirrjrie> aririt'iintn. 

La premiere ibrmi* doiiiiee |.>ar M. Lrireiifz a llsta-e'ie elai! 
iiiuins ahstraite. en ee sens qne, >ul\anl la \oif' IraeLe |ia!' Mai” 
ufdL il partait des «‘qnations de La^ranae en y inlrtnliii^aiil des 
\arialiles de deiii esprees, determinaiil , Ies lines Ies pnsiii«iii^ dd> 
partimiles eler{ri>t:*e5. Ies antres Iddat derelher: mi allriliiie a ee 
dernier niie eiiergie einemaliqiie, sans preciser ses iiioineriieiils 
iiilernes: i! snffil qin‘ <*enx-ei existent. !.e priiieipe irHaiiiilloii 
|>eriiiet egalemeiit, en astreignant ies variation^ a rertaiiies roniii- 
licms, d'oI)teiiir les <**qnations fondameiitales * I ■ a < \ ! i' en enn-!- 
deranl fenergie electrique 

sL./’'- 

cniniiie energie putentielle, et reiier^ie inagiielique 
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*'iier4H^ riin'lh|ut' ■ •. ^ esl t‘«si!ipliqu 

t'l |>f‘ijl rirr laile » in - . 

I .’.‘S deux ,n|»eris lie h.i ! li^'isrie ds* l.nrenlz >oiit iieUemeiil d 
tine!,''. Le st'Csuid -e i'a|»| df* la llidurie de LariiiOi* " •'**. i| 
eii aii\ iii**iiie> lurjiiiiles. tail >iir k's iiioineiiie: 

dr iddfjer dam iiii fhaiuj* tdta'lrHiiia^'iiei!qiie des hypotheses p 
rise>. eiiipriJiilsh?-. aux c«»!ie»y!5|iu!i.^ dt^ Loni fvelvhi sor I eti 
^vn>sialh|ne. Ldiiiei' v6i incoiiipressildp el se irieut dans la dir 
liiui do' liuiie*' de idrce iiia^nelique.**-. 

On ^ail !|iie Maxwell el Ht^rlz expliqiient les foree.^ irieeaiiiep 
«|i,repr«'uiu* la uialiere dans lui <diaiiif» efpci'iaiiriagii^kiqne par i 
pressiMns qiie Ih’llier esi siipipose exercer siir la niadere, el in\ 
seineril : rarlion ije I'liii e-f ♦•uale el, opposee a fa r«*aelion de I an 
en lout point. < ’es pr«,‘Ssions leodeiil. t^onnii?* Ifefmludtz la nr 
Ire ; ' <, a inelire Felher 5n|qu.iSs* iiicompres.>il.de ^ eii nioinenie 
piles soul, par unite de volume, propurliunneiles a la deri\ee 
rappoil aii teiop*. du vec'leiir radiant S de P«.>vnling : 

■ s^= Kje - Ki H. '• 

^ T' ■ 

iXMlli . S, = U-. E-H.,.- E^H- . 

I ' 

f S-= — , K n, _ 

ire ■ • • 

M. Loreiitz coiisidere Tether ('Oimne inimoldle: il est d< 
au'iene a almiidoniier cette tiieorie des pressionsde Maxwell, el, 

la. Tegalite de Taction et de ia reaction, la force non coiiipen 

. . - , 1 eS 

elaiil caraclensee par le \eeleur — i, ). 

Reinarqoons, eii teriniiiant ce rapide expose, que, si Ton adi 
pour I tdher des laoiuemenls inconiius, la solution des equati 
!i e^t delei'iniuee qu’a des quantiles pres de Ihjrdre de la vilessc 
I ether d!vis*-k'‘ par cede de la liimiere. 


LonrMii. Proc. Am-iterdafn Acad., p. tjaS : Elektronentheorie. \] 
e! 170. 

i - 1 L.iRMoa, Aether and Matter, Caujlu-idge, ipo-'j, Cliap. IV. — ScHWARZsta 
Goiiinger .Yachr., p, 

ePl Laumor, Proc. Tiov. Soc..l. LIV, iSg’*, p. piS; Aether and Matter, 
i ’ 1 Gesammelte Abhandlungen, t. Ill, p. Y:0). 

(h PuiNCAiiK, Electriciie €t Optique, p. 
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^ ^iJ -til I J I JJlr' 1 Hi i I o i Hi in *li in I ; li ^ i M >i; • j*- l', V . j,4i, n * 1 , , ^ . 

!II«/I'lies ’Ip Li ^lrru!3l«|Un ,« |ii| irL.j + '! iP liPniPPP-P- < I : ; in p'-- 
! .elle OMiifiii tail apppl au -eii- iiiu-s; iiL* ap. .m.a'- aU’-ip* ai-r* ii'. .. 
[>aia'* el de IpIIII":/- -on! ioJI„:nn -url-Oil LnMn li-nnn- ; ’! 
liialilt* p>vi-le iln^iioup irrpiineliiJf^ infr- ; .a- la a la i i-PiaLian 
Je reftp Seienee ioioiaiiiniiiale ijn- iniprit nn < ei'ldiL, 

iiialai'ip. (I aularil. pin- fail il -einLL* Lipii qpip la 

iiolioii ;» piiriHoe eiiaqiip ea< I'ailii-uliPi'. >Jiil i.|m"pd 
L‘S torre- pat* de> uia-^t*- de>' aeC'-ler.aiM-n-. m« par de- dt'Lir- 
[iiatinilS ?,'laslii|ues. -ohqil on leiii^ ellel- a aeux de l:i Jla- 

litaiion, p|c.. cr qiip nou- iis el leelieinerit. ^ 'e-! 

loiijoiirs liii deplaremeiiL on I ai)-t.'nre ddin ipplaeeiHiiil . enr-a-e. 
Jans ce dernier eas. ii'aiTi vernn--noiJ- qu a dtilnir Id diid.‘rp]a'e Jp 
ieu'x forces. Dain* les »-a.|iiation- de hi Mneaiiique a iin 

sxeinple f.iariicoiier queleonqiie. Hue re-te jaiua!- que dr- leia- 
dons d*es|.ia(.:‘e el. de temps, avec cerla!n> < ieiils e*.in\'iiiiiide" 
meiit clioisis el iiivarialde- qui sont le- rnas-e.- an dLinln-s 
soiislanles pli\ siques. Au point de \ue parpmenl hjiique. i-'e-l 
Jonc a\ec raisin qne ile rn.niibreux >a\aiils r* jele ilrilroiiiielioii 
Je la nolioii dt* force dans les eiiuoce- iundamcntanx c-iiiioe 
Liiiitiie. 

r;E!eeii ’■od^namiqiie ifiioJerne esi. Imil ioilieie basrp sur le- 
notions de force electriqne el de force ina^^'neiique. S ii v avail a 
ceia line iiecessite a,ljsolue. if faiulrail le regret ler. Mai^ il ii eii esi. 
[jas aiiisi : ces /ioiions s' *Hiniineni fies eiles sont logi-- 

qiiement iiiiiliies: la iheorie ii'eiiunce. en dernierc analy-e, qoe 
I'exisleiice de </erUuoes reialions de lefnps el d'e!5|)ace. poiiime 
e'esi le cas poiir Li Mec'aniqiie. Ii sera done preferable, an poiiilde 
viie logique. d'exprinier direclement ces relations ; on renfri! 
[iinsi (lux (iciions (Hementdires classif/nes. 

En effet, quelle e>t exaelemeiil la deOniliori des veclears >oi 
iliamps Eli et H? Je di> que ces veeteurs soul delinis par la lliconc 
elie-meme. En eftet, sans coiinaitre la signification de ces syoi- 

I 8 ... . 3 ' 1 S . . ■ ... 1 . t 1 . . - * - 


Eoes examinerons au paragraphe suivant, integrer les equations 
fondameiitales par la iriethode des potentiels retardes, et Ton sera 
conduit aux expressions t \I\ ) ou ( XVI i; les equations du moii- 
vement d'oii point materiel de charge e, de masse m et de coor- 
donnees Xt. r^, seront 


d\yi 

rn— - 




Si i'on veut lenir compte de Taction de Telectron sur lui-meme, 
oa de liaisons, c'est le principe de d’Alembert qui doitetre appli- 
que, el Ton a, en etendant Tintegralion a tout Telectron, et desi- 
gnant par ox^, oVi. des deplacements virtuels compatibles avec 
les liaisons, par jjlj, pi les densites de la matiere et de Telectricite, 




-- pi • ij OXi 

d-Vj r? 1 ^ 




Apres avoir remplace Fj-, . . . par ieiirs vaieurs (XI. \ ) ou (XVI) 
(les termes relalifs a Telectron lui-meme y joueront im role 
special), on n’aura plus, dans (i j et ( 2), que des relations d’espace 
el de temps, meme lorsque u.= o, c’est-a-clire lorsque la masse est 
tout entiere d'origine electromagnetique. 

Or, je dis que les equations de Lorentz n’expriment effective- 
ment rien de plus que (1) et (2), c’est-a-dire que le champ dans 
Vether pur ne joue jamais de role. En efFet, on n'obtient ce champ 
en grandeur et en direction qu'en y placant un corps, et en obser- 
vant les forces mecani(|ues qu^il eprouve ou plutot ses mouvements 
et ceox des ions dont il est le siege, mouvements qui sont indi- 
ques par des phenomenes lumineux, thermiques, chimiques, etc. 
On ne connait done directement que F, et cela seufement en des 
points teis que z^, ou il y a de la matiere electrisee^ et 

I on en deduit E, H par raisonnement (ce qui n’est pas toujours 
tres simple lorsqu'il faut avoir egard an mouvemeiit absolii). C’est 
dire qu’ii siilfira toujours et dans tous les cas de connaitre la for- 



will. — SUR L’KLECTRODyXAMIOL'E G^NERALE. 3jI 

mule donnanL F comme somme d’actions elementaires exercees par 
un element de charge sur un autre element de charge, et que cetle 
seconde representation est, an point de vue des fails , exactement 
equivalente a la premiere qui partdii champ, et les equations aux 
derivees partielies; celles-ci ne jouent qu'un role intermediaire 
puj'ement mathematique ; on si Ton veut, se passer com- 

pletement des notions de champ electrique et magnetique. 

0 importe de bien preciser le sens de cette affirmation. Dans la 
theorie de la lumiere, par exemple, tout peut, dans la theorie de 
Lorentz ainsi presentee, se rainener a des actions elemenlaires 
entre les ions de la source lumineuse, ceux des dielectriques ou 
conducteurs qui constituent Fappareil optique, enfin ceux de la 
retine ou de la plaque sensible qui recoil I'impression. Ainsi I’on 
est habitue, par exemple, a rendre compte des phenomenes de 
diffraction qu’on observe dans le cas d’une feme pratiquee dans un 
ecran en considerant avec Fresnel les points de I’ether situes dans 
la fente comme autant de centres d’ebranlement. Cela n’est pas 
conforme a la formule des potentiels retardes : les charges elec- 
triques seules sont des points de depart d’ondes. La theorie de 
Lorentz, ou la loi des actions elemenlaires, les expliquera par 
Taction combinee des ions de la source et de ceux de I’ecran ; il est 
d’ailleurs facile de montrer par le principe de Huygens, sous la 
forme que lui a donnee Kirchhoff, Tequivalence des deux precedes 
au point de vue des resultats. 

II ne seraitplus permis de dire que le champ est un interme- 
diaire purement mathematique dont on peut se passer, s’il nous 
iUait possible de percevoir son existence en un point de d ether 
sans placer en ce point aucune matiere. C’est ce qui arriverait, 
par exemple, si Tether etait, sous Taction du champ, susceptible 
de se modifier ou de se mouvoir plus ou moins, comme le veut la 
theorie de Hertz, et comme Texige Lord Kelvin ( ^ j. Des expe- 
riences interferentielles auraient pu mettre cette vitesseenevidence. 
Ces idees etaient tres generalement repandues; mais on sail que 


( ‘ ) Lord Kelvin, Baltimore Lectures on molecular dynamics and the voaoe- 
theory of light, London, igo^ip. 169 : a IL is absolutely certain that there is a 
definite dynamical theory for waves of light, to be enriched, not abolished, by 
electromagnetic theory. » 



rexperience, iiilerrogee a iiien de< reprises ii'a doiine que des 
resultals negalifs. comirie d'uilleiir.s toiites les esperiences desti- 
iiees a mettre i'etlier en evidence. F/hypotiiese de ces mouvernents 
n'a, d'autre pari, conduit a aueiine explication iriecaiiique plau- 
sible des actions eiectriques dans leiir ensemble. M. Loreiitz a ete 
ainsi aiiiene a en faire abstraction dans les exposes plus recents de 
sa theorie; el c'est ee qui entraine Faffirmation qu'on peut elimi- 
ner la notion de force et de champ de cette theorie sans toucher a 
aucuii fait «i*experience reel on possible suivant elle. 

M. Lorentz a\ait deja indique < - ) ce point de vue : « On voit 
done que, dans la nouveile forme que je vais lui donner, la theorie 
de Maxwell se rapproche des ancieunes idees. On pent meme. 
apres avoir etahli les formules assez simples qui regissent lesmou- 
vements des parlicules, faire abstraction du raisonnement qui y a 
conduit et regarder ces formules comnie expjrimant une ioi fonda- 
mentale, comparable a ceiles de eber et de Clausius. » Les 
actions, toutefois, ne sont plus in^tantanees ; et nous avonsvuqu'a 
cette importante restriclion pres, il j a m^me identite avec la loi 
de Clausius. 

On voit faciiement que ia notion de champ introduit celle de 
mouvement absolu, des que les vitesses interviennenl soit dans 
Fexpression du champ, soit dans celle de son action sur les corps. 
II n'en esl plus de meme sdl ne depend que des coordonnees et 
des accelerations. 

§ 3. ~ L’iKUKVERSIBII.ITE et les rOTEXTIELS RETAKDES. 

Je me propose mainlenant d'examiner de plus pres les hypo- 
theses qui condiiisent des equations aux derivees (^IX) et (X) aux 
formules (XIO et ( Xlll) les potenliels retardes, et demontrerque 
le passage des secoiides aux premieres est immediat, mais que la 
proposition inverse est bien loin d'etre vraie. 

II faut remarqiier d'abord Fimportance fondamentale de ces for- 
mules. Par opposition aux phenomeiies mecaniques, les plieno- 


(^) Voir en particuiier 0. Lodge, Phil, Trans., t. GLXXXiV, iSgS; Hender- 
son and Henry, Phyl. Mag.,^ 5 * serie, t. XLIV, 1897, p. 20. 

(^) Arch, neer., t. XXV, 1S92, p. 4 *^^- 



inenes elecLromagrieriqnes soul en L^eneral irriHer-sililes a caiise de 
la radiation : on peul ineme. pour oe uisjtit, es|ierei* oblenir par 
leur iiiojen ime iiiterpretalioa plus coiiipiete des phenoriieries pliv- 
siques irrevfTsibles. Mais les equations de i.orentz ne clian^ent 
pas quaudoii y ciiange le signe du temps; elles coniieeneot Faftir- 
mation de la reversibiiite, tandis que, dans les polentiek relanie' 
el les actions eiemenlaires, les directions positive el negative du 
temps joiient des roles tout dilTerents- On y a introdiiil, conime 
dans les cycles irreversibles de Helmholtz, ime vitesse tionl. il es! 
par hypothese impossible de cfianger le sens : la vitesse avee 
laquelle les codes cunstamment des corps qui les on! 

emises; c'est de la que decoiile Firrex ersiliilite electromagnetique. 
L'hypotbese 5up[dementaire qui y conduit doit done etre examinee 
avec soin. 

Soient r, / ) line fonction continue, proportionnelle a la 
densite electrique p idr, i*, ^ ) et z une autre fonction jouissaai 

dans tout Fespace et a Finfini des proprietes de continuite des 
potentiels et salisfaisant parlout a Fequation 


II est facile de verifier que Finlegrale 



est une solution de (3). En effet, isolons un Ires petit volume 
autour du point : on pourra dilFerentier sous le signe somme 
Fintegrale relative au reste de Fespace pour laquelle xyz est un 

point exterieur; en y appliquant Foperation ^ ^ trouve 

zero. A Finterieur de Tq, Foperation ^ s’efiectue encore sous le 

signe somme^ et donne un resultat tendant vers zero avec Pour 
effectuer Foperation A, posons, r etant tres petit dans Tq, 




L'uperalion — A, appliquee au premier lerine, donne 

x, y, z, i t 

d'aprrsle tlieoreme <ie Poisson: pour le second terine, ie denomi- 
iialeur r inanquani, ie resultat tend vers zero avec To; on a done 
Lien I'equation *'3 ). Je ii'insiste pas snrles conditions de continuite 
sans importance qu'il faut adiiiettre pour les derivees de /. 

CJn demontrerait de ineme que 

I ek'/{y.y. -'-'-r-'-) 



et. plus generalement. 




t -f- 


a 


sont encore des solutions de ('3), poiirvu que les fouctions arbi- 
Iraires Fj, F 2 satisfassent a la relation 


Fji j', T, / I -f- F.2(.r, n = fyoc, }\ z, t ). 


La solution correspond a des ondes qui s'eloignent en tous 
sens de la charge clectrique qui leur a donne naissance; ^ des 
Glides qui, venant de Fintini, convergent vers ces menies points; 
au contraire de qui ne depend que des etats anterieurs, ne 
depend que d'etats posterieurs. La solution cps contient les deux 
espeees d’ondes; enfin correspond a des ondes dont les centres 
d'ebranlement peuvent etre situes dans Fether pur, ou f=Q. 
L experience montre, el M. Lorentz admet, que les ondes cpi peuvent 
exister, et Fon verrad"ailleurs(§ i) queFlijpothese contraire entrai- 
nerait des consequences inadmissibles, Lelies que la possibilite d’un 
perpetuum mobile. On en conclura d'abord que les equations 
de Lorentz [ei le resultat s'etend a celles de Maxwell et de Hertz 
admettent line infinite de solutions satisfaisant d ioates les 
conditions, mais incompatibles avec V experience. 

On trouve elFectivenient de telles solutions^ etFon estamenea les 
ecarter a priori, chaqiie fois que Fon calcule par exempleles oscil- 


latioiis electriques d'uii sysUMiie (sphere cuniluctrice, excitateiir de 
Hertz, eleclron oscillant, etc. i. 

Examinoiis les hypotheses par lesqueiies on croil pouvuir eliiiii- 
ner ces solutions. On demontre qu'on a identiquemenl pour loute 
solution de < 3 ) a I'interieur d'une surface fennee S 


( .r, r, w, t I 


= /■ 
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ou Ton a pose romme pius haul 


\/‘\=f{r.y\ Z\ t 


Supposoiis qu'a un instant quelconque t— o sitae dans le passe 

Ton ait eu partoiit, ou du moins a de grandes distances, — o, 

dz 1 ‘ * 

-^=0; on pourra, |>our toiite valeur positive de t el en tout 

point .ryG, clioisir pour S une sphere de centre xy'Z et de rayon 
R >> suffisammeiit grand pour (jue tous les termes de Fin- 
tt'grale de surface soient nuls : il restcra hien la formule ( j o 
Ce raisonnemeiit appelle les reinarqiies suivantes : 

F’ Les quant ites qui intervienneiit dans la theorie eieclroina- 
gnelique du mouveinent uni forme de translation ou de rotation ne 
satisfont jamais a la condition relative a / = o: cette theorie reste 
done exclue. I^lus general enient, les auteurs qui se sont ser\isdece 
raisonnement ne se sont guere, la formule une fois etahlie, preoccu- 
pes de verifier, dans les questions qu'ils ont traitees, si cette con- 
dition est bien remplie. Elle ne Test dans presque aucun cas. Or 
on a vu que la formule doll etre absolument generale , 

2“ Sdl n j a pour t — o qu'un champ tres faible a grande dis- 
tance, ce champ, si c'est celui ddine onde convergente, pourra 
acquerir quelques instants plus tard une tres grande inlensite en 
un point donne de Fespace ; il ne suffit done pas de supposer le 
champ faible pour Finstant ^ =0 dans tout I’espace (ou, du moins, 
a de grandes distances) ; il faut qu'il soil rigoureusement nul (ce 
qui est une hvpothese d’un caractere inadmissible en Physique) 
ou qu’on aitau prealable exclu les ondes convergentes, ce qui serait 
une petition de principe. Dans le cas du son (et cette analogie pent 



Iroiiiper facileiiieol i le froUenienr dtHruU toule oiide apres pe 
trinstaiils, el le raisonneiiieiil esl i^ratiquemey I ap|)iscable; il n’e 
esl pas, aiosi fie Teilier, el Ton <le\Tail s'atlendre, a priori, a y troi 
ver im eial. de f'hoses analo^'iie a celui qu'on observe au bord d’uu 
graode oappe d'eau ou, ii cute des values divergeiites produites ps 
les coFfss sulides du rivage, il eii esl d'aulres qui viennenl coiistarr 
merit du large et ne sont produile.s par aucmii corps solide. Si don 
la forrnule ' 4 ’ n'esl pas rigoureuse, il laudra s'atlendre a cliaqu 
msiaiit a la creation subite d un champ intense, sorle de vagu 
eleclromagnetiqiie venant de rinfini on qui diverge d'une region d 
Telher vers iaquelle elle a d'abord converge. 

3° Le seul ravonnement solaire el stellaire, cpii cree dans tot 
I'univers sideral de[)uis un temps extremement long un cham 
electroniagnetique oscillaiit, obligerait a reciiler Tinstant ^ = 0 a 
deia de toutes les limites du connaissable. Lne hjpoLhese si for 
damenlaie ne doit [las presenter ce caraclere inadmissible. 

4“ Examinons ce qui a du se passer avant Tinstant t — iy. 0 
demontrera, en ciiangeant c en — c. ia forrnule analogue 
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Le meme raisonnement donnera 



c'est-a-dire qu’avant Linstant ^ = o, les oiides etant convergente: 
les corps s'echauffaient par le rayonnement et constituaient aim 
des perpetuum mobile. 

11 esl inutile ddnsister davantage. Uhypothese qu^on part d 
repos (ou les modifications sans importance qui en ont etc pn 
sentees) n ^est pas admissible comme base de la loi generale di 
potentiels retardes. Elle ne Pest meme pas pour des cas particulier 
Considerons un oscillateur hertzien : a Linstant t = o Tetincel' 
jaiiiit, le champ magnetique, d'abord nul partout, est perturbt 
inais, au bout d’un temps tres court, le sjsteme esl de nouveau a 


repos. II ne I’est d'ailleurs pas exactement. pas iiliis ne I'elail 
avanl rexperience : ii ne Test que sensibleinent . Si iiuos parlous, 
dans ie raisonneinenl. du premier etat de repos^ il ii’\ aura c[iie 
des ondes convergenLes. Pourquoi cKoisissoiis-nous Ie premier, el 
n'avons-nous aucun scrupule d'ailleurs, pour one noiivelle expe- 
rience, de choisir le second, qui joue maintenaiit le rule de pre- 
mier? C'est que ies parties eloignees de Fespace, et inaceessililes a 
i'experience, joiient dans Fhvpothese im rule preponderant : si 
elles nous ainenaient des ondes convergentes, noire raisoiineiiient 
approximatif fonde sur les parties rapprochees ne donnerait bien- 
lot plus une approximation meme grossiere. 

Mais heureusement nous savons a priori par une longue expe- 
rience que les ondes eloignees dirergent^ et c'est ce qui nous 
permet de les negliger, mais eii rendant inutile la demonstration. 
Si Tether presentait une viscosite analogue a celle de Fair, des 
considerations toutes differentes inlerviendraient el il ny aurait 
plus lieu de s'etonner de Firreversibilite, puisqiFon Faurait intro- 
duitedans les equations elles-memes. 

Plus generalement, aucune theorie qui fait sur Fetal initial des 
livpotheses plus speciales que ne Fexige la loi des potentiels ne 
sera admissible : elle exclura certains phenomenes possibles et 
admetlra, pour l<Co^ des solutions impossibles. Quelle est des 
lors la condition initiale necessaire et suffisante pour que ( 4 ) ait 
lieu? 

Posons 




on aura 


(. 7 ) 


I o->l 

c- dt- 
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dans tout Fespace i = o a Finfini. Pour que i soil nul constam- 
ment, il faut et il suffit que pour ^ = 0 on ait = o, — = o dans 

lout Fespace. Cela revient a dire que, pour que la formule ( 4 } ait 
lieu toujoLirs, il faut et il suffit q id elle ait lieu eri deux instants 
^ = 0, t=:dt infiniment rapproches^ enonce dont il 11 'y a evidem- 
ment rien a tirer au point de vue de Maxwell. 

Peut-on remplacer Fhypothese sur Fetat initial par quelque 
autre condition generale equivalenle? 


R. 


M. I.oreiitz i ^ ! ne fait pas a>a^e de cette hypotliese. 11 admet 
siiiipienient qiie Fintegrale de surface dans (’5) s'annide quand S 
s'elotgiie indeliiiiiiieiil. Aprcs avoir ecrit (4), il continue : «. Cette 
solution n'esl <loiic pas Fintegrale generale de ( 3); ii v aura, par 
exeni|de, aussi des solutions correspondant a un mouvement des 
ondes qui serait diri^e vers les elements de volume au lieu de s’en 
tdoig-ner. Nous les rejetterons de la tlieorie en admettant une fois 
pour toutes que les elements charges sont seals des points de 
depart de perturhations. Nous excluons aussi tons les etats del'ether 
qui sont completement independants de la niatiere chargee : si 
celle-ci n'existait pas, Fether resterait conslamment au repos. )> 
Mais appliquons sans cliangement ces idees a la formule (6) : 
Finlegrale de surfoce s'evanouissant, on obtiendrait des ondes con- 
vergentes. Mais ni Fane ni Fautre maniere de proceder ne sont 
adniissibles : ces integrales de surface, considerees comme fonc- 
tions de x, >*, sont la solution generale de (6); elles ne sau- 
raient done tendre vers zero, pour une valeur doniiee de C 

lorsque la surface s’eloigne indefiniment : elles ont une valeur 
invariable, linie ou nulle, selon que la solution choisie est finie ou 
nulle. 11 n‘v a rien a tirer de telies identites. Eniin, il n’y a aucun 
sens precis a attacher a cette proposition : les perturbations depen- 
dant de Fether seul sont exclues. Si Fon adoptait, a priori, les 
formules '^2 ou qui ne dependent egalement que de la matiere, 
on pourrait ecrire 

Cl = c->H- 4>, ou A*!* = o, 

et Ton aurait encore le droit de dire que ^ est independant de la 
matiere, puisque son equation ditlerentielle et ses conditions de 
continuile en sont independantes. Dans cette maniere de voir, 
e'est cp, qui contiendrait un terme independant de la matiere. Dira- 
t-on enfm que Fetat en un point est determine par F a histoire 
anterieure » de la maniere seule? D’autres solutions que (3) 
restent possibles. 


(^ ) Elektronentheorie, p. voir aussi Wiechert, Arch, neerl., 1900, p. 049, 
ct P, Hertz, Untersuchungen uber unstetige Bewegungen eines Elektrons 
Inaag. Diss., GoUiogen, 1904, p. 5 et t2, en note. Dans son premier Memoire cle 
3892, M. LorenLz se contente de verifier que les equations sonL satisfaites. 
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L’ insuffisanee de ces enonces, et d'autres anaiogiies, lieiit a ce 
c|Lie la decomposition d' lui champ en ondes est une operation 
mathematiqiie qiii pent se faire d une injiniie de manieres. 
Mais le caractere de celle operalion esl doiibieinent arlitleiei an 
point de vue des idees de Maxwell, car ia consideralioii de Tori- 
gine des ondes exige celle du champ enlier pendant ua intervalie 
de temps fini, landis qiie Maxwell \ovait uii a vantage esseoliel de 
sa theorie precisement de ce fait qu’elle rend inutile la considera- 
tion des actions elementaires et de rorigine du champ el iie se 
preoccupe que de rentourage immedial du point considere. On 
voil qudl n’en est rien, et que, pour eliminer les solutions piivsi- 
quement impossibles, il ne reste qu'a adopter c/ /adoi'i les iormules 
des potentiels retardes, qui distinguent les actions elementaires 
comme le faisaient les theories classiques, el ii coiistater qu elles 
satisfont aux equations, c’est-ii-dire peuvent les remplaeer compie- 
tement, tandis que I’inverse n'est pas le eas. 

En rapprochant ces resultats de ceux du paragraphe precedent, 
on voit qu'en derniere analyse c^est la formule des actions ele- 
mentaires^ et non le systeme d^ equations aux dericees par- 
tlelleSj qal est V expression exacte et complete de la theorie de 
Loren tz. 

II faut ajouter, il est vrai, I’liypothese des coordonnnees abso- 
lues. On vient de voir que Tether, an lieu de jouer un role inde- 
pendant et meme preponderant, comme on aurait du s y attendee 
puisqu’il est cense etre le reservoir de toute Tenergie electroma- 
gnetique, se derobe une fois de plus. Son seul role va consister a 
foLirnir, en contradiction avec Texperience, un systeme de cuor- 
donnees absolues. 

On aura evidemment les memes difficultes pour passer d’un 
systeme quelconque d'equations aux derivees partielles, rever- 
sibles au moins en ce qui concerne 1 ether pur^ aux solutions 
Irreversibles qu 'exige Texperience. Dans la tht‘orie de Hertz, cela 
semble ineme impossible. Les equations aux derwees partielles 
et la notion d ether sont essentiellement impropres a exprimer 

ensemble des lots de la propagation des actions electrody- 
namiques , 
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§ I. — L'knergie. 

Maxwell a montre que, dans lous les cas parliculiers ou Ton 
connall Fenergie electromagnetique, celle~ci peut se metlre sous 
k forme d'une integraie etendue a tout Fespace qui, dans les 
hypotheses de Lorentz, prend la forme 

W = ^ . Ei -- E|. - E| -f- Hi + H|. H3 ) d-.. 

Maxwell admetj et e'est un point important de son systeme, que 
ehaque element de volume est eflectivement, et dans tous les cas, 
le siege d’une quanlite d'energie egale a 

Poynting a cnsuite demontre qu’il resulte des equations gene- 
rales que pour toute surface 7 fermee on a 

(TV — <^W ’=z~ dt j* S,i rtfcr, 

oil est le travail des forces exterieures, et S,^ la composante 
suivant la normale exterieure du vecteur radiant 

S.r = 7 ^ t Ey Uz ~ E- H V ), Sv = ( E:, H E H - S- = . . . . 

4'^ ' ' 477 

Ce iheoreme s enonce elegamment en considerant Fenergie 
comme un Iluide indestructible qui se meut parallelement au 
vecteur radiant, image qui presente certains avantages et prete ie 
llanc a bien des critiques ( * ). En particulier, on peut se demander 
si cet enonce : l^energie contenue dans tel volume a telle valeur 
a vraiment un sens, alors que nous ne pouvons definir que des 
differences d'energie. 

Nous laisserons de cute cette question melaphysique, pour 
etudier 1 indetermination dont souffre ce mode de representation* 


( M Fo/r W. \V IE X, Annalen de.r Phx'niJr 


oC T \I iftiTkO 


XVIII. — SUE l’electrodynamique GEXESALE- 
L energie electroslatique d^m systeme est 

' Zr 0-2 fh-. 


) 1 1 


( 8 ) 


i I pi — p yii p2 — p(^'2' y'2* -^2 ' 

f l_rf2 = (rr2--a*,)2-~ ( ri (32 — ) 


les deux integrations etant etendues a toutes les parties de I'espace 
oil se trouvent des charges electriques. 

II est evident que cette expression peut, d'une infinite de 
manieres, se meltre sous la forme d'une integraie etendue a tout 
I’espace, et celle que Maxwell a choisie est, au point de vue de 
son systeme, particulierement simple. Mais on en pent indiquer 
d'autres qui auront, par exemple, Tavantage de se rapprocher 
davantage des formes usitees dans la theorie des corps elastiques. 
Ainsi, introduisons, au lieu de la force electrique E en z qui 
est 




le vecteur 
<9) 
d’ou 

(lo) 


r. — . r. ly—. 


n ) 


dzi 


dx 


X dK Oz J 


dr 


d; d'/; d; __ 

— — o, Ox ~ ^ ox dy 


dz 


Or, si Ti, s etaient les composantes du deplacement d'un corps 
elastique, Tenergie de ce dernier serait, comme on sait, 
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quantites nulles 7 j> • • • et transformant, 


W' 


Si le corps elastiqiie est infiniment etendii, envertu des formul 
(q), I’integraie de surface s’evanouira, et il restera 




L’electricite etant supposee invariablement attachee a de peti 
corps solides (ions) A’/, on a 

(x^)’=(?i:^y 

—V/ f , V V r r 

~‘2d{ J, r’i I ' Ja.„J A;, rfr’i 


Le premier terme ne depend pas des positions mutuelles di 
corps; son integrale par rapport a s, etendue atoutl’espac 
sera une constante. Dans la double somme, les variables 

72 prennent les ensembles de valeurs relatives a une comb 
naison quelconque d’ions diffej^ents km: kn] on n’a done jama 
= ^ 2 , fi =^27 7^ =32, ce qui permet d’intervertir Fordre d( 
integrations et d’ecrire 


W'=X 

pi p2 


dz 


Pour evaluer Fintegrale prise par rapport a y, 3, inlroduisoi 
des coordonnees polaires r, cp, avec comme pole, 

ligne (:ri,yi, 5^ ), (xj? 2 , J 2 ? ^ 2 ) comme axe polaire. Soit/'i 2 ladi 
tance de ces deux points; on aura a calculer 


/ = f do r — 

J nn Jo 'Jo Jo 


sin S' dr 


■ — 2 7'i2r cos^ 


= 271:/ —(arc tang 
Jo ^12 \ 


r — 7*12 cosS 
7 ’i 2 sin Sr 


):; 
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Les valeurs principales ^comprises entre — et -f- -^ ) sont ‘j 


pour r - 

=r oc, et ^ pour/' = 0 



d’ou 

v„ 

(J 0 

’ A-„ 

/// , n " 


/•12 


ri’L 


~ const. 


On conclat enfin, en clioisissant A = que, dans les hypo- 
theses faites et avec les unites introduites, V enej'gie Hasiique^^' 
sera^ a une constante additive pres^ egale d V energie electrique 
donnee par (8) et que Ton a en particulier la formule 


(12) 



dr 





formule irreductible a celle de Maxwell, et donnant une reparti- 
tion de I’energle toute differente. II serait aise d’obtenir, en par- 
tant de la, une expression analogue pour I’energie des airnants et, 
par consequent, des courants; et Ton voit que, rneine en exigeant 
la simpliciCe des formales^ La localisation de V energie reste un 
probleme indetermine. 

11 en est de meme du flux d’energie ( ‘ ) ; on pent toujours modi- 
fier le moiivement du Jliiide energie de facon arbitraire en ajou- 
tant ail vecteur de Poynting un autre vecteur (w, r, cf') assujetti 
seulement a satisfaire a Pequation des fluides incompressibles 


d’ou 


Oil (){> dw 
dx Oy ‘ dz 



= o. 


Le theoreme de Poynting, consequence des equations generales, 
ne leur ajoute rien; la localisation de V energie doit done etre 
comptee an nombre des conceptions looiquement inutiles (et 
peut-etre parfois naisibles) de La theorie. 


(^) Voir I’arlicle de M. Voss dans Encyklop. d. math. Wissenschajten, t. IV, 
art. 1, 1901, p. 1 11-114. 
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Main ii est un aiilre aspect sous iequel it iinporte (le considerer 
le theoreoie de Po voting. 

La source premiere du theorenie de la conservation de Tenergie 
a ete et restera Fimpossibilite experimentaie du perpetuum 
mobile, impossibilite qiii doit sabsisler, qiielles que soient nos 
idees sur les apports d’energie qu est susceptible de fournir Tether 
en Fabsence de corps materiels. Le theoreme de I’energie, sous sa 
forme classique 

W = const., 

expliqualt cette impossibilite. Le theoreme de Poynting, n’exi- 
geant que la possibilite de la transformation d'une integrale de 
volume (deja en partie arbitraire) en integrale de surface, exprime 
iniiniment moins : loin de rendi'e compte de cette impossibilite^ 
ii admet parfailement la construction d\in perpetuum mobile. 
Cela tient a ce que, tant qu'on n’a pas introduit Fliypothese des 
potentiels relardes, un apport conlinu d’energie par des ondes 
convergentes venant de Finfini reste tout aussi possible que la 
perte d’energie qu’on observe en realite. Or un engin qui lirerait 
perpetuellement de Fenergie de Fether seul, independamment de 
la presence des corps materiels, serait un perpetuum mobile. On 
sail d’ailleurs qii’en adoplant la formule des potentiels retardes, 
on demonlre (O qu'une particule acceleree perd de Fenergie et 
subit de ce fait une reaction proportionnelle a la derivee de Facce- 
leration. II suffit de changer le signe de c pour passer a Fhypo- 
these des ondes convergentes; on voit alors que le signe du vecteur 
radiant change egaiement, et la nouvelle hypothese conduira, par 
exemple dans le cas d’une particule en vibration, a une augmenta- 
tion continuelle de Fainplitude avec le temps, et plus generalement 
a une augmentation d'energie du systeme. 

Le theoreme de Poynting n^ exprime la loi de Venergie que 
lorsqid on y remplace les champs par leur expression tiree de 
ses potentiels retardes^ restriction qui lui enleve beaucoup de son 
elegance et de sa portee. 

Si Fon part d un etat ou le rayonnement est sensiblement nulet 
ou I’energie E| peut etre evaluee en travail, et qu’on arrive a un 


(’) Lorextz, Elektronentheorie, p. i86. — Larmor, Aether and Matter, 
Chap. XIV. 
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etat analogue (energie Eo), le systeme elant suppose soosirait a 
1 action de corps exterieurs, on aura dans la theorie de Lorenlz 
(qui suppose admise la formule des potentiels) 

Fegalite n’ajant lieu que si le rayonnement a ete continuellement 
nul. L’impossibilite du perpeLuum mobile ne donne egaiemenl, 
dans un systeme essentiellement irreversible, qu une inegalite : 
Fenergie ne pent jamais augmenter. II y a parallelisme, sous ce 
rapport, avec la loi de Fentropie. En fait^ Fenergie eiectromagne- 
tique ne se conserve pas en general, c’est-a-dire qu’il n’existe pas 
d'integrale W = const. On sauve la loi de la conservation de 
Fenergie en attribuanta Fether la quantile perdue, et ce precede a 
certainement de grands avantages, surtout quand on pent recupe- 
rer en entier Fenergie perdue par le systeme au moyen de corps 
qui rC agissent pas sensiblement sur lui, comme les corps noirs, 
en Optique. Mais, cette energie ne produisant pas dans ce milieu 
hypotbetique aucune modification qui soil perceptible aux sens, 
on peut se demander si, dans ces conditions, il ne serait pas pos- 
sible de sauver de meme toute autre loi analogue, et on Fa fait 
efl'ectivement pour la quantite de mouvement electromagnetique. 

Dans le cas le plus general du rayonnement eleciromagne- 
tique^ la conservation de V energie n^est plus une loi^ mais une 
convention. C’est la une evolution assez frequente dans le doniaine 
des verites physiques, comme Fa expose M. Poincare (‘). 


§ 3. — La gravitation. 

Si I’on considere les theories electromagnetiques sous leur forme 
actuelle comme une base generale pour Fexplication des pheno- 
inenes physiques, role que reraplissait jusqu’ici la Mecanique seule, 
il conviendra, en premier lieu, de se demander si Fon peut faire 
rentrerla gravitation dans ce schema general. La notion de champ 


(^) H. Poincare, Science et Hypothese, Paris, 1901. Remarquons encore que 
cet enonce : « L’energie du monde entier sc conserve » n’a aucun sens, sauf pour 
un espace ^ courbure positive constante. 
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avec sps consequences est-elle siisce|>tible de sj appliquer? 
rcponse donnee par Maxwell ) est negatwe. 

I{n inlriHluisant, en. ellel, la force Rj-RyRr: que ia gravita 
exerce eii on point xyz de I'espace siir runite de masse, on poi 
Lien, comme en Electrostalique, determiner cette force par le 
leme d* equation (u= densite ) 

cfx ()y dz 
eR- __ <^R.r _ ^ 
iiz Ifv ' Oc 


c/Rf t^Rr 
dy dx 


el la vale or de Penergie sera 

E rr:— ^ ^ R 2 R? ) -H COTlSt. 


( I'linite de masse etant convenablement choisie). Comme il 
attraction, I'integrale a lesigne — . Or, dit Maxwell, I’energie e 
essentiellement positive, pour que E soil positif, il faudra ch( 
pour ia conslanle une valeur enorme, superieiire a la plus gra 
valeur que puisse acquerir Tintegrale pour toutes les posit 
possibles des corps; Teiiergie intrinseque du champ de gravita 
doit done etre diminaee partout oii la gravitation est sensi 
u Comme il m'est impossible de compreiidre comment un mi 
poiirrait posseder de telles proprietes, je ne puis poiirsuivre ( 
cette voie la recherche de la cause de la gravitation. 

On pent encore dire que la condition de stabilite d’un mi 
eontinu, elastiqiie ou autre, est toujours cjue I’energie soitminir 
quand la deformation est niille; id, elle est maximum pourRi 
le champ de gravitation serait en equilibre instable a Vir 
et partout oil R est nuL 

La notion de champ ne semble done pas pouvoir s’appliqu 
la gravitation; il ne saiirait des lors etre question de Fenvis 
comme une base generale pour Fexpllcation des phenomenes ] 
siques. 

All contraire, la loi d’action elementaire qui resulte de la t 
rie de Lorenlz, si Ton y reinplace les charges eleclrlques par 


(^) Maxwell, Sclent. Papers, t. I, p. 670. 


masses, peut, comiiie d'ailleurs les lois analoirues de Wel)er. Gauss, 
stc., remplacer la ioi classiqiie de la gravitation sans qiie ies termes 
nouveaux et la propagation ainsl introduils aient d'liiiliience 
appreciable sur les phenomenes astrononiiqiies f * ); ces termes. eii 
effet, sont du second ordre ( - ) el, par consequent, extreinement 
petits. On sail que Laplace etait parvenu a ce resultat que la vitesse 
de propagation de la gravitation est an nioins loooooooo de iV)is 
plus grande que celle de la lumiere; mais cela tient a ce que, dans 
sa maniere de concevoir la propagation, celle-ci introduisail uii 
terme dii premier ordre et que, de plus, ce lerme correspond a im 
frottement, ce qui n’a pas lieu chez Lorentz. 

L’explication de Zdllner adoptee par Lorentz est, on le sail, que 
rattractiou de deux charges electriqiies de signe contraire estlege- 
rement plus grande que la repulsion de deux charges de meme signe 
et de meme valeur absolue. Cette explication delruit Tunite du 
champ electriqiie, et n’est des lors a[)plicable qu'aux actions ele- 
mentaires. 


§ G. — L’ ACTION ET LA REACTION. 

L'ether agissant sur les ions sans subir lui-meme d'action, le 
principe de Newton n’est pas satisfait dans la theorie de Lorentz, 
et M. Poincare (^) a montre qu’on a pour la resullanle de trans- 
lation 



ou les integrales sont etendues a Lout I’espace et S le vecteur ra- 
diant. De plus, un corps electrise en mouveinent uniforme exerce 
sur lui-meme, en general, un couple. 11 importe de considerer 
separemeiit les divers aspects de la question qui se pose : peut-on, 
au point de vue des fails ^ tirer de cetle inegalite de Faction et de 
la reaction une objection a la theorie de Lorentz? La reponse est 
affirmative. 


(*) Lorentz, Zittings verslag^ Amsterdam, t. VIII, 1900, p. 6o3; Wilkens, 
Physik. Zeitschr., t. VII, 1906, p. 846 ; Walker, PJiysik. Zeitschr., t. VII, 1906, 


p. 3oo. 

I 10“’® 

(^) G’est-a-dire contiennent le facteur - = — ^ ^ seconde puissance, 

(^) Archives neer., 2* serie, t. V, 1900, p. 262; Electricite et Optique. p. 446- 


Considerons d'abord deux electrons de charge e, e\ de coon 
nees x. r. z\ x\ y . z\ de vitesse e, c' et d’accelerations w. 
places a une distance I'un de Paiitre grande par rapport a 1 
dimensions. MM. Lienard (*) et Wiechert(-) out niontre que 
a, pour les potentiels produits par e\ 



Oil ii faut prendre les quantiles placees entre crochets a un ins 
anterieur t — ^ tel que Ponde emise en cet instant atteigne 
en ie \ecteur /■ esl dirige de e' vers e, et Pon a Pequation 


,.2 


= )j 



II suffira de considerer le cas particulier ou les vitesses et 
accelerations sent faibles, en sorte qu’on pent poser 


L n calcul facile, qu'on trouvera d'ailleurs dans la seconde Pa 
donne alors les dtneloppements de ^ et de A, d’ou resulte, ] 
la force Fx exercee par e sur e, Pexpression 


d3) 




2C- 






OU toutes les quantites c', w', doivent etre prises a Pinstant 
oil p est la distance actuelle des points e, eh 

Cette expression contient les vitesses et les accelerations d 
maniere dissymetrique et met bien en evidence Pinegalite de 
tion et de la reaction, meme lorsque, les accelerations etant , 
posies negligeableSj il n^y a pas de rayonnement, Dan 


(') Lienard, U Eclairage electrique, t. XVI, 1898, p. 5 , 53 , 106. 
(‘) WiECHERT, Archives neerl., •>* serie, t. V, 1900, p. 549. 


:as d'an mouvement de translation uniforme des points on a 

t? = t?', w' — o; 


e tenne multiplie par cos(p, :??) est dirige suivant la iigiie de 
jonction de ee' ei satisfait an principe; le terme ^^^donne ime 
force parallele a appliquee a et une autre, egale et opposee, 
ippliquee a e'. Si les charges e, sont liees par une droite rigide, 
2es deux forces donneront un couple dont Taxe est perpendicu- 
iaire a la vitesse et la ligne de jonction o. 

On verra, dans la seconde Partie, qu'aucune experience n'exige 
cette dissymetrie en ce qui concerne les vitesses, et cela est evi- 
dent a /?/ yo/ 7; car, aucune experience n’ayant mis en evidence 
autre chose que des mouvements relatifs, Texpression (i3) doit 
pouvoir etre remplacee par une autre qui ne contient que des 
vitesses relatives au second degre; une telle expression, assujettie 
a etre une composante de vecteur, ne saurait presenter une telle 
dissymetrie. 

D'autre part, une experience de MM. Trouton et Noble ), qui 
aurait du, dans le cas d’un condensateur charge, mettre en evidence 
le couple dont il a ele question, a donne un resultat negatif. En ce 
qui concerne Les termes relatifs aux vitesses^ Uinegalite de 
V action et de la reaction constitue done certainement une grave 
objection de la theorie de Lorentz. 

On ne saurait en dire autant, au point de vue experimental, de 
la dissymetrie des termes qui dependent de I’acceleration iv' ; ils 
donnent lieu, en effet, aux vitesses faibles, et, quand certaines 
conditions de symetrie sont satisfaites, d la masse electromagne- 
tique et, plus generalement, a une reaction d’inertie. Pour une 
sphere uniformement chargee, de rayon R, la resultante des actions 
elementaires 

de de' , , , 

—{w’x cospa?) 

!2 C- p ^ 


est 


4 

5 r' 


4 


4 e^ 

5 r"'- 


la quantile y ^ est done la masse electromagnetique^ el, en fai- 


(') London Transact., A, t. CGII, igoS, p. i65. 
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saiit liieme abstraction cles experiences de M. Kaufmaan, rien ne 
perinel (le nier la possibilite d'lme telle reaction; il est, an con- 
Iraire, evident qu'd v a iin a\antage considerable, au point de viie 
de i'lniile de nos conceptions, a pouvoir deduire la reaction d’i~ 
nertie et Tenergie cinetique de Tenergie electroinagnetique. Nous 
eliidierons plus loin la question de la variabilite de la masse avec 
la vitesse. 

La tlieorie de Hertz satisfait au principe d’une maniere generale. 
Par exemple, a la pression qibexerce la lumiere sur un corps 
plonge dans le dielectrique air ou ether correspond une reaction 
de irieme grandeur appliquee dees dielectriques en sorte 
que, dans le premier cas, le principe est satisfait en ne conside- 
rant que la matiere seule. Mais rexperience a demon tre Texistence 
de cette pression, menie dans les vides les plus parfaits; dans ce 
dernier cas il n'y a pas de reaction, suivant Lorentz, et, suivanl 
Hertz, il y en a bien une, et Pether est mis en inouvement; mais, 
pour la rendre sensible, il faiidrait que i’etlier renoncat a se dero- 
ber a toutes les experiences. Pour qui ne conserve pas cet espoir, il 
est difficile de dire si, dans ce cas, Pavantage logique est du cote 
de Lorentz qui exprime simplement le fait d’line action sans reac- 
tion, ou de celui de Hertz quisauvele principe, mais d’une maniere 
telle qiPil devient une simple convention. 

Si Pon s'en tient aux actions exercees par les ions les ims sur 
les autres, sans faire intervenir d’intermediaire tel que Pether, la 
vitesse fmie de propagation entralne la non-simultaneite et, par 
suite, Pinegalite des actions de ions separes par le vide (au moins 
en general j. 

Dans les theories classiques de POptique, par exemple dans la 
tlieorie de la dispersion de Sellmeier et d’Helmboltz, Paction de la 
lumiere sur les molecules etait egale a la reaction de celles-ci sur 
Veifier; le principe m a jamais ete considere comme s’appliquant a 
la matiere seule. Ce qu'on peut objecter a la tlieorie, c'est qu’il serait 
plus satisfaisant que Pintermediaire fut concu de maniere a repon- 
dre a la condition d'egalite de Paction et de la reaction, et j’ai 
indique, dans Plntroduction, que Penergie rayonnante, materialisee 
et projetee avec la vitesse de la lumiere, constitue un tel interme- 


( ^ ) Poincare, loc. cit. 



diaire (^). On revient ainsi, sous une forme nouvelle, a ia tlieorie 
de i’emission, et, pour me servir de i'exemple de M. Poincare, le 
recul d’une piece d'artillerie et la force snide par uii ctjrps qui 
envoie une onde d'ener^ie rayonnante dans one cerlaine direcdoii 
deviennent absolument analogues, ce qui n'est pas le eas iorsque, 
au lieu de se servir de cetle image, on considere i'energie eomoie 
propagee (In^pothese de Pether). 

M. Poincare a montre que rinegalile de raclioii ei de la reaction 
n’entraine pas, dans la theorie de Lorentz, le mouvenient perpe- 
tuel ; ii faut ajouter : a la condition d'admettre Idiypolhese «les 
potentials retardes. 


Axalogie entrk l’kther et les corps ELASTIQL'ES. 


Les equations de Maxwell et de Lorentz prennent, dans le cas 
de Pether pur, une forme remarqiiablemeiU analogue a celle des 
equations de Pelasticite. Quelle est la signification reelle de cette 


(Mi 


— AE.c = o, 


_t_ ^ _aEv=o 
6 *- Ot- ' ’ 


analogic ? 

Le vecteur electrique E satisfait, dans Petlier, aiix equations 

d^- E., 

c- Ot- 

OM.r _ 

dx 

et il en est de meme de H. Cest la une consequence immediate 
des equations fondamentales (1) a 

D’autre part, soient r^, 5^ les composantes du deplacement, 
suppose petit, d’un point ddin corps elastique, A, B des constantes, 
UL la densite ; on a 


on 




(i5) 


dt- 

oil 


A At. - 


OX 

•B^, 

Or 


dx 


dy 


dz' 


(') Elle perinet en nieine temps d’eviter le mouvement absolu et d^autres dif- 
ficuU^s {voir Introduction el deuxierne Partie). 


La theorie electroinagnetique montre, on le salt, qiie E est id< 
que ail vecleur de Fresnel, H au vecteur de Neumann (parallel 
plan de polarisation). L’identilication des sjstemes (i4) et 
conduira a une theorie elastique de la lumiere. Pour cela, il 
admettre ou Tincompressibilite de Tether, c’est-a-dire la co 
lion 

ux dy ' dz ’ 

ou la condition A.-i~B=o. Dans les deux cas, Tidentificaiior 
immediate ; ces deuxmanieres d'expliquer la non-existence d’oi 
loiii^itud Inales ont ete admises Tune et Tautre. Dans chacum 
ces hypotheses on pourra encore choisir entre la theorie de Fre 
qui conduit a identifier la vitesse 

\ dt^ dt ^ dt ) 

de Tether avec E, ou celle de Neumann qui remplace E par H, 

Quelles sont les conditions generates necessaires et suffisa 
pour qu’im phenomene physique caracterise par un vecteur si 
les lois expriinees par (i5)? Je dis que ce sont les suivantes : 

Le phenomene est reversible. 

2 ^^ s satisfont a un systeme de trois equations aux deri 
partielles qui est du second ordre au plus, et, du moins enprem 
approximation, est lineaire. 

3® Le milieu est isotrope et homogene. 

En effet, vu la reversibilite, les equations ne contiendront 
de derivees premieres par rapport au temps ; on pourra les resoi 
par rapport aux derivees secondes 

^ ^ ^ 

dt’^ ' dt^ ' dt^ ' 

qui sont les composantes d’un vecteur. Vu Thoinogeneite, 
membres de droite seront a coefficients constants, et, vu Tisotro 
ce seront des sommesde composantes de vecteurs obteniis par 
fereiitiation de par rapport a Or, M. Burckhard 


{*) Burckhardt, Math. Annalen^ t. XLIII, 1898, p. 197; Enzyclop . d. in 
Wiss.^ Bd. IV , Art. i 4 , 1901, p. 20. 
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a determine tons ces vecteurs : lorsqu'on n’adinet que les derivees 
premieres el secondes, ii n en existe que trois qui soienl lineaire- 
ment independants, savoir 



< 



da \ 

\dz 

^ 7 ' 

dx 

- 

dz^ dy 

dx / 


(A^, Acp, A?), 

/ da da da \ 
[ax' dz)' 

et Ton aura, b, c elant des constantes. 


'Jll -ai 

/ d^i 

or- - 

kTz 

0 -r^ _ 




or ~ “ 

\ dx 

- 


dt- 



— I -i- t 

‘>yJ 


Ox 


3 ) 


- da 

■ a \r.-^ c — y 
dv 


En changeant les signes de x, y, et ajant egard a Fisotropie 
complete^ on troiive a = o\ il reste done bien le systeme (i5), 

C. Q. F. D. 

La condition (i) est satisfaite par tous les phenomenes mecani- 
ques (et nous avons vii qii’en realite elle ne devrait pas etre satis- 
faite par les equations electromagnetiques, qui devraient corres- 
pondre a des phenomenes irreversibles) ; ( 2 ) et (3) le sont par les 
phenomenes de dillusion, de propagation de la chaleiir et d’autres 
qui certainement ne presentent entre enx auciine connexion de 
nature. On en conclura que Fanalogie entre (i4) et (i5) est beau- 
coup moins caracteristique qu’on n’est, au premier moment, porte 
a le croire. On ne conclura a une connexion physique reelle entre 
les deuxordres de phenomenes que si Fanalogiese continue encore 
au dela de cette forme analytique generale. Mais e’est preciserneiit 
ce qui n’est pas le cas. En effet, Thypothese dela vitesse de propa- 
gation niille des ondes longitudinales (A -4- B = o) n’est, comme 
Font deja remarque Green et Cauchy, pas admissible pour un 
corps elastique fini; un tel corps n’opposerait aucune resistance a 
la compression, son equilibre serait instable. Ce n’est que recem- 
ment que V ether gyros tatique de Lord Kelvin nous a permis de 
concevoir de tels systemes. D’autre part, Fhypothese de Fincom- 
R. 23 



pressibilite exige I’introduction dans les equations d’un factee 
Lagrange, jouant le role de pression ; Fidentidcation n’est 
possible que pour les cas ou cette pression esL constante. Enfii 
conditions aux limites qu'exige FOptique ne sont pas celles ( 
theorie de Felasticite. 

Je ne crois done pas que Con doive considerer a priori 
analogies comnie C indlce de rapports physiques prof onds e 
les deux domaines, Onne s'etonnera pas trop, si Fonadopte < 
conclusion, des difficultes et des etrangetes auxquelles condui 
toutes les tentatives faites pour etendre ces analogies de Fethei 
(ou, en somme, les equations de Maxwell n’expriment que le 
de la propagation uniforme) aux actions reciproques des cha 
electriques et de Fether, exprimees par les equations generate 
a (VI). Pour cette partie de la question, je ne puis mieiix faire 
de renvojer an Chapitre que M. Poincare a consacre dans 
Lecons (^) a la plus remarquable, seinble— t-il, de ces tentati 
celle de M, Larmor. 

§ 8. — La masse hlectrodynamique. 

Les remarquables experiences de M. Kaufmann sur la devial; 
electrique et magnetique des rajons ^ du radium ont condi 
admettre que la masse des corpuscules ou electrons depend de 
vitesse et est tout entiere d’origine electromagnetique. L’exist 
d’une reaction ddnertie electrique et sa variabilite avec la vil 
avaient etc prevues par la tbeorie, qui, a premiere vue, sei 
ainsi avoir recu une confirmation remarquable. Gependant, de 
la grande portee de ces conclusions, il convient d’examiner si 
s’imposent absolument. 

Rappelons que, dans ces experiences, un faisceau de rayoi 
est soumis a Faction siinultanee d’un champ electrique E, pro 
sant une deviation et d’un champ magnetique H parallele 
donnant lieu a une deviation perpendiculaire a la premiere, 
plaque photographique, perpendiculaire aux rayons non de 
recoit Fimpression des rayons et permet la mesure directe de 


(^) Electricite et Optique, 2“ edition, p, 677 et siiivantes; Larmor, A 
and Matter^ Cambridge, 1900. 
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de Soient m et v la masse et la vitesse d un. electron, e sa charge, 
a e.t b deux constantes de I’appareil ; on a, d’apres la theorie de 
Lorentz, 


(i6) 


eEg _ _ eH6 
^ ~ mv * 


Le radium emettant des rayons de toutes les vitesses, dans cer- 
taines limites, ces equations, oii e joue le role de parametre, repre- 
sentent ime certaine parabole si m ne depend pas de Or, la 
courbe observee par M. Kaufmann esL differente. Ce fait com- 
porte diverses explications: 

1 ° D’apres M. Lorentz, le deplaceineut d’un corps electrise par 
rapport a I! ether equivauta un couraiitelectrique dont le champ, 
par un effet analogue a la self-induction, reagit sur le corps et 
donne une force qui, sous des hypotheses tres generales, est fonc- 
tion llneaire des composantes de Facceleration, les coefficients 
(masse transversale et longitudinale) etant des fonctions determi- 
nees de la vitesse absoLiie p, connues, par exeinple, pour la sphere 
et Tellipsoyde. Dans le cas des experiences de M. Kaufmann, 
la masse transversale seule entre en jeu ; si Ton introdult 

dans (i6) la fonction (a(c) au lieu de /n, on obtient a peu pres la 
courbe observee, soil que I’on considere I’electron comme une 
sphere rigide (Abraham), soit que I’on considere seulement son 
volume comme constant (Bucherer et Langevin). 

Pour apprecier la valeurde cette interpretation, rappelons-nous 
que le calcul de la masse electrodynamique repose uniquement 
sur la consideration du mouvement du corps electrise par rap- 
port a I’ether ; la position et la vitesse des autres corps sont 
indifferentes, c’est la vitesse absolue qui entre dans la formule. 
Dans cette interpretation, I’experierice de M. Kaufmann serait 
done la premiere a mettre en evidence un mouvement absolu. Or, 
sur cette question delicate, la theoriede M. Lorentz est, du moins 
dans la forme exposee au paragraphe 1, en desaccord avec I’expe- 
rience, etce desaccord porte en particulier sur I’expression de la 
quantity de mouvement electromagnetique G ( ^ ), dont M. Abraham 


(^) Ce vecteur est, comme on sait, I’integrale du vecteur radiant etendue a tout 
I’espace, multipliee par b. 


a dediiit la valeur des masses longitudinale eL transversale. En e 
du calcul de G on deduit (^), pourle cas d’un condensateur ch; 
entraine dans le mouvement de translation dela Terre, TexisU 
d’un couple de second ordre applique au condensateur. 
MM. Trouton et Noble, qui ont realise cette experience (-), n 
pas observe ce couple. La quantite G ne depend done pas d 
vitesse absolue on, du moins, pas de la meme inaniere qu’exi^ 
theorie de Lorentz. II en faut conclure que, si meme Vacc 
entre la theorie de M. Abraham et les experiences de M, Kt 
mann etait par f ait ^ cette theorie Ji' en dev rail pas moins i 
consideree comme doutease. 

2° En cherchant a eliminer de ses Equations I’influence du n 
vement absolu, M. Lorentz a ete conduit a cerlaines hypoth 
nouvelles, sur lesquelles je reviendrai au paragraphe suivant. 
dimensions des electrons, en particulier, seraient reduite 

de leur valeur lorsqu’ils sont aniines de la vit 

absolue p. Cette hypothese conduit a des formules nouvelles j 
la masse, que M. Kaufmann considere comme inconciliables c 
ses dernieres experiences (^). Mais cette conclusion me sen 
douteuse. En effet, prenons pour H, E, a, b les valeurs obser 
directement; mais, au lieu de 

— = 1 ,880. 10", 

mo 

valeur qui correspond aux rayons cathodiques, prenons dan 
formule de MM. Langevin et Bucherer 

^ == I,955.lo^ 

//^o 

dans celle de M. Abraham 


e 

= 2,010. 10 ^, 


(^) H.-A. Lorkntz, Elektronentheorie^ p. 267. 

(') London Trans. ^ A, t. CCII, igoS, p. i 65 . 

( 3 ) Annalen der Pliysik, t. XIX, 1906, p. !'|87; voir aussi M. Planck, PIv 
Z eitschr., t. VII, 1906, p. 754. 
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nifin dans celle de M. Lorentz 

= 2 , 1 * 25 . 10 '. 

niQ 

lela revienl a multiplier dans les rapports de i a i,o4o, 1,070, 
jiSo les abscisses et les ordonnees calculees par M. Raufmann 

our ^ = 1 , 880. 1 [loc, cit,^ p. 534). On Lrouve ainsi trois 

ourbes dont les erreurs sont de I’ordre des erreurs d’experience, 
omme on le verifie en porlant ces valeurs dans la courbe,^^. 1 1 , 
e M. Kaufmann. Ce savant a observe directement, puis deduit des 
iverses formules proposees, par la methode des moindres carres, 
E 

ne certaine conslante— ^ independante de Tliypothese faite sur 
— ; la formule de Lorentz en donnait une valeur inadmissible. 

^0 

fotre calcul montre que la valeur de 77- determinee de cette ma- 

iere cornporte une incertitude considerable, car nous avons pris 
i valeur observ^e directement, et les erreurs qui en resultent ne 
dpassent pas la grandeur admissible. Quant a la valeur 

— = 1,880.10^, 
mo 

on application aux rayons [3 du radium peut n’etre pas permise, 
luisqu’elle ne Vest pas, en general, pour I’effet Zeeman. 

En somme, ces observations ne permettent done pas de pre- 
'erer Vune quelconque des formules a une aiilre^ et 11 serait 
acile de multiplier celles-ci encore plus. 

Mais il importe d’observer que les nouvelles hypotheses de 
d. Lorentz entrainent un changement dans Fexpression de la force 
[Li’exercent Fun sur Fautre deux corps electrises en mouvement, 
;hangement qui, ainsi que le demontre une discussion facile, n’est 
ensible (jue pour des vitesses comparables a celle de la lumiere, 
I’est-a-dire pour la seule experience de M. Kaufmann. 

3^ Ceci conduit a une remarque generate ; il est facile d’intro- 
luire dans les equations de FEleclrodynamique des termes presen- 
ant cette particularite. Puisquele systeme des equations ( 1 ) a (VI) 
)eut etre remplace par les actions elementaires, il suffira de consi- 
lerer celles-ci. Or, la force exerede par le point de vitesse 




sur le point e, de vitesse v, conlient celte derniere sous forme 
lineaire avec le facteur il conlient la premiere, dans le cas de 

mouvements uniformes, sous une forme tres complicjuee (donnee 
par M. Scliwarzschild); on a vu, au paragraphe 6, les premiers 

termes du developpemenl qiiand ^ est petit. La dissymetrie ainsi 

etablie entre c etc'n’est pas confirmee parl’experience, etil existe, 
comme on le verra dans la seconde Partie, line infinite deformules 
analogues, ne nontenant que des vitesses relatives et different par 

consequent de celle de Lorentz par les termes en A plus forte 

(’ 1 • • 

raison peut-on ajouter des termes contenant an troisieme, qua- 
trieme ordre, sans que les formiiles cessent d’etre en accord avec 
loutes les experiences ou ^ est petit: la formule des actions ele- 
mentaires de Lorentz pourrait n'etre que le commencement 
dhin de^^eloppement en serie. On pourra disposer des fonctions 
arbitraires de 9 ainsi introduiles dans (16) pour satisfaire anx 
experiences de M. Kaufmann dans Uhypothese d’’ une masse con- 
slante^ et de maniere a sauvegarder completement la relativity du 
mouvement. C’est ce qui sera montre avec plus de details dans la 
seconde Partie de ce travail. 

En resume, au lieu d’une masse devenant infinie lorsqii’on 
approche de la vitesse de la lumiei'e, nous aurions des forces qui 
s’annulent, parce qu’elles se propagent precisenient avec la vitesse 
de I’electron mobile. 

Mais il y a plus : la forme meme de la courbe et Fexistence d’un 
point ou les deviations^', seraient nulles et la vitesse egale a c 
restent douteuses. En effet, posons 


(17) y - 


e Ea 


rn V \ \^c/ 


m = const., 


d’ou la parabole 


^2 ^ e _ 
H2 62 ^ 


4 c2 m- 


tandis que, d’apres Lorentz, pour m— const, on aiirait la parabole 
parailele 

^ e 


Les valeurs de E, H, b etant celles qae donne M. Kaufmann, et 
=:i, 83 o.io% il vient, pour les valeurs recliiites y\ [de 
Eaufinann (/oc. cit,^ p. 529), 

j/' = 0,0160 -h 0 , 556 ^ 2 . 

y calc. — y ' obs. 

o, [ 35 o 

^ 9*9 
0,2400 
0,2890 

0,3359 

0 , 383*2 
o, 43 or> 

0,4735 

0,0252 

La diOereiice entre les diverses valeurs de observees par 
1 . Kaufmann et la courbe qui represented mojenne de ses expe- 
ences est souvent superienre a o,oo 3 o; les erreurs de la troi- 
eme colonne, bien que systematiques, dolvent done elre consi- 
6rees comme admissibles. Celles de la quatrieme colonne, qnl 
arrespond a I’hypo these 

— = 1,780. lo”^, 
m 

expliquent completement par des erreurs d’experience, sauf les 
eux dernieres. Maisil faut remarquerqu’uiie erreur de i pour 100 
ans la mesure ab.solue du champ magnetique, qui peut fort bien 
iSLilter d’une acciinuilation des erreurs que coinportent les diver- 
ts observations necessaires a cette mesure, serait surtout sensible 
n ces deux points et cliangerait leur 7^ de 2 pour 100, c’est-a~dire 
e 0,0034. Ces derniers points n’ont ele observes que deux fois, 
t M- Kaufmann fait observer que Ton est porte, aux extremit^s de 
i courbe ou Tintensite est faible, a pointer le prolongement, e’est- 
-dire la tangente, d’oii resulte une valeur trop faible de y^ , Ces 
eux considerations sufliraient a expliquer les erreurs de la qua- 
deme colonne. Or, dans cette courbe (17), le point critique est, 
on la vitesse de la lumiere c, mais la vitesse relative maximale 


y ' obs. 

I. 

II. 

0,0246 

H-o,ooi 5 

-f-o,ooi4 

0,0876 

— II 

— 9 

o,o 5 o 2 

— 22 

— 18 

0,0645 

— 20 

— 1 1 

0,08 [ I 

— 20 

— 7 

0,1001 

— 25 

— 8 

0, 1200 

— i 5 

-H 10 

0, i 4 o 5 

- 4 - 2 

3 o 

0 , 1 667 

-h 25 

4- 63 


2 C de deux rayons lumlneux dans iin meme systenoe rigide, ce 
n^aurait rien de surprenant dans une theorie qui ne considen 
que les vitesses relatives. 

La deviation magnetique est nuUe en ce point, mais no 
deviation electrique, qui est egale a pen pres a la moitie de la 
geur (o,o3) de la courbe. 

On voit combien est large le champ qui reste aux hypothese 

Remarquons en terminant que la vitesse c joue simplemei 
role de parametre, et se determine pour chaque point de la coi 
au moyen des valeurs observees de y et de ^ ; le resultat est d 
rent selon la theorie adoptee, et Ton pent evidemment represe 
d’une infinite de manieres une courbe donnee par un paramt 
11 en serait autrement si des experiences directes et precises, t< 
que celles qu’ont execulees, au moyen d’oscillations hertzien 
MM. Des Coudres et Wieebert pour les rayons cathodiques, ( 
naient une determination directe de ; mais de telles experie: 
ne semblent pas realisables. 

Les expej'iences de M. Kaufmann s'’ Inter p re lent done eg 
jYient en modifiant les lois acluelles de V Electro dynamiq a 
maniere d supprimer le moiwement absoLu et d rendre la m 
electrodynamique constante. On ne pourra plus, des lors, < 
dure de ces experiences que la masse des electrons est d’ori 
electromagnetique ; mais cela restera possible et F unite des fc 
physiques gagne a cette bypolbese. Quelle que soit d’ailleu: 
theorie adoptee, ces experiences y joueront im rdle tres im 
tant. 


§ 9. — Le mouvement absolu. 

En placanta la base de FElectrodynami(pie et de J’Oplique 1 
pothese de I’ether, on introduit necessairement, au moins poi 
propagation de la lumiere et des actions electriques, un sysl 
de coordonnees ind^pendant de la matiere au sens ordinaire, 
devrait done s’attendre, et Fon s’est, en efl'et, atlendu longtei 
a une intluence du mouvement absolu on mouvement par rap 
a cetelber suppose. On sait que Fexperience a toujours ete n 
tlve. La tbeorie de M. Lorentz rend compte de ce resultat 
qu’on considere les termes du premier ordre ; mais les experie 


de Michelson et Morley, puis de Troulon et Noble etde Lord Ray- 
leigh, qui aaraient du mettre en evidence des efifets dii second 
ordre, ont, conLrairement a la tlieorie, donne egalement des resul- 

tats negatifs. MM. Loren tz et Fitzgerald ont alors admis que tons 

1 

les corps eprouvent une contraction dans le rapport 

dans le sens de leur vitesse v ; on rend ainsi cornpte des effets 
negatifs observes (*). Pour expliquercette contraction, M. Lorentz 
rappelle que, d’apres sa theorie, lorsqu’un systeine de charges 
^lectriques au repos est en equilibre, ce meme systeme, lors- 
qu’on le suppose aniine d’un mouvement de translation uniforme c, 
sera encore en equilibre si Ton modifie ses dimensions dans le 
rapport indlque. Si done les actions moleculalres suivent la loi des 
actions electrostatlques, et si I’on pent faire abstraction du moiive- 
ment moleculaire, les molecules d’un corps solide devant neces- 
sairement prendre la position d’equilibre, la contraction admise 
aura bien lieu. 

11 est evident que cette hypothese bouleverse nos notions surles 
solides. L’invariabilite de certains corps lorsqu’on les Iransporte 
d’un lieu en iin autre, qu’on change leur orientation on leur 
vitesse, nous donne la definition experimentale de la distance et 
des autres grandeurs geometriques. f.es corps dont nous nous ser- 
vons participant necessairement au mouvement de la Terre, il 
existera toujours une infinite de deplacements et de rotations qui 
changeront leurs dimensions; et comme precisement nous n’avons 
aucun moyen de determiner le mouvement absolu qui seul entre 
en jeu ici, ces deformations resteront absolument inconnues. 
Comment definir physiquement la longueur vraie d’un corps? 
L’affirmalion de la realite de cette contraction a-t-elle un sens? 
II resulte des recherches de M, Einstein, sur lesquelles nous re- 
viendrons plus loin, que la reponse est negative. 

La question de stabilite donne lieu a une seconde objection. 


(^) M. Planck a montr^ que, si Ton aclmct que lu densiui de I’^Lker a la surface 
de la Terre cstau moins 5oooo fois plus grande que dans les milieux interplan^- 
taires, sans qu’il en r(isulLc un changement appreciable dans ses propri^les, on 
pent concilier la thdorie de Taberration avec riiypoLhese que rcthcr esL entraine 
dans le mouvement de la Terre {voir Loiientz, Eiizyklop. Math. t. V, 

art. 13, p. io4). Ce serait une proprit^te bien etrange do I’cLher. 


Un systeme de charges electriques soumis uniquement 
forces electrostatiques n’est jamais en equilibre stable, 
est evident lorsque la seule restriction imposee est la cons 
tion de Telectricite : en changeant toutes les dimension 
sjsteme dans le rapport de i a i -}- s, les charges d’elemen 
volume correspondants etant egales, on aui'a execute une d 
mation compatible avec les conditions du systeme ; I’energie 
bera an ^ de sa valeur primitive: I’eqiiilibre n’etait 
pas stable. La sphere, par exemple, est pour im electron defori 
une figure d’equilibre instable, et cela meme si Ton suppose 
MM. Bucherer et Langevin que son volume est invariable ( 
fortiori^ lorsque, comme dans I’hypothese de M. Lorentz, 
restriction n’existe pas. Pour obtenir un corps solide, il faut 
ajouter des forces d’un caractere tres different de celui des f 
electrostatiques, ou des liaisons autres que I’incompressibilit 
enfin des mouvements tourbillonnaires, donnant un equ 
dynamique. Mais dans tons ces cas V explication de M. Lo 
ne s' applique plus^ en sorte que cette explication ne me $e 
pas acceptable. 

M. Poincare a enfin objecte a cette hypothese d’etre incom| 
de nouvelles experiences pourraient mettre en evidence de 
veaux termes, et il faudrait des hypotheses nouvelles si, comi 
doit s’y attendre, le resiiltat est negatif. La question de Velin 
tion complete du mouvement absolu etait ainsi posee, et elle 
traitee par MM. Lorentz (-), Poincare (^) et Einstein (•'‘). 

1 1 n' est alors plus permis de considerer comme ecliappc 
V experience la difference entre le « temps local » et le « i 
vrai)}j ce qui etait un point essentiel lorsqu’on se contentait 
pliquer les effets negatifs ohser^y^es jusqu'ici et quelques i 
analogues. Pour nous en rendre compte, considerons deux ] 
A, B qui se meuvent avec une vitesse absolue constante o di 
direction AB. Une onde lumineuse, partie a I’instant t de A. 


(^) C’est ce qu’a fait observer M. Ehrenfest {Physik. Zeitschr., t. VI 
p. 3o2) : pour la gravitation, I’equilibre serait stable; mais, en changeant 
tractions cn repulsions, I’energie change de signe, I^quilibre devient ins 
( 2 ) Amsterdam Proceedings^ 1908-1904, p. 809. 

(^) Comptes r'endus,t- CXL, 1905, p. i 5 o 4 . 

(^) Ann. der Physik.^ t. XVII, 1908, p. 891. 
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vera en B a I’instant ; elle auraaparcourirl’espace ABh- (z — t’){p 
avec la vitesse c ; on a done 

t' — t= ^ ou t'~ t = 

c c — P 

La diiree de transmission dependra de p, et ses cliangemenLs com- 
portent un terme da premier ordre — AB la correction etant 

precis^ment (aux termes d’ordre superieur pres) celle qii’il faiit 
appliquer au temps vmi pour obtenirle /oca/. M. LorenL2(^) 

a montre que, pour les phenomenes terrestres, cette correction est 
sans influence aucune. En particulier, pour determiner directement 
la vitesse de la luiniere, on est oblige de lui faire parcourir un 
chemin ferine qui la ramene an point de depart; les termes du 
premier ordre s’eliminent alors. Ainsi, dans Pexemple considere, 
si I’onde emise par A est reflechie en B, elle arrivera en A apres 
un temps 



Mats il en sera aatrement pour les phenomenes astrono- 
niiques : dans la determination de la vitesse de la Itimiere par 
des occultations de satellites on n^ utilise pas un chemin ferme ; 
des lors^ la perturbation qu\tp porter ait dans le retard observe 
V hypothese d!une translation d' ensemble du systeme solaire 
par rapport d P ether serait da premier ordre et d! une gran- 
deur obsers^able. 

En effet, le retard d’une occultation pent atteindre — (ou d est 
le diametre de I’orbite terrestre), e’est-a-dire environ i ooo secon- 
des. Une vitesse absolue du systeme solaire (vitesse qui n’a rien 
de cominun avec son mouvement par rapport aux etoiles fixes les 
plus rapprochees) egale a par seconde dans le plan de I’ecllp- 

tique arnenerait une correction de i ooo =0,1 seconde pour 

le retard maximum observe, correction qui changerait de signe 
suivant la position relative de la Terre et du satellite par rapport 
a la direction de translation; les differences systematiques pour un 


(^) Versuclie einer Theorie, etc., p. 82 et suivantes. 
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long systeme d’observations atteindraientdonc 0,2 seconde, quc 
qiii est de Fordre de celles qu’on observe en Astronomie (') 

Si done on ne vent pas admeUre que la vitesse de la lui 
depend de celle des corps qui I’emettent et est purement rel< 
comme toutes les vitesses (et Tiinage ether empeche seule de 
du principe de relativite cette consequence si naturelle), il fa 
modifier la definition du temps. 

M. Lorentz a enonc^ les hypotheses qui permeltraier 
donner aux equations d’un sysleme entraine, ainsi que les ax 
coordonnees, dans un mouvement uniforme c de translation f 
lele a Taxe des la meme forme que dans le cas du rep< 
admet que toutes les masses sont fonctions de la vitesse, abar 
nant ainsi le principe de la conservation de la masse (-). 11 
aussi, comme nous I’avons expose, supprimer la notion de < 
solide et introduire une definition nouvelle du temps; ce se 
variable 



qui jouera le r61e du temps dans les equations. 

Le temps ainsi defini ne satisfait presque a aucun des axi 
imposes a la notion de temps dans le sens ordinaire. Deux € 
ments simultan^s pour un observateur A, mais ayant lieu e 
points differents, ne sont plus simultanes pour un second obs 
teur B en mouvement par rapport au premier : la simulia 
de^ient une notion relative. 

Deux temps egaux pour V observateur A ne le seron 
pour B. 


(‘) Ea supposant les lois de la gravitation modifi^es par le mouvement ( 
les lois de PElectrodynamique, les corrections ne seraient quc du seconc 
et ne pourraient annuler cc tertne du premier ordre. 

(^) Le mot masse n'a, dans les theories de MM. Lorentz, Poincare et Ei 
plus de signification precise : le nombre qui la represente d6pcnd du r 
ment du systeme de coordonnees, mouvement qui reste absolument arbi 
Mais la force depend aussi de ce mouvement, et ce ne sont pas les deux mi 
de I’equation 




La regie du paralielo gramme des vitesses nlest qu^appro- 
chee : ainsi, et etant les vitesses de deux corps qui sc meuvent 
en sens inverses, par rapport a un premier sjsleme de coor- 
donnees, la vitesse relative du premier par rapport au second, 
c’est-a-dire celle qu’observerait un observateur entraine dans le 
mouvement du second, n’est pas r — c', mais 

1 -i- — 

c'^ 

elle restera constamment inferieure d la vitesse de la liimiere. 
Pour deux rayons [3 emis en sens inverses par un grain de radium, 
chacun avec une vitesse de 260 ooo^"' par seconde, la vitesse 
relative sera non Sooooo^™, mais 294000^”^ par seconde. 

Les mots « vitesse », « temps », etc. ont done acquis une 
signification bieii difi'erente de celle qu^ Us ont habituellemenl., 
et rCont plus qu\in sens tout relatif. 

L'etber, dans cette Cinematiqiie nouvelle, ne jouera plus aucun 
rc)le, puisqu’il ne nous fournit meme plus de systeme de coordon- 
nees absolues. Mais cette conception nous aura obliges a remplacer 
les axiomes simples de la conservation de la masse, de I’invaria- 
bilite des solides, du parallelogramme des vitesses, etc., axiomes 
c[u’il ne faudrait, semble-t-il, abandonner qu’en dernier lieu, par 
des relations compliquees qui presentent a Fimagination des diffi- 
ciiltes tres considerables (analogues a celles qu’oflrent, parexemple, 
des espaces courbes a trois dimensions), et que nous ne pouvons 
traiter rigoureusement^ en general, que par des considerations 
analytiques. 11 faut ajouter que cette theorie n’a ete presentee par 
M. Lorentz que sous toutes reserves. 

M. Einstein ( /oc. cit.) a presente les memes resultats sous une 
forme diff^rente. 11 admet a priori.^ pour la vitesse de la lumiere, 
une loi qui comporte naturellement une large part d^arbi- 
traire ; la comparaison avec celle que nous adopterons dans la 
seconde Partie de ce Memoire le montrera suffisamment. Elle con- 
duit, avec le principe de I'elativite, a une definition de la siniuL 
taneite de deux evenements en des points differenls, dont il fait 
une notion relative, et plus generalement de la Cinematiqiie nou- 
velle dont il vient d’etre question. La simultaneite entrant dans la 


definition de la ioiigiieur d’un corps mobile par rapport aux rep 
fixes d’un metre etalon (puisqu’il s'agira de pointer simulu 
nient les deux extremiles du corps, sinon celui-ci se deplaci 
dans Fintervalle), ce corps semblera d’une longueur differen 
un observateur au repos, selon sa vite'sse plus ou moins gn 
(bien que sa longueur vraie soit restee invariable). On evite i 
Jes contractions admises par M. Lorentz, ou plutot, on voit 
leur realite n’est qiFune question de definition. 

M. Einstein verifie que les equations de Lorentz sont ainsi 
dues independantes du mouvement absolu, et que la loi ad] 
par lui pour la propagation de la liimiere est bien en harm 
avec les equations. CelJes-ci, dans la mesure ou elles enon 
cette loi de propagation, deviennent ainsi superflues; de plui 
raisonnement ne demontre nullement, comme Font cru quel( 
auteurs, que ces transformations soient le seul groupe qui b 
invariantes les equations de Lorentz ; ce probleme releve pi 
des methodes de M. Poincare {loc. cit.). 

M. Bucherer (^) a ete amene, par des considerations sur la i 
tivite des mouvements, a abandonner la notion d’ether: (c 
equations de Lorentz devront tou jours etre appliquees en su] 
sant le systeme de coordonnees au repos par rapport au poii 
dont on etudie le mouvement. » M. Bucherer ne considere qi 
cas de mouvements uniformes ; Faction d’un electron anime d 
vitesse relative ii = par rapport a P sera, d’apres la 

mule (i3) (ou Fon pose (’=: o), donnee par la formub 




ee’ cosp^ 




Pour deux courants fermes, on vdrifie facilement [voir secc 
Partie) que les termes proporlionnels a seuls jouent un r6 
Fexclusion des accelerations que nous n’avons pas prises en cc 
deration, et des termes en : c’est d’ailleurs ce qui doit 

ver si Fintensite de la force est proportionnelle au produit 
intensites des courants. L'action de deux elements de courant 
sur Fautre sera des lors 


it ds ds' 


cos(p, x) [ — cos{ds^ ds') 3cos(p, ds) cos(p, 


(*) Physik. Zeitschr., 1. VII, 1906, p. 553 . 
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Les hypotheses d iVmpere sont verifiees : I'aetion est parallele it 

llgne de jonction p des elements ; mals la parentliese devrait 
re 

2 cos(r/^, ds' ) -i- 3 cos(o, ds)cos(p, ds' ). 

U hypothese de M. Bucherer est done inconciliable avec les 
is des courants fermes. 

Cela tient a ce que la notion de champ cesse d y etre applicable. 
Nous sommes done ramenes aux hypotheses si compiiquees qiii 
It ete exposees. Remarquons, en terminant, que ces complica- 
Dns interviennenl non seulement aux grandes vitesses, maisaussi 
ms Fexperience de Fizeau sur I'eiitrainement des ondes, par 
leinple. En efFet, d’apresle principe de relativite, un observateur 
itraine dans le mouvement de translation d’un corps Iraiisparenl 
ouvera, pour la vitesse de propagation des ondes dans ce milieu, 
meme valeur que s’il etait an repos (la periode etant supposee la 
erne, on la dispersion negligeable). On en conclurait, dans la 
inematique ordinaire, que les ondes sont totalement entrainees 
ir la matiere. II n’en est rien, le terme vitesse a un sens nou- 
:au, et, en realite, la demonstration de Lorentz continue a s'ap- 
iquer ; on retrouve le coefficient de Fresnel. 

§ 10 . — Resume et conclusions. 

On salt que Tether n’a ete, d’abord, qiFundes nombreux Iluides 
5 la Physique ; mais, les experiences nouvelles ayant montre a 
resnel que les ondes lumineuses etaient transversales, il fallut en 
ire un corps analogue aux solides elastiques. Mais alors, com- 
ent les autres corps peuvent-ils se mouvoir a travers lui sans 
)rouver aucune resistance appreciable? La question etait d’autant 
us difficile que le probleme de Faberration obligeait a admetlre 
le Fether ne participe pas au mouvement de translation de la 
erre, en sorte que tons les corps sont constamment traverses par 
1 courant d’ether de 3 o^"" a la seconde, dont Feffet est nul, mal- 
'€ la rigidite de Fether. II faut aj outer que Felasticite de ce corps 
it bien singuliere, puisque sa resistance a la compression serait 
ille, ce qui ne saurait arriver pour un solide fini. On pent, il est 
*ai, recourir a Felasticite rotationnelle de Lord Kelvin, en ayant 
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ik lie fias ienir compte de la perturbation qu'apporterait da 
le liter Aiiisuie iiigenieux le passage brutal d'un corps anime d’u, 
de do*"" par seconde. 

ont auginente lorsque, Tidentite de ia lumiere 
nsi illalioas tdcclriques etant demontree, ilfallut etendre ce sj 
If lue iFexplications a Thdectromagnetisme tout entier : M. Poi 
* .ire ’ a expose quelques-unes des etrangetes auxquelles on < 
mmi roiidiiil. D'ailleurs FexperieMce serefusait a accorder ^ Teth 
I etie propriele priinordiale des corps : le mouvement. Les exp 
riem es »le Fizeau » interprelees par Lorentz), de Lodge et d’autr 
rjuM onlajeiit dans leurs resultals iiegatifs : Tether n'est entraine 
I <ir le liiuineiiienl de la maliere, ni par celui des corps electris 
uii niat^iielises. ni par les courants, etc. L’hvpothese meme de te 
iiioineiiieui> lie jicrinit [las d’obtenir une explication rnecaniqi 
de rEltfirodviiainique. On se resigna a admettre le repos abso 
de l ellier: Tliyputhese d'une compenetration complete perrc 
ddniU r la difficulte relative au mouvement des corps a trave 
I rilier. Ceiui-ei est devenu re tjoe M. Drude appelle un « espa< 
pliv>icpie > : il est le siege de Tenergie electrique et magnetiqu 
et tie" polarisations : il fournit iin svsteme de coordonnees ind( 
peiiilant de loute matiere, et auquel doivent etre rapportees h 
eqiialions de Maxwell et Lorentz. 

Cest deja beaucoup d'abstraction. Cela n'en est pas encoi 
as^ez. Ell rtret, d'apres ces vues, i'ether pourrait encore 6tre 
>iege tie phthiomenes independants de la maliere, et ainsi man 
lesler srui existenc e. Il n'eii est rien ; et, pour Texpllquer, il falh 
line iioiiveile livpothese, ecartaiit toute onde qui ne divergera 
pas d'uii element de volume materiel. Le rule de Tetlier est encoi 
reduil. On a vii que, des lors, on pent laisser completement c 
c ole la iioiion de champ et la consideration de ce qui se passe dai 
I ether, et s en lenir aux actions elementaires des charges les um 
siir les aiiires t exaclement comme dans les anciennes theories d 
liaiiss, \\ eber, Riemann et Clausius, mais avec un temps delrani 
Jiiissi«)n lini). On exprime ainsi les memes fails, mais en y con 
preiiaiit 1 hypothese sur ia divergence des ondes et Tirreversibilif 


i hkctndie et Optique, 2® edition : A propos de la theorie de Larmo 

p. j;; el suivaates. 
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la consequence, et que les equations aux -derivees par- 
t impuissantes a exprimer. L’ether est devenu un sys- 
)orclonnees absolues, une abstraction mathematique ; les 
aux derivees partielles, une construction mentale inter- 
jui, toutefois, ne se suffit pas a elle-meme. 
ze fantome d’ether liii-meme n’a pas supporte le controle 
‘ience. 11 semble bien acquis qu’on ne peut inettre en 
e mouvement absolu. On a vu a quelles hypotheses, bou- 
tons les principes de la Physique, il faut avoir recours 
re compte de ce resultat. La seule conclusion qui, des 
emble possible, c'est que V ether n^existe pas^ ou plus 
nt^ quHl faut renoncer a se serx^ir de cette image; que 
nent de la lumiere est un nioiu'ernent relatif comme 
litres^ que les vitesses re.Latwes settles jouent un role 
\ois de la nature; enfiii^ qtdil faut renoncer aux ec[ua- 
' derwees partielles et d la notion de champ ^ dans la 
u cette notion introduit le moucement absolu. 

! je I’ai dit dans I’Introdiiction, cette conclusion, trop 
negative, a besoin de deux complements : une image 
ur le nouveau mode de mouvement de la lumiere ; la 
ition qu’une theorie satisfaisant a ces principes est pos- 

ude que nous avons de « substantialiser », si j’ose m’ex- 
isi, habitude a laquelle on doit les anciens fluides calo- 
Lgnetique, etc., et le nouveau fluide energie, rend, en 
ispensable I’introduction d’une image qui nous rende 
3 ce que sont devenues la lumiere et les forces electriques 
lyant quitte un corps, elles n’agissent pas encore sur un 
le th6orie qui n’admettrait pas une telle image seraitcon- 
ir beau coup comme introduisant des actions a distance 
nt retardees. De plus, comme Pa fait remarquer M. Poin~ 
enceet Hypothese^ p. 199 ), et c’est une des raisons qu’on 
quer en faveur de Lexistence de I’ether, la Mecanique 
I’etat d’un systeme ne depende que des etats immediate- 
^rieurs ; il n’en serait plus ainsi si Ton supprimait tout 
aire. A vrai dire, on ne sauve ainsi qu’une convention, 
mt-etre pas une utilite extreme. On a vu qu’on ne peut 
Liner arbitrairement I’etat initial de Fether, qui doit satis- 
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, ^ •I*'" |iult^ii! it*!'; relariies: c est-a-dire qoe la coi 

. 5. ^ a 4,, |H*iid.uit till ieiaps lirii n'e.-t pas evitee efiec 

ii4 li .ruJH* fjarl. la pressitHi (;|irexerce ia Iiiiiiiere sur 11 
:a:r . ni-iJit- it* \ide, par e\eiiipie, an conlraire a Fegaii' 

U' i rl dv h rtNttiitm appliiftiee a la maliere seule. li faiidj 

IViuT^ie ravoanaiite pour sauver ce prii 
:= ,|J»' ^4 , ,-iui dr- «;Mii>.er\aiiuii de fenergie lorsqu'il s’aglt d’u 
d^dii it* r.iVitniieiiit*iit iie rencontre pas d'obstacle materi 
Jio,-. dirr‘Clion>, cl dont Fenergie ne pent, par const 

jijuai-rl p<ir aunin iiioveii elre recuperee eo enlier. G 
Miiiupt's -crniil alofs, cn parlie du moins, deveniis des conYei 
p».t)ir b* plus grand avantage de I'economie de noti 


DEUXIEME PARTIE. 

^ I — r<;iN-|DtK VriONS GENERALES. PROPAGATION DES FORCES. 

IIaii- rettc deuxiciiie iAirtie, je me propose d etudier la formu 
Ics ebnaentaires, a laquelle, comme on Fa vu, se reduite 

dermere analyse ia iheorie matheniatique de Lorentz, et de moi 
irer !|ii on en |ieia elimiaer le moiiveinenl absolii et qu’on pent 
g^mera!i-»tT coiHiderabiement sans cesser d'etre en accord avf 
I e\perieiice. J'adopterai sans changement les hypotheses ph^ 
-iqiMs de M. Lorentz : nature de i’electricite, du courant c 
r.Hi iiiflion, lies tiitdectriques, etc., et specialement le principe c 
iperposilioii, t|ui enonce I independaiice complete des effets d< 
di%ef'^-es charges qui coniposeiit un svsteme (/ ). 

Lour rela. je serai oblige de proposer pour la propagation d( 
aflioii^ eieetrodynamiqucs une image nouvelie ; mais, ainsi qu’il 
t ir dll dans I liiiroduction, je n'en tirerai pas toutes les cons* 
iiurnces. lie me proposanl ici qu'une oeuvre de critique. 

I., ae preiiiiere consequence du principe de relativile est imm< 
diate. Dans la tfieorie de I ether, un point materiel P au repos p; 


\ ae-s rii!>ii%eiiierus de 1 ether pur, ce principe n’est pas rigoure 

4 id theurie de Hertz, et il y a cerlainement des reserves a fai 
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pport a ce milieu pourra emettre des ondes d’line vitesse radiaie 
nstante et qui formeront a chaque instant unsysteme de spheres 
ant P pour centre. Si P est anime d’un mouvement de transla- 
)n, les spheres, an contraire, deviendront excentriqnes, chacune 
rdant son centre au point Pi de i'ether qui coincidait avec P a 
nslant de remission. D'apres le principe de la relativite, au con- 
aire, si le mouvement de translation est uniforme, les spheres 
jvront rester concentriques, comme au repos, et le centre sera 
ujours P. Lorsque le mouvement ne sera plus uniforme, le prin- 
pe ne suflira plus a determiner le mouvement des ondes. 

Deux manieres de se representer les phenomenes, deux images 
stinctes, ont successivement regne en Optique : celle de Pemis- 
on (la lumiere se meut) et celle de Tether ( la liimiere se pro- 
:ige) (^). La seconde introduit le mouvement absolu, tandis que 
premiere conduit pour le mouvement de la lumiere dans le vide 
Lactement a la loi qu’exigele principe de relativite ; les particules 
imineuses expulsees en tous sens a I’instant t se mein^ent avec 
ne vitesse radiate constante et remplissent constamment line 
ihere dont le centre est anime da mouvement de Lranslation 
qu avail P d P instant de remission ; si (p est constant^ ce 
intre coiitinuera done de coXncider avec P. 

C'est celte image fondamentale seule que nous emprunterons a 
L theorie de remission. Inutile d’ajouter que ces particules doivent 
:re considerees uniquement comme une fiction, d’ailleurs com- 
Lode, et qui a I’avantage de nous conduire, comme on vient de le 
air, a enoncer pour la vitesse de la lumiere dans le vide une loi 
recise meme lorsque la vitesse de P est variable et que le principe 
e relativite ne suffit plus. La vitesse de la lumiere depend done de 
die que possede le corps qui Pemet au moment de remission ; a 
artir de cet instant, la vitesse des particules reste invariable, quel 


(^) Selon les sigms semibles par lesquels on definit I’identiLe d’une particule 
un corps conLinu avec elle-meme pendant le mouvement, celui-ci sera dit 
mouvement reel » ou « mouvement de propagation ». Ces signes sensibles 
isani defaut pour la lumiere, on ne voit aucune dilference reelle de sens entre 
5S enonces : a La lumiere est projetee » et « la lumiere se pro page ». 11 n'y a 
a’une dilFerence de langage, ou, ce qui revient au m^me, une difference dans 
Linage sensible que nous evoquons pour nous rendre compte de nos sensations. 
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, ithni,v:miil iilleneur de l\ inenn^ lorsqiie ies par- 

; pondfh’ah^es ou u^es char^^es elec- 
J .1; dil -liJi- riiilrodu<*tion que cette hv|iothese n'est 
>•' : pjjt/ par le priocipe <ie superposition, el 

»,; 5 r. ^ de r’artioii et de la reaetion: niais Favantag-e de 

i que possible ies hvpothrses correspondantes 

!e \I i,ureE!/. dsiil Li faire preferer pour !e but que je me pro- 

| = l.i, 

j*iuiei!rMU- de plus fpie Factiun de P sor iin corps P’ ne 
d 1 pi«*^ d»‘ h viies^e. de la disposition, etc., des particuies 

^ {Q!*.*-, pi; Pel ai.cii alleiot P" a Fiiistanl cuinsidere. 

^ >:-jrr.o! eiiereiier a reodre coia|Ue des phenomenes au 
.r< 1 1 ijoij- iiieeaiiiques exercees |Uir CCS parliciiles, mais les 

Mil i MXvpO'ile^ esl coudiiil ainsi iii'oiil paru insormon- 
^ \ i lieu ile ciierclier, r?ar de^ masses irivisii>les », des 

1 i jii- , a CHiiser\er le scbema de la Mecaidqiie elassiqne, 
pirefei'e mlmre dau^ la mesure da possil'de les hy|H‘)theses a 
Pire. aeiiiode rluiitl le? avanla^^vs. au point de vue de la logirjiie et 
ii*r‘ Li “d srli^ seeupeiiseui cerlaineiiient ceiix que |.)resentent les 
iiirr'.'iiiiques de Maxwell. On verra d'ailleors qoe la 
peui se deiiuire, coniine daus la tlieorie de 
\L Ltc'eriii, d aefjuii.s purernent tdeciriqiies, et que, d'aiUre part, 
L-s llieone esl applicable a la gravitation, et. peut-etre, aux actions 
; idle engloberait douc la mecanique ciassiqiie, et 
Jt*. i eiiCJgie cinetique et Fcnergie potentieile d'une 

meiic-.- -ourre. iJaiis ces conditions, il est plus satisfaisant, au 
puiM de ^ at' lo,:iqiie. de lie taire usage dans les hypotheses fonda- 
liieiililes ipie tie CMii^ideralions cineiiiatiques ne comportant que 
ii-u, lie l^eiips. d «^'Space el de charge eiectrique. 

1 dont: que tuit point electrise emet a chaqiie instant 

? I d le> »iireclions des particuies iiclives inimimeot pelites, 

iiiisii '•■** li uiip iiieiiie viiesse radiale c a Forigine, et coiiservanl leur 
ijM!J Iren •'ill iiiiilurine quels <|ue soient les corps qii'elles ren- 
• -.inMruii ’ : I ciiseiiilde des particuies cdnises a Fiiistaut F par un 

1.1 4 tUroiu' Tii * -!erne 4 e la dispersii^n et la theorie de Loreotz foot cette 
lUiaaiieioent de vilcssede la lurniere daiis les divers milieax 
, .miiiit' le icsullai d interferences el de phenoinenes de resonance 
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ptiiut iiioliile P lie coonfuiiiiee'^ ^ y ' ^ P. furiiierd 

a eliaqiie ifislani posierieur f one spiien* ile ravun 

I ^ /• — f- t — t' ]. 


f^e centre* de celie sphere, qai eoniinue a se iiioinoir avec L-i 
vilesse i*' = i /’i qii’avail P’ a i'instant t\ a pour eor>rde>iiiif'Os 

f — f t‘ >. 

L'ee|ualisui tie la sphere sera done 
{ I f ! /■'- = [ r — y — i f — t' ^ V c i" 

„ [y j2_ ^ j2. 


Si .r', j''. soul des fonetlons connues de t\ on dediiira de ees 
deux equations rinstant d'eniissioii / d une onde rpu afteint un 
point P doniie, de coordonnt’es x, r. z, a I’instant /. «jii. ce qui, 
d'apres i 1 o re\ient an ineine. le rayon /• de la s]»here ipfelle forme 
a cet instant et qiii est doiine par 



Dans la tlieorie de Lorentz, et en choisissant un systeme decoor- 
donndes immobile par rapport a Tether, on aurait, au contraire, 
les equations suivantes : 


, Iff » 


c'^if — 


f,!=K!= 

0=-='('-OT' 


L'hypothese nouvelle introduit une sjmetrie complete lorsque 
les deux points P, P' sont animes chaciin d'une vitesse urn- 
forme: r sera, dans ce cas, la distance reelle des deux points d 



r rii I’ ♦’! 1^ . li -i’eii e^l |*ii< ain^i dans !a ihecii 
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L .n, apH ’i"r-! pas Ir v/A> la iiieorie de I.orentz. ^ 
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-jiIj*- rieui'e a eelie de la Iitmi/'j’e pour i|iriiii plieiioniene analog’ 
-e nrodui'-e. 

>..,3enl a-,. == — . irv, 41;^ ~ — i\\ les accel 
ralieui- de>' points jyz. .r'vz : soient de plus 

: f . ■ r- — 4'"^ f ^ = C\ — e'-i Uc = i'z ^'z 

le- »'Hiu|'ajsanies de la vite>se relati\e dii point Pt ) et ( 

eeiilie 1. tie la sphere einise par P' et atteignant P en ^ : si le mo 
\f!io'ril de P' e-l unilurine. ce sera sirnpiement la vilesse rekti 
»i P r* I l-\ 

l.e %ei triir /*. don! les eoinposanles soiit 
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La position el le niouvement relatlfs de la sphere eldu point P 
>ont d'ailleurs dtHerniines lursqu'on se donne i\ iir et on, ce 
|ai revient an meine, i\ et L - : il n’existe pas de coiiihinaisoii 
les vecteurs i\ lu indr*peiidanle de ia position absoiue dans Fes- 
pace, qui ne s'exprime par oes trois quantiles. 

On peut reinarquer que, pour un observateur place en P et |iar- 
[icipanl au inoiivement de ce point, ie rapport de la distance nor- 
niaie de deux positions successives de la sphere, divise par ie temps 
dt. c'est-a-dire ce qui correspond a la vilesse de propagation de 
Fonde pour cel observateur, est preciseiuent hr- 

Eniin, si Fon admel que le nonibre de particules emises par un 
centre charge dans le temps dt' est proportionnel a sa charge e’ et 
a dt\ ie iiombre de particules siluees dans un element de surface 
dS de la sphere sera iiidependant de ia position de cel element et 

proportionnel a Si deux spheres emises en et h dt’ se 

trouvent a la distance normale dn au point et a idnslant t. on 


aura 
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Le nombre de particules comprises dans [’element de vc 
db da est done proportionnel a — -^^dn r/S, et la densite I 
— en desigiiant par — ea le facteiir universel de pri 

tionnalite. Comme r = c{t — t')^ on a done enlin 


D = 


ae' dr 

7^ la 



dr dr ^ 

— C0S(/-, 7) H-—cos( 


Or 

~ cos(/*, z) 


Ij’eqiiation (II) definit r en fonction implicite des variabl 
r, qiiand le mouvement de V’ est donne. On a, en la 
rentiant, 
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dx c 


dr 


— ( /VH" ce' /’y-H tel ) -- 


();r 


d’oLl 


= r cos(r, .t) -f- 



dr 

dx’ 
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dr 

dx 


COS( X ) 


/’iV,. 


en sorte qn’il vient 


dr 


( 5 ) 


dr I 

d/i nv',,’ 


1) = 


((e' 



€t, de meme, a des tennes d’ordre sn[)erienr pres, 


^l = cos(r,,r)-,-». 


vff* 


Les derivees de r, D par rapport a r. z inlroduisent doi 
accelerations. 

Considerant comme fonetions de /, il faiit noter ei 

]a fonnule 

« — Hr 

dt' ^ c r dr 

(it I — /ar;. a dt 

^2 


(6) 
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SUR L'ELECTRODYNAMiQl'E GKXERALE. 


§ — L\ FORCE ELEMEXTAIHE. 


On a vu que la tlieorle de ijorentz s'exprinie. en ana- 
lyse, par I’enonce d’une loi elementaire d’aclioii eiiire eie- 

merits de volume charges. Ln corpuscuie moLile P x , i* . ^ . 
portant la charge e\ exerce siir iin autre P de charge e place eii x. 
y, 5 line force qul depend de la vitesse r de ee dernier, de la direc- 

X — X I Z ^ 

tion cos(R,.r) = ^ -? ... el dii rajun Pide Toiide eiidse 

par a F instant t' = f — et atleignani P a I’iiislant / : eiitiii, «!e 

la vitesse c' et de I'acceleration tr' de P eii l . On a. le sysirme de 
coordonnees etant au repos par rapport a Felher, 
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X — x' \ 

f' HI 

f 1 
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\r - y 1 

d/1 
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r . R- p 


equation qui definitR en fonction iinplicite de x. z. t lorsqiie 
les fonctions x = P, z' sont donnees. On eii coneliil 


( 7 ) 
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— cos( R, .r) -H — cos(R. y > 
dx dy 




— cost 
dz 


R. * 


I 



equations analogues a ( 4) l^)* 

La force elementaire, dont I’expresslon a ele donnee par 
M. Schvvarzschild (') pour le cas de deux electrons de diamare 
negligeable par rapport a leur distance, possede uiie composante 
parallele a R, une autre parallele a i>', et une troisieme a w , el 
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Les equations clu mouvement sent 

iY\) F,>, m/(Oy/= V F/v, B/-, 


la soinme elant etendue a tous les electrons, et plus generalen 
d'apres le principe de d’Alembert, 

( V« ) V Fix) ( miWyi — ^ ^7^ 

“^2 o-/= o. 

Nous nous proposons, en conservant les equations ( V^) et ( 
de modifier Fexpression de F de maniere a en eliminer le moi 
ment absolu. Celui-ci y entre explicitement par les vitesses al 
lues Vj r' et implicitement par la loi de propagation. 

Dans les vues generales exposees plus haul, le principe de 1 
possibilite de Paction a distance s’exprimera par la condition 
F ne depende que de la disposition et de la vitesse des partic 
aiitour de e, e’est-a-dire des vecteurs U, r et de D, ainsi que 
derivees premieres de r, D par rapport a Xy y, Ges deri 
introduisent, comme il a ete dit, Pacceleration tv'. D’autre pai 


esl naljirel de coiisiderer F coinme projjijrlioiineile ;i la densile li 
des parliciiles pres de e el a la charii'C <?: on pourra don^*, exacle- 
Mienl comme dans la fornuile de l.orenlz, decomposer I'' snivaiil. 
les direclions f\ U, kv' et ecrire 


Fa. = ^ D[ Ai cos(7\ x) Bi Ux-r- Cl ], 
F_v = eD[ Ai cosf r, y ) -+- BiUy — C| tr;. ], 

F- = . . . . 


Les quantiles A,, C|, qui soul independanles du svsteme de 

coordonnees, ne dependent, par liypotliese. qiie <le r. L*, L/. 
Comme, d'ailleurs, L.r = ccosy,x — et que L-, LV s'exprijneot 
lineairemenl par u-, u, ^ on pourra egalemenl ecrire 

^ Ur l(r. 1- 

F^. =: e D A.> cos ( r, X} H- B 2 — — Go L b v = • • - • 


oil Ao, Bo, Go sont fonclions de Ur] nous les supposerons inde- 
pendantes de /*. De plus, ces expressions devant contenir les viles- 
ses c, u sous une forme liomogene, on pourra, pour les vitesses 
relatives pelites par rapport a celle de la lumiere, ecrire (/?. m, p 
etanl des exposants convenablemenl choisis ) 


Aofc, Ur, U-) = c*"A.> ( I, 

\ 

= c"(aJ 


Up 

lf.2' 

’ c 


+ A', 
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a;, 


A', ■ 


C,= c/-(Ci +...)• 


Bien que cctte hypothese ne soil pas indispensable, nous sup- 
poserons que, si I’on change le signe des vitesses, A,., Bj, ne 

changenl pas, c est-a-dire qu elles sont ionclions p^/</e.v de-y, 
les developpements ne conliennent pas de puissances inipaires 

J Up 

de — 
c 

Reinplacanl D par sa valeur (5), el disposanl de quelques-uns 
des coefficients A;, B',., C;, nous pourrons enfin ecrire sous la 
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on k, ?/,. sonl des coefficients qui resteront arhitt 

dans friai aciuel de V experience ; ce qui implique qiie o 
simi des fonctions presque inconnues. 

I.!‘> lorilies cruii ordre superieur au second nejouent de ro' 
daii^ hi pre'^ioa do la luiniere (qui esL dudomaine deFOptiq 
pai’ rou>equeiiL ne nous occupera pas ) et dans I’etude des r 
i dll nidiuiii. II n'osl pas etonnant, des lors, qu'ils soient mal i 
iiiiiios. Mais on verra meme que les tenues du second ordre, 
dependent les phenouieiies eiectrodynamiqueS;, ne sont pas 
reineni detenidnes par i'experience : ia quantile Krestearbil 
La iWniole proposee est done suffisaniment generale pour . 
que iiuus nous somnies propose. Eiie n'est pas la plus gener; 
la eoiisideration de mouvements rotatoires des electrons sera 
simple -■'Ous divers rapports. 

Lrs ei|iiatiuiis du mouvement seront encore ( V) et ( V^). 
le eas >i:4naie precedemment ou des ondes emises en des in 
ditlereiits par le meme electron e' atteignent simultanement 1 
Iron e. il faudra. dans les sommes tenir compte di 

Cline de ces aclions. 

Pour muntrer que la llieorie nouvelle rend efFectivement c* 
de Ions les iaits connus du domaine de rElectrodynamiqi 
coiisidererai d abord le cas on ies vitesses et les acceleration 
relativemen! petiles ; il en est ainsi, en particulier, pour to 
plieiiomenes appartenant au domaine de I’Electrodynainique 


? fait qiie 1 on pent deveiopper loiite> les fonetions de h forme 
f ^ — " I T jo lien t im role en series tres converi^'eiiles pi’oce- 

ant suivant ies puissani^es de ^7 el ne prendre qiie les premiers 

grilles. Ce soiit la ce que j'aj.5pelierai les phthiomenes a rariatioi? 
ente. 

En second lieu, je considererai le cas d'aceeieralioiis qiiel- 
onques, a\ec des vitesses Ires petites par rapport a c : c'esl celiii 
es oscillalions hertzienn.es et, jusqira an certain point, de FOp- 
ique. 

Enfin, lorsque les vitesses sont comparables a c, mais qiie les 
ccelerations restenl petites, on est conduit aux experiences de 
I. Kaiifmann sur les rayons 3 da radium. 

Tons les phenomenes electriques observes jusqu'ici appar- 
iennent a Fane de ces categories. 

On sail que la loi de la conservation de Fenergie sous sa forme 
lassique \\ — const, n'est plus applicable cjuand il y a rayonne- 
aenl; il faut avoir recours a Fimage d’un /hade energie, ou con- 
iderer Fenergie vibratoire perdue par iin corps lumineiix on un 
xcitateiir liertzien comme projetee dans Fespaceavec la vilessede 
a lumiere et lui attribiier une quanlite de mouvement selon ie 
heoreme de M. Poincare. De la aux idees que nous a\ons expo- 
ees ici, il n’j a qiFiin pas. Mais, en abordant ce sujel. je depasse- 
ais le but purement critique que je me suis propose ici. Je me 
jornerai done a montrer que les forces et les mouvements, et, par 
onsequent, le travail, sont bien les memes que Findiquela tlieorie 
ie Maxwell, dans tons les phenomenes observes jusqiFici : la loi 
le Fenergie, dans la mesure oil elle a ete verijiee dans ce do- 
naine^ en est la consequence. 

Avec le principe de Fenergie, le principe de la moindre action 
le Mauperluis, qui suppose Fequation de Fenergie sous sa forme 
dassique, cesse d’etre vrai en general, de meme que les equations 
:anoniques et Fequation aux derivees partielles d’Hamilton-Jacobi, 
:t rien ne porte a croire que le principe d'Hamilton echappera a la 
egle generale. Pour qu’ii fut applicable a la formule ( \ I ) il fau- 
Irait, comme onle voit sans difficulty, y introduire un terme con- 
enant Facceleration de e’est-a-dire une reaction d inertie depen- 
lant de la disposition des charges exterieures. La formule de 


Weber conlenait un lerme de ce genre el Helmholtz ( ^ ) a i 
ies consequences inadmissibles qui en resultent. Pour un el 
isole, pour lequel ~ = i,8.io" environ, mobile a rinterieu] 
sphere creuse chargee, tout se passe commesi la masse etail 
nuee proportionnellenient au potentiel de la sphere, et t 
zero pour u5.io'^ volt (positifs) environ. L’acceleration d 
dralt alors infinie, et ]’on voit que Texperience ne presenter 
trop de difficultes. En Optique, et pour les vibrations spectr; 
la reaction d’inertie joue un role essentiel, Tinfluence des c 
electriques des appareils sur les proprietes optiques et la p< 
des raies dans le spectre, qui resulterait de I’introductioi 
tel terme, serait absolument contraire a I’experience. Ce nh 
lorsque la ibnction de Lagrange depend lineairenient de la 
c de e, comme c'est le cas dans la tlieorie de Lorentz (-), q 
consequences sont evitees : mais ceci exige I’introduction di 
veinent absolu. Le principe (L Hamilton devi'a done egal 
etre ti'ansforme lorsqu'on ne considere que des vitesses 
tii'es. 

Les equations du mouvement que nous avons ecrites sc 
second ordre, comme celles de la Mecanique ; mais, a ca 
rargiimenl t — elles sont, en menie temps, des ecpiatiom 
tionnelles, et cette forme mixte tres compliquee n’est pei 
pas definitive. 


Phenomenes d variation lente. 

§3. — Calcll general des forges. 


Nous aliens transformer Texpression de F en partant de 1 
these que les developpements 


( 8,1 




( ) H. V. Helmholtz, W^issensc/iczy^i. Ahha/ict, , t. I, Leipzig, 1882, p. 5 

656. 

{ ) Voir la formula (XVII) de la premiere Partie, due a M. Schwarzsc 
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sont tres convergents, et nous nous proposons de calculer F aux 
termes du troisieme ordre (en pres. Designons par p le vec- 
teur de composantes x [t) — x' (t), X (0 — X' {^)’> ^(0 — 
c’est-a-dire la distance actuelle des deux points electriques, et 
soil toujours Ap la composaiite d’un vecteur A dans la direction p. 
On aura, d’apres ( 2 ), 



= xit) 

= r ( 0 — y ' ( 0 i t). 
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d’ou enfin 
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= [P.^(<)-l'i(<)] COS(p, X)-^[i>y(,t)-V'y{t)] COS(p, JK) ■ 
-+- [v~{t) — v'. (<)J COs(p, z) H- £ «''p(«) 



?,v'(f) = (;p-pp 
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Les expressions i/-, n’entrant dans F qu’avec le facteur 
leur d^veloppement s’arretera des le premier terme : sera le 

carre de la vitesse relative actuelle des deux points, soil 


[.^(0 - [e^(0 ~ 4 ( 0 r-+ K (0 ” ( 01 ^ 

et 




Toujours en negligeant les termes qui, dans I’expression (IV) 
se irouveraient multiplies par — > il vient finalement 


ee’ \ . T ^ 

Fx= — ;COS(p, [i — - — 


3 — /c 
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ou, repetons-le, toutes les grandeurs doivent etre prises a 
tant t. On a ainsi retroiwe la forme si commode de Vacti 
distance. On voit qiie Taction n’est pas egale a la reaction, 
que la difference est un terme contenant seulement les accd 
dons et non les vitesses. 

Cette formiile peut s’ecrire 


AF;.= 

ee 


— k cos( p, x) ( 
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Or 


^[^^r^«'pCos(p, . 


d^p _ d_ [{V., — v’j.)(x — x')-^{yy— 4) (JK — .rO 
dP dtY 0 



et 


^ .J ^ ^ — tv:;; — wpcc 

dx ^ ~ (Jx p ~ p 

en sorte que la premiere parenthese s’ecrit, puisque Up = ^ 


comme dans la ioi de Weber bienconnue; ladeuxieme represente 
la loi de Riemann ('), la troisieme est egale a 

A A:. 

‘i c‘^ 0.r 


En somme, en ce qiil concerne les vitesses, nous somines done 
en presence de la cotnblnaison lineaire la plus generale des deux 
lois proposees par Weber et Riemann pour I’explicaLion des phe- 
nomenes electriqiies. Or, on sail, el il est facile de le verifier, que 
ces deux formules pen vent se rnettre sous la forme classique 

^ ^ 

dr r/t f^V dt dVy' r)z dt 


Oil L = ^ I -|- pour Weber, el ^ ^ i H- ^ pour Riemann. 

Leur combinaison lincaii'e sera susceplible de la meme forme, 
et, en posant 


^, 1 . 1 ) 
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nous aurons 


(i5) 


Ox \ 2 C- / dt Ovx 


En faisanl sur la nature du couranl de conduction des hypo- 
theses tres speciales el qu’il faut considerer aujourd’hui comme 
iiiadmissibles, au inoins pour les electrolytes, Weber et Riemann 
a\ aient demontrc que leurs formules represeiiLent bien les lois con- 
nues de r^lectrodynamique et de rinduction en circuits fermes. 
Nous montrerons que cc resiiltatest independant de ces hypotheses 
speciales (-) et s’etend meme aux actions de couranls fermes sur 
des ions libres, par exemple des rayons cathodiques, et aux actions 


(') B. Riemann, Schwere Elektrizitdt u, Magnetismus^ Manaover, 1 S 76 , 
§ 98, 09. Koir, sur ce sujet, Enzyclop. dev Math, Wissenschafteiiy L. V, art. 12, 
p. 38 et 47 (Heiff u. Sornnierfeld ). 

(-) C’est ce qu’ont, pour clcs cas particuliers du moins, remarqiu^ divers au- 
teurs; voir VoiW'.kwt^ Electriclte et Optique, 2 ® edition, p. aGS. 
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i eie€trii‘!lt* slatiqiu* eii inouvemeiil exerce sur im aim 
i r est-a-diif^ nn svstetne de con rants fernies), Dans tons 
plit’Qomtmes de re pmre observes jusqu ici, il entre en jeii 
moins iin cirruit ferine, el e'est la iin point tres important. Qn 
aiix phenoiiieiies (riiiduction en circuits oiiverts, tres rapides, 
ilependeiil nniqueinenl du terine coiitenant ies accelerations i 
or, on verra que ce terme est le meine dans les deux theories 
esi eiitiereinent determine par les experiences faites sur les os< 
latioub hertzieimes, et Ton pent dire que toutes les confirmatii 
experitneniaies de la theorie de Maxwell et Lorentz n\ 
port*’ que sur Ini et sur le fait de la propagation ; cjaant d 
rnanih'e dont les ritesses entreat dans la formule de la fo 
elementairc. nous ne somnics pas plus renseignh d ce su 
que ne Vetaient Weber, Biemann et Clausius^ mal^^re les ex] 
rienecs faites sur les rayons cathodiques, Teffet Rowland, etc., € 
11 est interessant de (‘omparer cette formule a celle qui resu 
de la Uieorie de Lorentz lorsqu'oii la developpe egalement ji 
qu'aux lennes du second ordre. il \ ient, d’apres 
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les quantites c, w’ etaiit [irises pour 1' instant t ; resolvons par ra 
port a Pi et developpons encore, il viendra 

( Hi ) R ^ 

■ , C -ic- J 

De nieine, aux termes en ~ pres |^car, figurant dans (IV) a^ 
le lacleiir cette approximation siiffiti , 
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[jes expressions des potentiels A donnes par MM. Llenard el 
Wiechert (^) devieiinent 
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Lsi composante F'^,. de ia force, dont I’expression generaie paries 
potentiels est 
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devient, aux termes en — pres. 
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On voitqiie cette expression ne Concorde avec (id) qii’encequi 
)ncerne le terine electrostat 
peut la mettre sous la forme 


concerne le terine electrostatique et les accelerations. On 


dL d dL 
dx ‘ dt dvx^ 

comme I’a montre M. Schwarzscliild, en posant 



(') Lienard, L’Eclairage electrique, t. XVI, 1898, p. 5 , 53 et 106 ; Wiechert, 
Arch, neerl.^ (2), L V, 1900, p. 549. On peut, pour le cas ou relectricite esl 
distribuee de maniere homogcne et fixee a un solide en translation, se servir de 
ces memes formules quelle que soit la distance, en reniplacant e, e par de, de''. 
c’est ce qu’on voit en developpant directement sous le signe somme dans la for- 
mule generaie des potpntiels [formules (Xn)et (XIII) de la premiere Partie]. 


crvRKS ini: walther ritz. 
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ii i. — Electrostatique. 

Lurs«|ue les cliarges electriqaes sont au repos, ou, ce qiii re\ 
ail meme. son! enlra'iiiees dans im commun moiivemeat de tn 
lalioii iiinfonne. les lormules (id ) et (20 ) se redaisent a 

fV c*»Si .ri ,, et^' C05( s, r i ee' cos(p, - ) 

, l^y= ^ , h^= 

Cesl la ioi de Coulomb: on voit, de plus, que les quanl 
dddertriciti* sonl mesunfes en unites electrostatiques dans n 
iheorie comme dans eelle de Lurentz. 

Avee Lorenlz. nous considerons les dielectriques pondera 
eomme formes d'alomes cdectriques positifs et iiegatifs, la ch; 
tutale de chaque element de volume etant nulle. Ces atomes i 
suumis a des forces elasliques qui tendent a les rainener a 
position d'equilibre lorsqu'iis en ont ete ecartes par des foi 
exterieures. La polarisation des dielectriques et ses elFets s’ex 
qoeront done de ia rneine inaniere dans les deux theories, et d 
neront lieu a ox meines relations. 

^ r>. — COLRAXTS ELECTRIQUES. 

La theorie des electrons considere les coiirants de conduct] 
aussi bien dans les metaux que dans les electrolytes et les ; 
comme un transport de charges eieclriques, les ions positifs al 
en sens inverse des ions negatifs. Considerons un element 
volume d'z de la matiere ponderable qui est le siege du cour; 
element contenant un grand nombre d’ions ; soient V sa vite 
Ni, fi le nombre, par unite de volume, et la charge d’une 
diverses sortes d ions qui constituent le courant. Lavitesse rela 

d llSl Irtn a la '\T . 


“ 


unites electrostaliques. est, par hypothese ('), 

(21) Ja:=^ Va:), Jj. = ^ N, V, ), J 3 = 

I i 

La charge electrostatique F^d'z de Felement est 
E N/^/ 

i 

et le vecteur 

v.r 

constitLie le courant de convection ^ dont les efiets ont eteetudies 
par Rowland et d’autres. 

Ces ions en moiivement eprouvent, de la part des ions tres voi- 
sinsj des effets compliques, et Ton adniet qii’il en resulte en 
moyenne une resistance — — KJj, — proportionnellc 

aux vitesses relatives, K etant line constante. Dans I’expression de 
J, les moavements inoleculaii'es irreguliers sont sans influence 
appreciable, Les ions ne peuvent quitter la surface du conducteur, 
si ce n’est qu’aiix points de contact avec un autre conducteur. 

Ceci pose, les fonnules (i 3 ) et ( 20) ne conti^nnent, a cote du 
terme electrostatique, que des termes divises parJe nombre exces- 

sivement grand c- = 9. io^^‘ termes ne seront sensililes 

que si les vitesses on les accelerations sont extremement grandes, 
ou si les quantites d’electricite mises en jeu sont inconiparable- 
ment superieures a celles que nous oblenons en Electrostatique. 
L’etiide des electrolytes et du phenomene Hall ont montre que les 

vitesses des ions et electrons sont telles que - est tres petit, de 

I’ordre 10”^®. Ce r^sultat simplifie considerablenient la theorie. 
La charge electrostatique Fdx de Felement de volume apparait 
comme la difference de deux charges incomparablement plus 
grandes: sa charge positive dx et sa charge negative — Eo 
toutes deux de Fordre Nous designerons un tel courant 

sous le nom de courant neuLre. 


( q Lorentz, Elektronentheorie, § 29 , p. 206. 


i hi ^iiiiplilieconsiJeraliieiiient les calculs sans changer se; 
fiiritl hs resiillats en adiiiettaiit qu il n y a qiie deux sortes i 
line |if^s!iive. l aiHre negati\e : que cette derniere est sei 
inoijveiiicnt relahi par rappnii a la inaticre du conducteur, 
i|iie les charges positives restent attachees a cette matiere e 
comme elle, la vitesse V. (.)n a alors 

» ..?■;> ■ -Vr = es — \ ./■ ) = — )• 

Le leeteur sera averti qiiand cette hvpothese infliie 

resuhat. 

On sail cpie, dans Fapplication des theories classiques, 
tioclion des couranls fermes et non fermes etait essentielie. 
sera encore ici. F.es jiremiers seuls peiivent rester stationn 
quant aux seconds, les hypotheses faites sur E,, Eo montrei 
les extremites de ces courants porteront, apres im temps exl 
merit court, des cliarges electriques libres tres considerable 
modifieront profondement les conditions du mouvement. Le 
rants non fermes varieront done, en general, avec une es 
rapidile, a inoins que des moyens Ires sensibles ne permetti 
mettre en jeii que des quantiles d electricite de beaucoup 
rieures. 

Nous admetlrons, comine le vent la theorie des electrons e 
formement aux vues d' Ampere, que les aimants sont de, 
times de courants neutres fermes. 


Actions 61ectrodynamiques et electromagnetiques. 

2^ — Action u'cn courant frrme sur un element de colrant nei 

Soieiil ds\ — E^ ds\ Ej ds, — E.^ ds les charges positi 
negatives de deux elements de deux fils situes Pun en 
Paulre en j:, y\ z. Par hypothese, les charges totales E^, — E^ 

El — Eo = E sont Ires pellles par rapport aE^, La 

exercee par ds' sur ds est la somme des actions de E^^ et EJj s 
et Ea. Les vitesses des ions positifs et de la matiere sont ^ 
ceiles des ions negatifs, c, c' ; les vitesses relatives V — v 
— c' = T|', et, par consequent, J, ,P ont la directic 


on aura done 


ds (dx, d}\ dz) el ds' {dx\ dy\ dz' > ; 


(^3) 


/ T*/ • dv' 


(3>-4) 


, dx' 

' ds’ ’ 
dx 

Ts' 

J = E2T,, J'=EW, 


Portons ces valeurs dans I’expression ( i3) de F^:, et formons la 
somme indiquee. Le terme — aura le coefficient 


ElEi- E;E2- E:;Ei-h E',E2= EE' : 


e’est Taction electrostatique. 

(3 — k) cosf 0. a: ) 


Les termes cn 


3 


seront, an facleur dsds' pres. 


/ d oc^ * 

E,E',(V,-Vi)--E,E-.(V,-Vi + V^j 


e,e', 


d.r 


V 


-E.EUV.-4-Vi_v5jV 


les termes non ecrils se deduisaiit de ceux-ci par permutation cir- 
culaire de xyz* Cette expression pent s'ecrire 


F' r (V V' 'iS o ( V V' ) 

L2E2|^(\.c V^) ds' 

E'^r, dx Err^fdx'Y 

-5.-g^(v.— — ETlrfTj 

Ei \ds ) ~ " ds ds' ' ' J 


Lorsque les charges resultantes E, E' sonl nulles, le dernier seul 
subsiste. Dans les autres cas, sont tres petits, et, comme le 

Ili2 11*2 

tout doit ^tre multi plie par ^ 2 ’ premier terme est 

absoluinent negligeable a cote du terme electrostatique. Le deuxieme 
correspond a une action tres faible d un coiirant neutre sur line 
charge electrostatique en mouvement, le troisieme a Taction 
d'une telle charge sur un courant ou aimant (elFet Rowland). Ces 
deux elfets sont du meme ordre de grandeur, et ne se manifestent 
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que dans des experiences ires delicates el lorsque V ou V' 
e.msi.ieraLies. SI le tcnne electrostatique est faible lui-m. 
comme c'est. eii general, le cas, ils sont absolument negligea 
Nous tiiscuterons plus loin I'eU'et Rowland. 

Les lermes carres sont egaleinent ires petits par rap 

rr' et il ne reste que ce dernier terme: 

^ f ds ^ 




d.T fix' dy dy' 
ds d s' ds ds' 


dzdz' 

ds ds J ~ 


■iJJ' cos (ds^ ds' 


fie meme, les tennes en 


3 f I —h) 


et • 


(A--+- I.) 


ne don 


4 c- x c- 

sensiLleoieEt qu*un resiiltat proportionnel a JJ', et Ton aura, 
Fensemlile cles tenues dependant des vitesses. 


,/R , = _ jj' ds ds' 


< ft 3 — k ) cos I ds. ds' > — 3 m — k } cos ( p, ds ) cos ( p, ds' ] 
JJ'( X 1 ) , 


2 G - 


- [dx ds' cosf p, ds' ) -T- dx' ds cos ( p, 


D apres la formuie ( 20) de Loreiitz, Taction ds' sur ds est 
vertu de raisonnemeuts analogues, donnee par 

dsds'W 


i ‘.» 6 


dK'=- 


'Cos^p, X \ co?<( ds. ds') 


JJ' 


dx ds cos ( p. ds ) , 


les tenues eu E, E' et les tennes carres etaiit encore negligea] 
ai!x lermes contenant les accelerations, qui est le menoe 

les deiii tfieories, il est encore multiplie par — ou — ? et par 

seijinuit oegligeable^ a moins que les accelerations ne soient 
^raiides, ce qui n est pas le cas dans les conditions experimen 
ou I on peiit observer les actions eiectrodynamiques ou ele( 

magneliques. 

Je dis <|iie ia resuUante de V action d’un circuit ferme ds 
i eif merit ds est la rneme siiicant ( 25 ) et (26), En effet, 


ds' cosip, ds) __ ix ~ X ) d.r' (y — y' ) dV -y- ( z ■ 




z ' ) dz' _ p 
ds' 
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car 

r/ dx' () dy' <) dd 

ds' dx' ds' dy' ds dz' ds' 

Le terme eii dx ds^ ds') est done une difTerentieile totale 

par rapport a .9^; son integrate est nulle pom* un contour ferme. 
De meme 


cos(p. x) 


cosfp, ds) cos(p, ds' ) 



~ ‘ — [ ( X — x ' ) dx (y — y' ) dy (z — z') dz ] ds', 


et I’integration par parlies le long de .9^ transformera ce tenne en 
“ — -h(y — f) dy H- (3 — 3') ds] ( 

= K ) dr -H ( r — y ) dy ->r( z — z') dz ] 


3 p^ 
dx' ds 


■ ( dx' dx dy' dy -h dz' dz) 

)sf s, ds) -h — -f -’- — cos ( ds, ds' ) ds ds' , 
‘ 3 p-^ 


en sorfe qu’i! vient, pour la resultante (ihercliee de I’action 
eprouvee par d$^ 

= ij r/R.r = ^ ^ ^ — cos( p, x) cos(<^.s\ ds' ) ds -f- ds cos ( p, . 


C’est exacleirient cc que donnerait I’integratioii de (a 6 ). La 
constanle k disparait dii resuJtat. Celul-ci esi d’ai Hears indepen- 
dant dll mouveineiit des fils ou de leur deformation, pourvu que 
J, i' restenl eonslants, que k (dement de courant J ds sole neiitrc^ 
et que .F soil ferine et neutre. Les actions rotatives des courants et 
des aimants s’explicpieront done de la maniere classique. 

Pour /■ ™ — 1, raction de deux elements de courant neutre 
serail exaclement donnee par Ja formule d’Ainpere ; cette formiile 
peut done, aiijourdMuii encore, etre admise. 

Lorsqu’il s’agit de corps a deux ou trols dimensions, doiil Pun 
est parcouru par un courant neutre decomposable en diets fermes, 
celui-ci agil. sur les elements de volume de i’autre conformement 
a la formule obtenue ; mais, de plus^ les courants eux-memes 
changent legerement leur direction, comme on le verra au para- 



-rjlilit* siiiu'uit : c'est i'eiret Hail. Mais cet efiet est minime, et 
ici. 

GHMirie lou jours, les effets dii magnetisme s’obtiendront en 
les aimanls par des coiirants neutres fermes molecula: 
kd encore if n'y aura done pas de differences entre les theories. 


§ 7. — Action d un courant neutre ferme ou d’un aimant 

SLR UN ION EN MOUVEMENT. 


f)ii observe cette action dans TeLiide des rayons catliodiqu 
de- rayons canaux, oil la vitesse c de I’ion e en mouvement, 
til restaiit tres inferieure a celle de la liiiniere, est tres grande 
rapporl a la vitesse des ions du courant ferme, puis dans le 
oomeiie de Hall, I'effet Zeeman et la rotation inagnetiqiie du 
de polarisation de la luiniere ). 

Conservoiis les notations du paragraplie precedent; Tactions 
|jar e sera la somme des actions des charges positives et nega 
E j kT , — FJ.cH de tons les elements de volume du courant 
conducleur liii-meme, dans ces experiences, est au repos ; < 
\ = 0 , — E'^ et la vitesse des ions negatifs, seals 

biles par bypothese, est petite par rapport a c. La formule g 
rale i i3 ) donne pour uii element lineaire ds^ du courant ferm 
abstraction faite du terme electrostatique et des accelerations, 


rfR,= j '3-A-) _ .3-A-) g. 


/ 4 -I 

X [( f -f- ( y — t^y )^ -+- ( td — P3 ) 


\ — k) „ j{i ___ /e) 

^ Kj H ; ^ ( P;. — p; 

4 -1 






<■ E.; C0S( X ) r E' (3 - A-) . (3 — A) 






3-;t 


2 , 3 (I — k) 




(^~~k) , , Ji~k) 

■ PP COS ( P, P ) — 3 ^ P^ 


ik-r-Dc/s /ly \ 

\ ) ‘ 


(’I Lohentz, Elektronentheorie, p. 217. 


A cole des tenmes proporlionnels a r, les termes en 
disparaissent parce qiie ^ est Ires petit; il en estde meine des ter- 
mes en -^77 car ils sont a I’action electrostatique des charges E' dn 
courant comme ~ 5 c’est-a-dire tres petits. II reste les termes pro- 
portionnels a 0 et o', qiie I’on peut ecrire 


( ‘28 ) dKjc = 


X 


- J' cofifp, a?) ds' 
c-p- 

3(1 — /O 

co5(c, as ) cos{ p, ds ) cos( 0 

( ^' 7 +“ 1 ) r J j t / r ( 7/1 

— — 1 cos^ /*, ds j - 1 - c cos( v, 7') dx J. 




C’est, aux notations pres, la formule (‘2 d). Le courant ds' etant 
ferine, on peut, comine nous Favoiis fait plus haut, integrer par 
rapport a s' ^ et I’on obtiendra encore ce resultat que V action d^un 
aimant on dhin courant ferine^ an repos^ su/' an ion en mou- 
vernent est la nienie que dans la theorie de Lorentz. 

Si r devient plus petit et comparable a d , tons les termes de (27) 
devlennent tres petits et le plienomene exige, pour ^tre observe, 
des moyens d’investigation tres delicats. C’est ce qui a lieu 
lorsque, placant une plaque parcourue par un courant, entre les 
poles d’un electro-aimant, on observe^ lorsque I’aimant est excite, 
une difference de potentiel entre les deux bords du courant (etfet 
Mall). L’action electrostatique de Paimant etant negligeable, il en 
est a fortiori de meme des termes en ¥J de la formule (27) ; il J 
aura done, d’abord, une action proportionnelle a et a qui est 
la meme, comme on I’a vu, dans Pune et I’autre theorie; il y a, de 
plus, la force 

J l Li' 4 J 

( /c I ) 6 En ds' . I I 

Celle-ci depend, comme le phenomene de Hall lui-meme (et au 
contraire des forces etudiees jusqu’ici), des hypotheses faites sur le 
mouvement des ions: elle serait sensiblement nulle si les ions 
positifs et negatifs de Pelectro-aimant avaient des vitesses egales 
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^•1 -i-ne- rM!ilr.sire>. f.a foroiule (20) de Lorentz donne 

luire- an iifigu^‘3 : 


r k: . 




■ ds'i r'- - 


3.^). 


Lt' lerme eii i - a la nature iFuiie force eiectrique exercee 
le^ eit meu! ^ de volume de Faimant independamment de leur or: 
lalion f l uiiranls moleculaires etant consideres comme per 
lif fl -iiupleiiieni urierites par Faimantation). Ces actions, ir 
l^eiiiiariles dii ri^ne ilu cliamp magnetique et de Fexistence c 
f Oiiiaiit ijan> la plaque, ecliapfieront sans doute aux observati 
mtoie les plus dFlicates. Quant aux termes contenaiit les a( 
leralFui!s des ions do courant, et qiii sont les memes dans 
iieu\ ilir'orie-, its sunt t'gaiement negligeables, pour des me 


> iS — Action « onvective de l elei tbicite. — Experiences de Rowl, 
Rontgen et Eichenwald. 


Cemsiderons enfiii une charge electrostatique entrai 

aver line vilesse \ par le corps qui la porte et agissant stir 1 
aiguille aimanlee. e es!-a-dire sur un svsteme de courants fen 
el neiilres. de eiiarge electrostatique nulle, dont les ions posi 
''Oil! iriioiobiles, les ions negatifs ayant la vitesse Un elemenl 
clf 1 iin de ces courants sera sounds a une force 
csl Id soinine de:> actions de K dz sur sa charge positive ds e 
C'hai^e negative — L|//x, et ( id ) donnera 

»r, . ™ ^‘2 E COs, X , 




— ■ F i\v — V, c V -i- Yi c - ) 


— 


3 --AJ „ ,1 

; c- -4 ;; 

4 4 


“ f > .£r V' -f- c ,0 j . 


;» z-c- 


L r-nseiriiiie des ten 


^ proportioniieis a \ et i* ont la forme c 

fiiiiMeurs oLteoue : on a d'ailleurs 


on pent integrer, par rapport kds (ce coiirant etant ferme), comme 
prec^demment par rapport a ds'j et I’on retrouve la formule qui se 
deduirait de la theorie de Lorentz. Une transformation de ce genre 
sera toujours possible des au moins des courants est ferine. 

Les termes additifs en c;, Cp, Cp donneraient ime force resul- 

tante et non tin couple pour I’aimant, force dont I’intensite, tou- 
jours tres petite, depend des hypotheses faites sur les mouvements 
des ions dans Taiinant et est negligeable par rapport an couple si 
c est petit par rapport a V, que Felectricite negative soit seule 
mobile on non. 

Lorsquhm dielectrique est polarise par des forces eleclrosta- 
tiques, il en resulte a sa surface des charges electriques identiques 
(Fapres les deux theories. Si le champ electrostatique varie, ou si 
le dielectrique est mobile, le mouvement de ces charges sera encore 
le meme dans I’une et Fautre maniere de voir, et^ on vient de le 
voir, ces charges mobiles auront sur uii aimant la meine action. A. 
cette action s’ajoute, dans les theories de Hertz et de Lorentz, une 
autre, celle du courant de deplacement relatif a Fether, qui est 
proportionnelle a la vitesse de chaiigement de la force electrique 
en un point de Fether. Dans Fexpcrience de Rdntgen (*), de inline 
que dans celles d’Eichenvvald (-), cette action est nulle dans la 
theorie de Lorentz, qui donnera, par consequent, les memes re- 
sultats, conformes a Fexperience, que notre formule. 

Pourobtenir une action dependant de /r, c’est-a-dire un expe- 
rimentum crucis^ ilfaudrait pouvoir observer des forces electro- 
dynamiques ou clectromagnetiques entre courants non fermes ou 
non neutres tons deux. C’est a quoi Fon n’a pas encore reussi 
jusqu’ici. 


Induction, 

§ 9 . — Le courant inducteur est neutre et ferme. 

Soit ds’ un element lineaii'e d’undes courants fermes en lesquels 
on peut decomposer le courant inducteur. Soit V' la vitesse de 
Felement (qui est en meme temps celle des ions positifs); nous 


(^) Annalan der Pkysik u. Chemie^ L. XXXV, 1888, p. 264. 
( '■^) Ann. der Pkysik, seric, t. XI, 1908, p. i et 42 i. 



caleuie i l >.7 i Taction d'un tel element sur un ion m 
Mifiposiiit et en negilgeant les accelerations. Repr 

iaii-iil sans ces restrictions, inais en iiegligeant Taction 
slaliqiie dll eourant, et, a foi'tiori^ tons les termes multipl 
charge resultante E' de ds^ ce qui revient a poser = K,. 
force exercee par les charges positives et negatives de ds^ si 
de charge placee en { xyz)^ de vitesse c. La force electri 
d inductiun produite dans un fil conducteur dont Telei 
tis dy. dz\ determine par la composante tangentiel 
de F: * 


= I" (Fj: dx -h Fy dj^ -T- F3 dz). 


Dans les courants induits fermes, on n’observe que la v 
cetie integraie prise le long d’un contour ferine. Si done F 

lies lennes de la forme — - \ ces termes donneront 

ox 

ferentielie totale et, par consequent, disparaitront du resu 
Pour calculer F, partons de la formule (i5). Nous p 

negiiger le terme independant de r, ~ pour tout coc 

duit lerrae, Le terme contenant iv sera multiplie par E^, etj 
sensihlenient nul : on aura done 


OP d r}P 
Ox dt 


E\ ds' i 


I — A*)(V' — C0S(P, ds)-^^{i 




dx' 


ds' 


•(v;- 




dz 


ds ^ ds 


— r/2(i _|_ /;) — cos-( p, ds'){i — 


Dans celte expression, les termes independants de c r 
reront pas sous le signe et leur derivee parlielle' par : 

a .r, j , z intervient seule et donne, des lors, un resultat 

restera 

2 p cos ( p , cf.y ) ds' k) ( i>x dx' -y Oy dy' -+- 


ue preimer leriiie 


Vq co^ip, ds' ) ds' ^ , 

— .r j 4- Vy(y ■ 


■yiH- 


ane, integre par parties 
1 d 


p Os' ) -1- ‘'.r (.r — -H 1 

d:d -4- Vy dr* v~dz’ 


sorte qu’on a eiifiii 


( i’x dd -+- Vy dy-\- Vz dz ' }. 


Dans la tkeorie de [jorentz, il existe une fonction L doimee par 

, . V . 1 . , ^ . d\. d dh 

) bis) et qai conduit, par ia meine operation h -r -j — ^ 

expression de la force, l^es terines en r'-, Cp', cVp de cette expres- 

n donnent encore zero pour un circuit induit ferine. La valeiir 

iultante de L sera done 


y 

C'^ p 


( e.K dor' -f- c’y dy' -f- e- dz'). 


Les deux theories donnent done., pour deux circuits fennes 
mouvenient (car nous n’avons fait aucune liypotliese sur le 
>uvement du circuit induit, et nous n’avons pas suppose e paral- 
^ k ds)^ le merne resultat., conforme a Texperience. 

Les hypotheses plus speciales de Weber conduisent, on le salt, 
X memes resultats. 

Les aiinants seront traltes com me dans la theorle de Lorentz. 
Une rernarque esL cependant necessaire. Pour que la formule de 
rentz soit conforme a Texperience, il fautque Facceleration tan- 


[itielle seule 


dV ( t' . y . z' . 1 1 
_ 


joiie unrdle (dans le cas de courants va- 


bles), racceleration normale, proportionnelle a j ^ 

Ji 1 rayon de courbure 

nt negligeable a cote d'elle. C’est blen le cas dans les expe- 

nces. Autrement dil, 11 faut que 


a I 

<)l Ot dx 


■ dr 



{a — X, y, z) 


redulse sensiblement a son premier lerme. 


Lorsque le circuit inaiut esc oiwert, u se lorme, com 
sail, des differences de potentiel ; I’etude des quclques cas 
differences ont pii etre ol)servees se traite facileinent par L 
thodes appliqnees jusqu'ici, et je n’j insiste pas. 


§ 10 . — Circuits inductkurs et induits ou verts. 

Quand im condensateiir se decharge a travers un fil, on o 
comme on sail, une premiere approximation, siiffisanLe danj 
coup de cas, en calculant les effets electromagnetique 
exemple, I’impulsion subie par raigiiille aimanlee dans 
rience de Weber et Kohlraiisch, pour la determination dii r 
des unites) et la self-induction, comme si le courant etaitj 
en tenant compte natiirellement des actions electrostatiqi 
charges do condensateur. Ges calculs continueront done 
applicables dans la noiivelle theorie; ils conduisent, conforn 
a I’experience, a des phenomenes tres rapides, pour lesqu 
acc^lerateurs w sent tres considerables par rapport aux vlte 
Dans le cas, par exemple, ou Ton aurait n oscillations sinus 
par seconde, la valeur maxima de (c est 2 t:/i fois plus gran 
celle de c. Dans ces experiences, le terme electrostatique, L 

tance et Tinduction proporiionnelle a e’est-a-dire a (v, 

seals un rdle en ce qui concerne le mouvement de Tele* 
dans les conducteurs. Or ces termes sont identiques dans le 
theories. Quant aux couples exerces sur les aiguilles ain 
oil des bobines, nous avons vu qu’il suffit, pour ridentit<§ de 
ries, que Van des courants soil ferine, ce qui est blen le c; 
effets d’un mouvement des conducteurs, qui sera toujours 1 
rapport k ces phenomenes, ne les influenceraient pas sensibL 
plus generalement, les termes en petits par rapport a ce 
contiennent cv', seront sans elfet d’induction dans ces pin 
nes. Les oscillations de tels circuits (oscillations qu’on ( 
souvent sous I’expression de quasi-stationnaires) et leur: 
sur des circuits voisins seront done les memes dans Pune et 
theorie. Ce n’est que lorsqueles phenomenes deviennentCTJ 
ment rapides (oscillations hertziennes) que |les developpem 
serie qui ont conduit a la formule (i3) cessent d’etre Ires ( 


gents; la propagation joue alors tin role explicite, et il faiUrecourir 
a des considerations noavelles que j’exposerai plus loin; I’accord 
avec les forniules de Maxwell et Lorentz y restera le meme. 

fin resume, aiicune divergence sensible avec la tlieorie cie Lorentz 
et avec Fexperience ne s’est manifestee pour les phenomenes a 
variation lente ; ce fait n’est pas sans interet, vu la grande diffe- 
rence des lois (dementaires, et inontre que, malgre les progres 
recents, ces lois ne peuvent encore se dediiire de Fexperience (^ ). 


g 11 . — Action d’un corps rigide charge sur lui-meme. 
Masse klectromagnetique. 


Dans tout ce qui precede, nous avons neglige Faction des elec- 
trons sur eux-memes ; nous aliens la calcnlec en supposant la 
masse egale a M, les densites eleciriqiies en deux x'y'’z^ 

etant s, ; de plus, nous ferons abstraction d’une rotation de 
Felectron, et ne considererons qiFun mouvement de translation 
qaasi-stationnaire^ c/est-a-dii'e oii la forrnule (i3) pour F reste 
applicable. La forrnule (V) donnera alors 

M Wx ^ j* j* iz' Py ch ch\ M w - = . . . . 


Les termes en u sent nuls dans Fexpression de F, puisque la 
vitesse est la niciue pour tons les elements de volume; le terme 
electrostatique donnera encore zero, parcequ’ll satisfait an principe 
de Faction et de la ridiction; il ne reste que les termes relatifs aux 
acceleratio!is, et Fon a 


M Wx = 

M W y ■•= 



P 

P 


Le corps cxercera done sur lui-meme ane force qui est f one- 
tion Lineaire des accelerations ^ o’ est-d-dire ane reaction 
ddnertie anisotrope en general ( e’est-a-dire dependant de la direc- 


( * ) Pour plus de details sur I’interpretaLion de la resistance, du uiagnetisme, etc. 
dans la tlieorie des electrons, voir PArticle dejk souvent cite de H.“A. Lorentz : 
E lektronentheoj'ie, dans Enzyklop. d. math, Wissensch., Leipzig, 1904. 
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lion ( 


le iv par rapport a Telectron) : 


( 3c.> I 


M R ^ C 


M cvv = ^ A V LBy— -— o V 

O . C - * “iC- liC - 


' A. 

B. 

C. 




( 

— I" l"_, i^~.T')(z — 


f-JllszmfziZld-.ch', 


d- dz\ 


ou ciiaque combinaison d'elements dr:^ dd est prise deux fois 
Ces formules sent identiques a celles qiii resultent de la tb 
de Lorentz ( ‘ ) aux faibles vitesses ; e’est un resultat de rid( 
des termes relatifs aux accelerations dans les deux theories. 

Lorsque le corps presente certaines sjme tries, cette rea 
devienl parallMe a w: dans ce cas, Taxe des .x' etant parallelc 
la quantile 




p--i-(rr — x' 


d- d'z' 


snnple merit le rdle de masse electr'oniagnetique aji 
d la masse M. Tel est done le resultat de I’inegalite de I’acti 
de la reaction dans notre theorie pour ce cas particulier. 

II est evident d ailleuz's que ce resultat subsiste meme 
grandes vitesses, car les termes en u continueront a etre ic 
quenmnt nuls ; la masse electromagnetique ne saiirait depend 
la vitesse, dans notre theorie, el les experiences de M. Kaufj 
devront recevoir une nouvelle interpretation. On ne pourra 
pas en conclure que la masse est d’origine electromagnet 
!iiais rien ji empechera d'admettre cette hypothese, au moiiis 
les electrons. 

En tenant compte des termes en ~ ? on obtient une noi: 


Lorentz, Elektronentheorie, p. rgo. (Tenir cornpte de la diir(^ren. 

unites. ) 


xvin. 


suR l’electrodynamique generale. 


4o3 


force res 111 La 11 te 

‘le- dwx ‘A dwy \).e- dw::, 

T? ~dt ’ '~cU' Tc^ ~dr' 

qu’un electron de charge totale e exerce sur lui-meme; on la 
retroiive, avec le meme coefficient, dans la theorie de Loren tz (^). 
Cette force, qu'il faut ajoaler aux membres de droile de I’equa- 
tion (3o), ne depend pas,comme la reaction d’inertie, de la forme 
du corps, c’est-a-dire de I’electron ; elle correspond a une sorte de 
frottenient determine par la perte d’energie par rayonnement. Dans 
la solution d’eqiiations ou interYient ce terme du troisienie ordre, 
il n’est permis de prendre en consideration que les integrales cor- 
respondant a des phenomenes lents, pour lesqueis les developpe- 
ments en serie restent valables. 


§ 12. — Oscillations electriques. Considerations generales. 


On a vu, dans les paragraplies precedents, que, pour les oscil- 
lations Ires rapides, les accelerations seiiles sont a conserver a 
cote du terme electrostatique, les vitesses etant negligeables a 
cote d’elles. 11 ne sera plus permis de recourir aux developpements 
dont nous nous soinmes servis jusqu’ici, et nous devons revenir a 
la formule (VI), en y posant u = o. Elle devientalors 


( 3i) 


> TV COS(7', X) - 

=-J 

ee'Q.os(i%^x) ee' — cr', cos( /•, jr ) 
r- 6*- /• rw\, 

c- 


Dans la theorie de Lorenlz, la force eleclrique seule iouera un 
r6le (^). 


(3.0 


p'2 R 

{ ^ ^ 

c- c~ 


KM I 




rcos(R. 


(^) Loc. cit. 

(-) En Optiqiie, la force magnetique multipliec par la vitesse joue un r61c 

1 a cAiil nLAnArv^AriA rvi'i Iac: tArmAQ An L np. «nnt. na<; np.p-li hlps ■ la nrp<;«;inn 


et Ton y peut egalement neg-liger les termes en — ? — ^ c’ (v , 
en sorie qu elle devient 
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cos(R, rr) — 

c 


y c 


■ cos( R, x) 


et cela pour toute valeur de R qui ne serait pas incomparablen 
plus petite que i"”, el a fortiori pour de graades valeurs. 

Les seconds termes des deux forniules (3i), (33) correspond 
a line force perpendiculaire an rayon vecteur, et qui joue 

Optique { oil le terme en disparait^ le role de vectear de F 

neL Eile ne depend que y, t et non de la notioi 

champ peut done sy appliquer, e'est-a-dire qivon peutconsid 
la distribution de cette force dans I’espace independamment d 
presence ou de i’absence d’un electron, ce qui ne serait plus le 
si elle dependait de la vitesse relative de celui-ci. 


Discussion generale. — Les formal es (VI ) et (3 1 ) appellent 
remarque generale. Elies contiennent, en effet, le facteur 

qui devient infini pour des valeurs de r suffisaminent graudes. 
vais montrer qudl n’en resulte cependant que des forces linies. 

Considerons une charge d vibrant parallelement a I’axe des c 
dont la vitesse d — d [t^) estnulle pour t’ =. o, et positive ensu 
L onde emise en = o se propage le longdel’axe avec la vitess 
et atteindra un point fixe P situe sur I’axe positif en un inst 
^'>t Puis, la vitesse de propagation croitra, et sera c~ 
pour Ponde emise en t'^ ; cette onde rejoindra done la precede 
a une certaine distance puis la depass era; au point deux on 
emanees de d en t' = o et 1^ = 1'^ arriveront simultanement. 
vitesse d restant positive, le nombre des ondes arrivant simu. 
nement eu Xq pourra encore s’accroilre ; mais, lorsque d dii 
nuera ou changera de signe, ce cas ne se presentera plus, 
position de P et le mouvement de d 6tant donnes, le temps d’ 
riv^e t est une fonction f {t') bien determinee de doni 
par la loi de propagation [analjtiquement par la formule (1 


resoiue par rap|)ort a l]. An conlraire, la fonctlon = 
peut presenter, pour une valeiir donnee de t, iin nombre fini de 
determinations distinctes , ^2, • . * , cornme on vient de Ic 

voir. Portons eu ordonnces, t en abscisses, et siipposons les 
vitesses relatives Ires inferieures a c; la courl)e /^=:cp(/) oscillcra 

de pari et d'autre de la droiie oil /\) est la distance 

moyenne de eJ a l\ Des paratleles a Taxe des t n(‘ la couperonl 
qii’en un point ; des [)aralleles a Vaxe en an ouplusieurs points; 
parmi ces dernieres, les tangentcs a la courbe correspondent au\ 

points oil ~ devient inlinie, etoii deux valours j j deviennent 

egales. Si reste linie (ui ce point ((rest-a-dire s’il u’y a [)as 

inflexion ), les vabuirs de Umdront vers des valours de 

signes coutraii'cs et Iri'S j^raiules. 

Ces considerations soul evideininent generales < 0 . s’a|)[)liquent 
menie lors(|ue P <‘,sl en ruouvmnent, des ([ue les vitesses relatives 
sont infericuriis a r. ()r on a vu |formule (b) ol)lenue [)ar din'ercu- 
tiation de ( II) ] (juti 

Ur 

1 — 

(It e 

777 7 ( 77 . * 


Le d('uouuuat<uir s'anuuh^ done et change; de sigiu* [)re<usement 
aiix instants oii deiux vahiurs /'•, , diU’erentes, <;orrcspondant a 

uu inenn; instant de rtaaqjlion, lendent a devenir egal(;s. Or il a 
ele S|>(;eifie ( « ) ([ue PaiUion de e' sur 0 (;sl la aornniu des a(‘tions 
coiTcspoudant a /J,, /*', C», M ulliplions et divlsons Pb* (VI) 

Ur • 1 ' ' 

par I ^ ; (;etl(; expriission s ecnra 



oil reste finie et continue [)Our I’inslant criti(juc oii ™ el 
deviennent infinis. La sonuno des tennes relatifs a c'l et /), 


iHl 

(It 




dtU 


dl 




( 34 ) 


fp^'ier.i linit* • ;. rar k et 

-1.1 n! s'l'itiqiie. 


dt 


pour 


^ i3. __ Oscillations hertziennes. 

riHit rii ronservant, comnieaiix para^raphes precedents, I'h 
tiirse quo le> \itesses sont faibles relativemenl a c, nous a 
-ii|>|Mf^er racceleration tres grande; de tels plienoinenes seroi 
le liv- rourle tluree, ou usciliatoires. Dans les oscillations i 
2ieii!ie<. ies \itesses, correspondanl a des courants faibles, n'e 
der ail gui'i e de^ \aleurs de I’ordre de i ' par seconde, et la dist 
DU r*iii peiit ies tUutlier pent etre evaliiee a un nombre pen C' 
lieraiilede iHiigiieurs tfonde. Le nombre d'oscillations par sec* 
\ane de eorrespondant a 3 ® de longueur d’onde) a 
^ hiaiil aiix amplitudes des electrons, elles sont extremement pel 
puisijiie Ies \itesses restent faibles inalgre les tres grandes 

ijiieiis es. Dans ees conditions, la quantile est toujours 

|ielite, et le cas dont il a ete question ne se presente pas. En < 
sii|ipDsoi3s les vibrations sinusoidales, et soient |r^| la valeurn 
liium de v , j j celle de iv', n le nombre d’oscillations parseco 


( I pMiir le deroontrer ri^oureusement, il suffit d’observer que la differenl 
dt i ll* ) perniet d’obtenir le developpenient de la fonction t’ = cp(^) dans le 
dun point donne. Pour le point singulier {t' = 'z\ t = 'z]^ les met 
' oniiurs d onnent on developpenient suivant les puissances de -r- ^./ 1 — -"t ^ c 
-igiit*', Correspondanl a I'line des deux branches qui se rejoignent 

< a 

r - e ’ = A V ’~r -e B ( ^ - e ) -e G ( f - T ) -^ V - . . , 

df A - 3 A 

di ~~ ^ ^ ^ ‘ “ B + ~ G ( ^ — -r -e . . . , 

' ’ ^ ) *^€13 developpabie de ni^me et ne contiendra que les puissances en 

i les puissances fructionnaires se detruisant, il sera done lini. Si 



€1*1.1 iuLui en j'T, T ), ce raisonneinent ne s’appliquerait plus ; iiiais ces ca‘ 
c et il faut aiors tenir cinnpte de i’^tendue Onie de Felec 
umpiiision qudl subit reste finie dans tons les cas. 


xvill. — SUR L KLECTRODYNAMIQUE fiENEEALE. 

ml la distance maximum ou Ton peul observer Ics oudes ; m n'esi 
guere que de I'ordre de lo a loo. On aura 


soil 


. m A , 


r S m - y ir]. '■ tr' 1 a-n | o’ , 
n ‘ - * 

d’ou 


r(r; 

c I 

- in *2 t: 

' 1 

> in 

c' 


1 “ 


n c- ‘ 



c 


nombre, on I'a yu, comparable a io“-’ ou io“^. 

xNous avons desigiie par R le vecteur dont les composantes sont 
X — x’, r — y', z — (_>n a done 


/'a: = ^ - i i- ; , 


= rj. -i- r?. - 4 - rj = R2_ 


'iRrrjj r-r’2 


d’ou 


r=R 


(i- ^)> /•x= R,t- ^' = R [cDs , n, X) - 


aux termes en ~ pres. Le premier terine de ( 3i 1 s'ecrit done 


, , cos I R, T ) - 

ee cos( r, x } ee r^: , c 

; — ^ ^ = ee ^ 

\ c ; 

Cette expression est tres sensiblement identique au premier 
terme de (33). En elFet, dans la theorie de Lorentz, ie centre 
d’ebranlement reste fixe par rapport a Fexcitateur et au resonna- 
teur lorsque, comine nous le siipposons, ceiix-ci sont immobiles 
par rapport a Fether (les mouvements maierieis sont d’ailleurs 
infiniment lents par rapport aux phenomenes dont il s’agit ). Ce 
centre d’ebranlement coincide done avec la position de x\y^^ z' a 
un certain instant; mais Famplitude des mouvements des electrons 
etant extremement petite, les quantites Rj^, Rj, R^, R sont tres 
sensiblement constantes. Les termes electrostatiques sont done 
sensiblement identiques dans les deux theories. D’ailleurs, les 
rapports des grandeurs et directions de r et de R ne diflerent que 



lie qijaiilhrs ^le IViixlre (:'est-aH:lr lo on pent done ce 
!iiiiP!ii» iil reiilplaeer /■ el Pi i'lin pari autre dans les seconds term 
lies iMniiules *:/>n et t'33u et meme dans rargument = 1--^ 

eelle derniere iivpothese revient a identifier des vitesses de prop 
-at ion el des phases qui sont entre elles dans le rapport de i 
1 4“ to ' q c‘est-a-dire ne (iitHn'ent que d^ine quantile que c 
r xperieiM e> ne sauraient mettre en evidence. 

h'fi fes deux theories conduiront^ pour les oscilL 

//' /H- kertziennes, exactement aux mernes resultats, 

i l i. — Kti de des grandes vitesses. 

Le eas ou la vitesse des electrons est comparable a celle de 
lumiere ne se presente que pour les rajons jj du radium. On 
etudie ia deviabilite de ces rayons sous I’influence d’un cham 
electrostalicjue et sous celle d'un champ magnetique produit pj 
des electro-aimanls. e'est-a-dire des courants neiitres fermes, do] 
les idee Irons ont des vitesses v' tres petites par rapport a c. L< 
aifeleration^ restent toujours petites dans ces experiences. 

On pent done encore developper, dans 1 ’expression (VI) de 
force clementaiie, les quantiles /*, suivant les formulas d 

n ’ d, ces devduppeinents supposant petites non les vitesses ma 
to accelerations des divers ordres. On aura, r etant la vitesse con 

parable a c% landis que ^ est tres petit, 



■^,;r ' -r- C v Wy -T- Cpl ) -4- 


Soit done ^ __ i un nouveau vecteur, de longueur comparable 


C- ‘ \ C ‘ ‘ c C / 

^ ^ -^- ^ S^d’- 1 ■ 

) ^ = 3 _ _L(' ,— 0 _:_^ 

od^;^ 




r = 0 r 


9, c- 


Dans I' expression (VI) de F^ on poiirra developper c, 6 suivant 
Formiile de Taylor dans Fentoiirage des valeurs ^ = 6- ; 

isqiie ^^^ne different de ces valeurs que de quantiles tres 


tites £, y de Fordre de ~ ^ 

c c- c- 


on aura 


ry (Po 


' CM)- 




do 

^ dp 


c)- c 

:2 

(J- o 

_:_ y3 

'’■■d3y<i32 

w 

{ (.1 ^- )- 

— r, . . 

- 3, -I’M ^-<-: 

/) oo 
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_ F? 
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~ op 
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L’expression ( VI) de deviendra ainsi 
„ ee' cos( 0. .r ') 


X 


[^9( a;.„ 


• 3-(’l ) f)cp Vp d'z 




<h _ ^ 
dS- c 


^ 0 0 ^ . o , Q 

— -i t-^j^ hJa ( 1“ Mv — 

C 


r-\ 


^ H.r yr -H K.V 7 - - f ^ 

v' d 6 


? <• d 3 ol '■" ■ 



Les lermes eii serunt ne^-ligeables a cote de ceux du premier 

ortire : jioiir raetioii electrostatique (y = o ) il viendra simple- 

meiit 






Pour obtenir raclioii d'uo element d’un courant neutre ferme 
ilorit on pesU iiegliger la charg-e electrostatiqiie, c’est-*a-dire pour 
lesquels les cfiarges positives et negatives E' , — par unite de 
\ Illume soiit sensiblement egales et de signes contraires, nous 
ii'avons qii'a faire la somme des actions des ions positifs etnegatifs 
de ds siir I'electron e : soient c’', les vitesses des ions positifs et 
liegatifs. le eoridiKneur ou I'aimant etant au repos; on aura 

J' coS( 0, ds’ } = Pop). 

Dans la souinie des actions des deux especes d’ions sur e, les 
terines independants de d etant pris avec des signes contraires 
s'annulent dans l d et il reste 


o r/F, = - 


_ UcOM ' T\{'i ° 


do 


COS(p, 07) cos (p, ds')—^ 


~ . 3 ^cos(p, f/i'j j Pp) 

2 3^3^ f S -4- \ 


d^b 




Sxip^cos(p, ds') 


L action du courant est done propoiiionnelle a son intensite.De 
plus, deux edeiiients de courant parallMes, de sens contraire et de 
meme intensite n ont pas d’action. Si done on considere un feuillet 
lUcigiietique uniiorineinent ainiante comme etant un sjsteme de 
Ires petits coiirants lermes de meme intensite, les parties de ces 
coiirants sitiiees sur le bord du feuillet auront scales une action 




?iisible ; TefTet des coufants silues a I’interieur tendra vers zero 
vec ies dimensions et les distances des courants. Un tel feuiliet 
lagnetique sera done equivalent a un courant ferme circulant sur 
3n contour: e'est exactement le raisonnenient qne Ton fait en 
ilectrodjnamique, et il serait facile de lui donner line forme plus 
Igoureuse. 

De meme, F etant fonction lineaire des cosinus directeurs -rr ^ 

as 


dz' 


de Telement de courant, le principe des courants sinueux 
e trouve satisfait pour J. 

Mais la s' arrete V analogic avec I' E lectrodynamlque classi- 
ue. Ainsi, pour des vitesses faibles (e’est-a-dire j3 petit), on a vu 
lus haut que Faction Fj"? Fr, F- d un courant ferine sur un elec- 
’on mobile est perpendiculaire a la vitesse de celui-ci. II en 
st^ en general, plus ainsi pour comparable a r unite. En 
ffet, la composante R de F parallele a p sera 


( 3 ) 

= — ^ y " ( Kv dx' Xy dy X-dz ), 
u Ton a pose, pour abreger, 


44 ) 


4'*) 


A /*-+- cos{ p, )F 

V. ’ 

Sy /‘-T- cos( p, jr)F 

, 

3.0 ^zf-^ p, z)¥ 

^ , 

p2 





<^6 


F — ft ftStli 023 


La quantite R ne sera nulle pour tout circuit ferme que si 
Vxdx’ -¥• Kydy' A^zdz^ esl une differentielle totale, e'est-a-dire 
i Fon a 


dXx dky _ dXy dA- __ dX- dX^ 

dy' dx' ~ ()z' dy' ’ dx' az' 


< )r. i- esl independant de x', y’, z', et I on a 


nj- iix 


x' I — 3v(. r— — -s') j _ p pcos(p.a^)— (! 


Lk _ '111 = r 

fly* *ix 1_ 


3^ co> { s, y » — cos (' z,x ) 




La rondition necessaire el suffisanie pour que la force Si 
perpendiculaire It la vitesse sera done que les expressions 
Jhrrnees an moyen de 'i, satisf assent d V equation differe 

tie lie 


it. 







Pour 'j livs petit, /‘est Line constante et est egal a ; 

relation est salisfaile, 

( hiarid 3 et i ne dependent pas de |3p, la relation [)rend la fon 

si in pie o. 

De nieme, taction dam solenoide ferme^ ou d\in electr 
aimant ferm(\ nest pas niille en general^ a moins qii’une ce 
taiiie relation different ielle du troisieme ordre entre cp et A ne S( 

i 1 

satisfaite. 

l:.nlin, plus generalement, la connaissance da champ magn 
tique en un point ne sujffit pas pour determiner la for 
qu eproiivera en ce point un electron en mouoement tres rapid 
a inoins que les relations enoncees ne soient satisfaites. Cette de 
niere force ri est delerininee que quand on se donne la dispositii 
des eourants l ies aiinanls etant supposes rem places paries coiirar 
rqiiivalents > et par la les valeurs de |jp pour les divers elements < 
CO u rant. 

L exporience devra done lout d'abord decider si les diverses Ic 
de i PJectromagnetisnie dont il vient d’etre question s’applique 
aiix ravons p du radium. En partant de la notion de champ, c 
questions ne se posent meme pas et e’est sans cloiite pour ce 
qu aucune experience quantitative precise ne leur a encore, a ii 
( oiiiiaissance, apporte de reponse. Les belles experiences k 
M, Rauimaiin, entreprises dans un but different, ne permette 
pas d Y repoiidre, conime on va ie voir. 

En resume, la notion de champ ne s’appliqiuTa a inaction qi 


ibissent les rayons 3 que sous certaines conditions ; nous avons 
aiileurs expose que celte notion introduit, en general (c’est-a- 
ire les forces et le champ dependant des vitesses), ie mouvemeiit 
3Solu. Les effets ordinaires du champ magnetique n'echappent a 
itte regie qu’a une certaine approximation pres (en negligeaiii le 
Louvement de Ja Terre, etc.). 


§ 15. — Experiences de M. iLvuEMANN (P). 


On salt que, dans ces experiences, M. Kaufmann a observe la 
gviation d’un faisceau de rayons diriges parallelement a Faxe 
gs par un champ electrique parallMe a Faxe des y, produit par 
Q condensateur plan etun champ magnetique de meme direction, 
roduit par un electro-aimant ou un aimant permanent. On obser- 
nt les deviations^, perpendiculaires entre elles, produites par 
action combinee des deux champs ; ces deviations dependent de 
Vitesse [ic de Felectron en mouvement oi rayon et c’estla 
)urbe j' =jK(i3), ;3 — 5( 3) (ou n'est pas connu directement, 
lais joue simplement le role de parametre) que donne Fexperience. 
es appareils etaient d’ailleurs symetriques par rapport a Faxe 
gs^, les champs sensiblement homogenes. Nous allons chercher 
‘ que donne, dans ces conditions, la noiivelle theorie. 


Action electrostatiqiie. — Les plateaux d’un condensateur 
ant paralleles au plan des xz^ soienty et a — y les distances de 
glectron mobile a ces deux plateaux. On a sensiblement 

'?j=P;:=0, p.r=3, pp= pCOS(p, 5?); 


>it or la densite de I’electricite sur les plateaux. Les composantes 
g la force exercee sur Felectron seront, d’apres la formule ( 41)7 


'Re.c=e<^J J [cos(p, a;)o(p2, §p) — Pp)] 

Rey= 65 j' J COS(p, jr)o(p2, pp)^'^'" 

Htz — eaj' J" cos{ p, Y 


dx' dz>' 


dx' dz’ 


(^) Gottinger Nachrichten, 1901 ? Heft 1: 1902, Heft 5; iQoS, Heft 3. Annalen 
Physik, t. XIX, 1906, p. 487* 



II e>l permit de considerer, en premiere approximation, ] 
ilue rlii rondensaleiir comme tres grande; les integrales d 
alors elre tdeiidues a tout le plan x' z' et prises d’abord poarj 
I premier plateau j. puis pour v'=: a (second plateau); il fau 
Li difference des resuhats. Laissons pour I'instant y' indeter 
Corimie nous avons admis an n‘'2que el 6 sont fonctions 
de la fonetion a integrer a, dans la premiere et la troi 
iutegrale. des valeurs opposees pour les points [x — x’), (z 
et — ^ j‘ — X K — 1-3 — z’) : ces integrales sont done nolle 
force esi parallele a par symetrie. 

Soil Tangle que fait o avec p, e'est-a-dire avec Taxe c 
on a 


COSZ ~ X — x\ G- = (y —y 


Lxprmieeau nioyen des variables p et la deuxieme inte 

!'le\ it'll!. 


H,-v 



o.-, G e- .[ Ox 6z dz 

3 -. p cosZ ) I 

* ' ^ \ Op 0^ Oz 


* 9 j 3-. 3 cos 'z \ sin 27 dz dp 
p V p- sin-^3 — {y — y’ )- 


Ox' 


) 


(Jo obtiendra 1 action du quart de plan compris entre les 1 

X = 0 , 3 = u, en integrant par rapport a o de o = ^ Tr .. 7. ^ 3 ; 

^ ^ ^ sin2r ‘ 

puis de ^ = o a .Z = 1 integrale cherchee sera le quadrup] 

resuilat obtenii. 

On a 


r'' I 


(h 


■ V’ p- :z — {y~ y 


= arc tane^ 


/g2 


• {y — 7 


y — y 


Pour la limile superieure p=Gc, il vient arc tang = ^ 

y y o I I**" plateau, j" = 0 ) et — pour y — y’ ( 2 ® 

lean, y = a). La limite inferieure donne arc tang=: o ; on a < 
pour I'ensemble des deux quarts de plateau du condensateur 

ea- / o(^-. 3cos27)sin2rrf2r. 
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Posons cos Sr = p \ on a enfm, pour la force totale chercliee, 

! 




r = — = j 3 />u//a 


etant le champ electrostatique au sens ordinaire. Dans noire 
eorie^ ce champ exerce done pas^ comme chez Lorentz, line 
rce eE, niais une force dependant cle la vitesse 

8 ) eEfifj ) = eE -h _4- 04 _j_ _ _ j . 

Action rnagnetique, — On a 


: o eJ f s r c?9 

tAmv= / ‘A--A COS(0, r 

C J f p-' L ‘ 


I dx’ — 6 cos { z, X i dy 


do cosi G. y) 


9) t 


X {dx' cos(p, 5:*)-?- dy cosi z,y ) -r- dz cosi p, -3 ijl. 


e] r\ [ do T ; I 1 

R//?3 = g j 2 -^cosi z ) dx — ^cos(z,x)dz 


do cosf p, z\ 
?■ 


X [dx' cos(p, x)-T- dr' cos( p, jr)-r* dz' cos( p, - tjJ . 


Les integrales sont etendues a tous les courants, en y compre- 
ant ceax qui, dans le sens ordinaire, sont equivalents aux masses 
lagnetiques agissanles. Les fonclions (p, 4 ne dependent que de 

—g— et sont fonctions paires de cet argument. L’electron se meuL 

msiblement sur I’axe des x (y = o, o), et il y a symetrie par 
ipport a Taxe des y\ Changeons done y en — yL dy en — dy ; 
js actions d’elements correspondants se delruisent dans la pre- 
liere integrale R/w^, celle-ci est done nulle par sjmetrie. D’autre 
art, les changements de vitesse que produisent les forces etant, 
ans cette experience, petits par rapport a la vitesse initiale, une 
ction parallele a celle-ci, qui ne produit par consequent pasdirec- 
iment une deviation, est negligeable en premiere approximation; 
action rnagnetique observee sera done ici perpendiculaire au 
hamp et a la vitesse, comme le vent la theorie de Lorentz et 
omme le montre I’experience. On voit que, dans ces conditions, 


les problemes geiieraux souleves plus haul ne sont pas resolui 

ces experiences. 

Dans ses reclierches definitives, M. Kaufmanii s’est servi 
mants permanents en forme de fer a cheval ; on ne pent cal 
sans connaitre la repartition du inagnetisme. II suffit, po 
hut tjue je me suis propose ici, de constater que les forces B 
R,,,- sont fonctions de jS, la premiere ne dependant que de la j 
lion la seconde, en outre, de '1 ; ces deux fonctions sont 
Iraires. aux premiers termes pres de leur developpement pc 
petit. Elies produisent des deviations y = = F ( p), et 

clair qu’on pourra, par un choix convenable <p et de A, repres 
Fare de courbe observe par M. Raufmann, d’auLanl plus 
comme il resuite des recherches de ce savant, ses experienci 
perinettent precisement pas de determiner les coefficients dei 
miers termes des developpements en [3. La theorie de Lo 
donne 

_ A _ B 

ou B sont des constantes, jB' designe le rapport de la vitess 
et m = 1 3') est la masse fonction de la vitesse et se redi 

a Wo pour ji' = o. Or on pourra toujours mettre notre sol 
V z=zf(^p), = F (^3) sous cette forme nouvelle ; il suffira de 


d'oii 



F(3) 



B2/(P) 


c^esl-a-dire d’introduire un parametre nouveau [3^ et une for 
de ce parametre, au lieu de p, pour retrouver la forn 
Lorenlz. Dans I'une etl'aiitre de ces theories, tout se passera 
comme si la masse etait fonction de la vitesse, les valeurs de 
ci deduites des deux theories etant seules differentes. Une n: 
directe de la vitesse, telle que celle qu'a exc^cutee, pour les r 
calhodiques, M. Wiechert, en se servant d oscillations hertzic 
ne semble d ailleurs guere possible. On en concliit ce que 
voulions deinontrer: 


Les experiences de M. Kaufmann s^ expliquent soil en ai 


tant le mouvement absolu avec variabilite de la masse, soli en 
considerant les masses comme constantes et les rnodi’emenis 
coinme relatifs, et admettant qae^ pour les grandes vitesses. 
les forces electrodynamiq ues ne sont plus de simples fonctioris 
lineaires de la vitesse^ comme le veut la theorie de Loreniz. 
mats prennent line forme plus compliquee. 


Dans la premiere Partie, j'ai fait remarquer que, [joiir des oiou- 
vements uniformes, i’action d’un electron d sur e estiine fonction 
compliquee de sa vitesse dans la theorie de Lorentz, et que 
rien n’autorise a admettre une telle dissymetrie en e et 

II est interessant de calculer la coiirbe qu^on obtient iorsque, 
etant petit, on s'en tient, dans (VI), aux termes du second ordre, 
utilises en Electrodynamlque, cVst-a~dire a la formule ( i3). On a 
alors 


o( Sp ) = . -h 3p^ 


= eE I iH- — j j R,;i 3 = e3H (H = champ magnetique ), 


(5o) 



d’ou 



k_ 

B2 




A et B etant les constantes deja defmies. k disparait done du re- 
sultat. Soit 

% 


Telectron mobile semblera avoir une masse variable 


/ 3'2 \ 

m = r -i — ^ “*”’** y ' 

La foi^mule qu’a obtenueM. Lorentz(^), en cherchanta eliminer 


( 1 ) Amsterdam Proceedings, 1904 . 


H. 
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.|!S 

de ses equations le mouveinent absolu, est 

_i / 6'2 

m = moO — p'-) - = ( H- — 

Les |)reiniers termes des deux forniules coincident done. 
Pour m const. = mo, la theorie de Lorentz donne la par 

A __ B 

[i’ 

SO it 



11 est remarquable qiie la parabole pour laqiieile il y a co 
dance avec Tobservation, comme je I'ai niontre dans la prej 

Partie (§ 9), serait obtenue en remplagant dans (5o) ™.p! 

et que les paraboles (5o) et f5i) sent par consequent a egale, 
tances, comptee sur Taxe desy, de part et d’autre de la c( 
oliservee. 

D'une inaniere generale, onne peut s’altendre, dans une th 
basee sur le principe de relativite, a ce que les vitesses egal 
superieures a celle dela lumiere presentent des particularit^s 
etranges qtie dans la theorie de Lorentz. Des vitesses relative 
superieures a c devront etre prises en consideration pour I'a 
mutuelle de deux rayons ^ emis en sens inverses par un gra; 
radium, et c pourrait meme n’etre en aucune inaniere une vi 
critique, ni ^3 = i un point singulier de la courbe. 

Comme on Pa vu plus haul, rien ii’empeche; dans notre the 
d admetlre que la reaction d’inertie des electrons soil entiere 
d'origine electromagnetique. Si les particules projetees p 
radium ne sont pas spheriques, la reaction dbnertie depen 
leur orientation : une m^me force moleculaire imprimera i 
particules difieremment orientees des vitesses difFerentes, 
champ exterieur donnerades deviations differentes ; si la mass 
determinee par un seul parametre, comme e’est le cas pour Ih 
soide de revolution, il semblera que la masse est fonction 
determinee de la vitesse initiale de la particule par rappor 
radium. 
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On voit combien toiite conclusion, dans un sens on dans un 
autre, serait prematuree dans ce domaine si peu explore encore des 
grandes vitesses. 


§ 16. — Gravitation. 

Les theories qui precedent sont-elles applicables a la gravitation, 
et peut-on admettre que celle-ci se pro page avec la vitesse de la 
lumiere et suive les lois que nous avons admises pour Faction 
mutuelle des charges electriques? La reponse est affirmative: les 
perturbations sont, comme dans la theorie de Lorentz, du second 
ordre. 

Mais il semble que^ de pLiis^ il salt possible de faire dispa- 
raitre^ avec ces iiouvelles formules^ la difference la plus consi- 
derable qui subsiste en Astronomie enU'C Le calcul et Vobser- 
vation^ savoir la rotation lente de C ellipse decrite par Mercure^ 
rotation qui depasse de d’arc par siecle celle que les perturba- 
tions planeUaires feraient prevoir. 

Prenons comme plan des xy le plan de Forbite, le Soleil immo- 
bile etant a Forigine des coordonnees. On tire de (i3) les equations 
du mouvement 


d‘X 

dt- 


( 52 ) ( 


dry 

dt- 


) 


3 — A' 

\(d.Ty 


1 

cry 


4 c^ 

LUd 


J 

\dt) 1 


[x ( A* -f- 1 ) dx dr 
1 6’- r- dt dt ’ 

3(x-/0 

4c'i \dt ) \ 



jjL ( A* 4- J ) dy dr 
2d^r’-^ dt dt 


oil p. est line constante ind^pendante de la planete consideree^ et 
= la distance au Soleil. Multipliant parj/et — et 

ajoutant, on obtient F^quation des aires 


ou 


d 

( dx 

dy\ 

|j. ( A' -H 1 ) 

dr 

( _^dx 


dV 

JlTt 

37 - 7 - 

dt J 

2 r'^ 

dt ' 

e' dt 

dt) 


dx 



ae 


2 C® /' 


En coordonnees polaires, et en negligeaiiL les puissan 
superieures a la seconde, ceci s'ecrit 

(jLziiVl. 


(53) 


r 

dt L 


Retranchons ensiiite de la premiere el de la cleuxieme d 
lions (Sa) les quantiles du second ordre 


et 


d-x 

i-hk 

(I 

t _ - - 

— k)]xx. 

f X 

d'^x 

y 

d^y 

dt- 

2 c 2 r 



\ 

dt- 

r 

dt^ 

d'^y 

i-hA 

(I 

— /c)ixy. 

' X 

d^x 

y 

d^-y 

dt- 

2 c- r 

— 

2 c- r- \ 

K J' 

HF--^ 

r 

dt- 


Si Ton ajoute aux equations ces memes quantiles oii 
remplace par sa valeur de premiere approximation — 


par ' 


\^y 


on n’aui'a, en derniere analyse, iutroduit que d( 


en absolument negligeables. Multipliant les noiivellese 


doc dv 

obtenues par-^, ajoutanl et integrant, on obtierit F 


de renergie 


i (dxy I (dyy 


iKdt 


1 U]y 

2 \ dt 


(Ji t -!- A* 


[ I f dx 
' '2 \ dt 


■ (dy\- 

I c-\dt j 


r 1 L / J 




■ ^ = const. 


Introduisant les coordonnees polaires, eliminant dt pai 
tion (53), puis r^solvant par rapport ^ ^ j ’ on obtienl, 

a des termes en pres, 


^ ^ r 

-Vi 


H-CA- — i) 


] 


2 c‘^ r 

1 I l^(aA- + i) 1 

2 r J 
_ |a(A- — 1) 1 

2 c- r J 

a2 ^ pL- ( 2 -f- A- ) 

72 ■' 


fxA 


/•2c2 


2 (JL 

r 


Pfx(A--+-T) 


X 
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Les maxima ou minima de /\ on axes de rellifLse, soul les racines 
du second facteiir du membre de droite : its ne chaii^^ent done pas 
dans le coiirs dii moiivement : mais Teilipse eile-meme toiirne leii- 

tement dans son plan. En eirel, soil ^ p\ on pourra ecrire 



Si I'on part d une des deux valeiirs maxima ou minima de/?, cor- 
respondant a une racine du radical, on voit que cette meme valeiir 
sera reprise, non apres une demi-re volution, o ayant augmente 

de TT, mais lorsque f aura augmente de t: i - j ; le terme 

correctif etant tres petit, on aura done sensiblement une ellipse 
tournant dans son plan. Soil N le non%bre de revolutions par siecle : 
Tangle dont aura tourne Tellipse dans cet espace de temps sera 

2 c- a- 

Soient 

ao la distance moyenne de la Terre au Soleil ; 

Co sa vilesse moyenne sensiblement egale a 3 o^*” par seconde : 
a et la distance moyenne et Texcentricite de la planete consi- 
deree. 

L'excenlricite de la Terre etant negligeable ici, on a 

d’ailleurs, on sail par la theorie elementaire du mouvemenl ellip- 
tique que Tangle cherche sera done 

7 : f A' -t- 5 ) / ^ \ ^ lyj- 

2(1 — e-) \ c / '' 
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ce qui donne : pour Mercure (A'H- 5) 3'^, 6 ; pour Venus (A'+ 3) o'^ 
pour la Terre (k 4- 5) o'', 3 par siecle. 

On pourra clioisir la constante arbitraire k egale a 6,4j ce ^ 
donne pour Mercure V anomalie observee de pour V^nus < 
pour la Terre 3", 4* Malgre la faible excentricite de ces orbites, c 
dernieres anomalies ne semblent pas admissibles ; pour decider 
la valeur a donner a A*, il faudrait done reprendre, en tena 
compte de la nouvelle perturbation, le calcul des constantes c 
planetes interieures (masses et elements pour t = o) et les del^ 
miner a nouveau de maniere a obtenir Faccord le plus satisfais^ 
possible entre le calcul et I’observation. Une influence surlemc 
vement de la Lune semble egalement possible. Ces perturbatic 
ne deviennent d’ailleurs sensibles que quand leurs efFets s’ajouU 
pendant longtemps. 

§ 17 . — Remarques generales. 

Entre les nouvelles Ibrmules et la theorie de Lorentz, il n’j 
done pas de contradiction dans le domaine des fails observes ji 
qu’ici en Electrodynamique. Il est Evident qu’au point de vue 
I’^l^gance math(§matique et de la simplicite, I’avantage rest( 
souventdu cot^ de la theorie de Lorentz; mais, d’autre part, ce] 
ci ne peut eviter toujours Femploi des forces elementaires, or 
meme vu que cet emploi est indispensable dans la theorie de 
radiation ; dans ces cas, il y aura equivalence. Enfin, aucune ( 
duction ne peut etre tiree des equations de Lorentz avant qu’ait 
faite la demonstration^ soiiventassez compliquee, quelemouvem 
de la Terre nhnflue pas sensiblement sur le resultat: ici, I’avanti 
est de notre cote. 

Une des idees les plus fecondes de Maxwell a etd I’introduct 
des courants de deplacement, qui forment, avec les courants 
conduction, un systeme de courants toujours fermes auxqu 
Maxwell a applique les lois electrodynamiques connues (integi 
de Neumann, etc.) ; e’est ainsi qu’il parvient a ses equations. ] 
developpements qui precedent montrent que cette application c 
stitue une seconde hypothese : nous avons montre, en effet, q 
notre point de vue et m^me a celui de Lorentz, ces lois ne s 
applicables qu’aux courants neutres et ce dernier point est, p' 


les lois d'Ainpere par exeinple, plus important que I'aiUre ; I'liYpo- 
these de Maxwell revient a Fintroduction d ime loi elementaire 
pour laquelle tuute base experimentale manque. 

Notre theorie necessite de nouveau la distinction des courants 
ouverts et fernies. Mais si Fon a egard, non pas aux formiiles 
mathematiques j mais aux realites phvsiques, on Irouvera que les 
deux ordres de plienonienes sont quantitativeinent el qualitative- 
ment si dillerents, que Futilite pratique de leur syntliese n'esl 
peiit-etre pas aussi grande qu'elle le parait an premier abord. 

La formuie pour Faction d\in point electrise mobile sur on 
autre a laquelle conduit la theorie de Lorentz est Ires analog-iie, 
comme Fa reinarque M. Scliwarzschild ( ‘ u a celle de Clausius i - > 
qui contient egalement les vitesses absolues. Celui-ci y etait par- 
venu en admettant, entre autres, qu'entre un courant galvanique 
et une charge electrique au repos il nV a pas d’action. Cela est tres 
sensiblement vrai pour les courants neutres, comme on Fa vu, mais 
pourrait etre absolument faux dans d'aiitres cas. Cette hypothese 
conduit, chez Clausius comme chez l^orentz, a Fintroduction du 
mouvernent absolu. 

On a vu que, dans Fexpression de la force elementaire, un fac- 
teur k reste indeterrnine. Ceci rappelle le resultat analogue 
d’Helmholtz, et meme la formuie (2.0 ), applicable aux elements 
de courant neutres, est identique avec celle d'Helmholtz et se 
reduit a celle d’Ampere pour A* = — i, a celle de F. Neumann, 
Maxwell et Lorentz pour A* = -f- i. Les couples qui s'y ajoutent 
dans la theorie d’Helmholtz manquent toutefois, et ce point est 
essenliel. De plus, nous savons maintenant que ce n’est que dans 
le cas ou il n’y a pas rayonnement que Fenergie reste constante ; 
les relations que Fequation de Fenergie entrainait entre les actions 
d’induction des courants ouverts et leurs actions electrodynami- 
ques peuvent cesser des lors d’etre satisfaites. C’est, en effet,, ce 
qui arrive: pour les phenomenes d’induction dans les corps au 
repos, les equations de Maxwell-Lorentzet d’Helmholtz ( ^ ) devien- 
nent identiques si k = o, comme Fa reinarque ce dernier. Dans ce 


(^) Gottinger Xachrichten, igoS. 

(-) Journal fiir Math. {Crelle), t. 8ii, 1877, p- 85 . 

{^) Wissenschaft. Abhandl.^ t. I, p. 688. Leipzig, 1882. 
(^) Loc. cit., p. 570, equation (3 6). 
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cas, la resistance, la force electrostatique et les acc^lerat 
jouent seules iin role ; les formiiles de Lorentz sont alors ide 
ques aux no Ires, qui correspondent egalement a A* = o. Quant 
consequences relatives a la stabilile, exigeant A^o, elles ne j 
vent s’appliquer qu’a la valeur de A figurant dans les phenomi 
d’ind notion (il suffit, pour le voir, de supposer les courants se 
blement nuls) ; nos formules j satisfont done toujours^ et n 
parametre A reste entierement indetermine. 

II est interessant de remarquer que, dans les corps au repos 
phenomenes d/ induction en circuit fer me proviennent unu 
ment de la vitesse finie de propagation dans notre theorie. 
efiet, si I’on se reporte aux developpeinents du paragraphe 3 
voit qii’en ce qui concerne les term es du second ordre cette vit 
finie n’introduit que des accelerations, et ce sont celles-ci 
determinent les phenomenes d’induction, car le terme du sec 

, wL— w'oCOSip.X) d w'r, . . 1 J 

ordre — = ^ — ' = — qui ne provient pas de ces d 

loppements donne une force electromo trice nulle pour un cii 
ferm^. On sail que, dans Thypothese des actions a distance, < 
deduit des forces electroslatiques et electrodynamiques les ph< 
menes d’induction, en partant de I’equation de I’energie ( 
notre theorie elles se deduisent de la propagation. 

On pourrait determiner le facteur A en adoptant la theorie 
metaux, proposee par MM. Riecke et Drude, suivant laquell 
vitesse des electrons dans letir mouvement moleculaire irr^gi 
serait Ires superieure a celle des ions positifs, et se chifFrerait 
dizaines on centaines de kilometres a la seconde. Soient 
rfx' un element de volume du metal ; 

la charge totale des electrons de cet element; 

leur vitesse moyenne. 

Le corps n’(^tant pas electrise, Taction de dz' sur une char 
situee en xyz sera par sym^trie, vu Tirregularite des mouvemc 
parallMe a r, et Tequation (VI) donnfe pour cette force 


eE'dzp~k , 
‘2 c-r- \ 2 


3(r-/0, 





Or, on a, en moyenne, 


•1 


4 ) 


eE' v'-(^ — k) 
6 c- r- 


Toal se passera comme si le corps portait une charge electrique 
””^”6 — ^ (^) ’ proportionnelle, comme a la temperature 

isolue, et tres considerable; cela ne pouvant pas etre, il faudrait 
le k fut egal d deux, II est vrai que, si une telle action existait, 
ne serait plus guere possible de demontrer, ni meme sans doute 
admettre, le iheoreme de Boltzmann relatif a la repartition de 
inergie entre les coordonnees independantes, stir lequel est 
ndee Thypothese de valeui's considerables de Si les vitesses 
oleculaires des ions positifs et negatlfs etaient^ au contraire, sen- 
blement egales, la force (54) cesserait d’exister, sauf peut-etre 
)ur les phenomtoes electrothermiques. 

On a vu que la theorie nouvelle represente bien les oscillations 
jrtziennes. Les particules fictives sont alors distribuees periodi- 
lement dans le temps et dans Pespace; cette distribution pro- 
)que a son tour des oscillations d’autres ions ousystemes d’ions; 
combinaison de ces actions par interference, c’est-a-dire par 
mple superposition, donne alors lieu aux divers phenomenes de 
flexion, r^fi'action, etc. 

Lorsqu’on peut considerer les vitesses etPamplitude des accele- 
tions des ions comme infiniment petites, la concordance entre 
s forinules de Lorentz et les miennes, d^montr^e pour les oscil- 
tions liertziennes, continue a exister quelle que soil la frequence : 
^ec cette restriction, toutes deux represeiiteraient les phenomenes 
Optique. Mais lorsque les vitesses interviennent, par exemple 
ms I’experience de Fizeau sur Pentrainement des ondes, Paccord 
;sse : nos formules exigeront, comme celles de Hertz, Pentraine- 
ent total. J’ai dit dans PIntroduction qu’on peut supprimer la 
fficulte en admettant une certaine reaction des charges electri- 
iies sur le mouvement des particules. 

Remarquons, en terminant, que notre loi de propagation con- 
lie sans effort le phenomene de Paberration et Pexperience de 
ichelson, qui semblent contradictoires dans la theorie de Pelher. 
n effet, dans la seconde experience, les sources de lumiere ^tanl 
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entrainees dans le moiivement de la Terre, la vitesse de I 
lumiere par rapport a celle~ci a une autre valeur que la vitesse 
la lumiere des etoiles, qui est independante du mouvement d( 
Terre ; I’explication si simple que donnait de Faberrationlathec 
emanative de la lumiere subsistera dans ses trails essentiels. 


XIX. 


RECHERCHES CRITIQUES 

SUR LES 

HEORIES electrodynamiques 

DS CL, MAXWELL ET DE H.-A. LOBENTZ. 


irchives des Sciences physiques et natiirelles^ 4® periode, t. XXVf, 
aout 1908, p. 209-236. 


L’liistoire des idees nouvelles introdiiites par Maxwell dans la 
ience de Telectricite et des theories qui en derivent constitue 
rtainement im des chapitres les plus interessants, surtout au 
>int de vue psychologique, del’liistoire des sciences. On saitavec 
lelle I'epugnance les esprits, liabitues a laclarte limpide qui don- 
it aux theories classiques de la Physique mathematique une si 
iite valeur esthetique, ont admis ces idees nouvelles, perturba- 
Ices de Fordre etabli, et qui semblaient, il faut bien Favouer, 
rangement confuses a premiere vue. C’est de i856 que date la 
emiere publication de Maxwell, a On Faraday’s Lines of Force 
mte ans plus tard encore, il fallut toute Fautorite d’lin Helmholtz 
)ur obtenir que la theorie nouvelle fiit, non pas admise, mais du 
oins trouvee digne de c]uelque interet. Ce furent les experiences 
: Hertz et de ceux qui Fontsuivi qui, en demontrantFidentlte de 
lumiere et des oscillations elecLriques, et confirmant ainsi les 
les geniales de Maxwell, briserenl les dernieres resistances et 
innerent a cette theorie droit de cite en Physique. On reconnut 
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diflferentes : celle d’une tentative d’explication des actions ele 
ques paries proprietes du milieu qui en est le vehicule (exp 
tion qui conduit Maxwell a des hypotheses accessoires divers 
ou, malgre ses elForts, il a completement echoue en ce qui 
cerne I’electrostatique), et celle d’une description purement 
nomenologique au moyen d’equations aux derivees parti ell 
d’une hypothese sur Fenergie electromagnetique, et ou inter 
nent certains vecteurs qui caracterisent Fetat electrique et ma 
tique du corps. II n’y a qu’a choisir cette seconde inethode 
etre a Fabri de bien des difficultes. 

La theorie de Maxw^ell, etendue par Hertz aux corps en mo 
ment, ne s’accorde pas avec certaines experiences optiques (z 
ration, experience de Fizeau, etc.), ni avec celles d’Eichen 
sur Faction des dielectriques mobiles. La forme nouvelle 
H.~A. Lorentz donna a la theorie de Maxwell, au contraire, e: 
parfait accord avec ces experiences ; de plus, en reprenant Fh 
these de Fechner et de Weber, que tout courant electrique es 
courant de convection, c’est-a~dire est dd au transport de 1 
tricite, hypothese que les recherches recentes confirment de 
en plus, il simplifia considerablement les equations ; la com 
tion atomique qu’il attribua a Felectricite permet une vue 
claire et plus precise desphenomenes. Enfin,en considerant F* 
comme immobile et present meme a Finterieur des atomes, il 
prima une indetermination de la theorie de Maxwell qui n’ava 
etre corrig<^e jusqu’alors, indetermination rdsnltant des me 
ments de Fether, qiFexigeait aussi, sans les preciser suffisamr 
la theorie de Hertz, mais qu’aucune experience n’avait jama: 
mettre en evidence. Enfin, la compenetrabilite reciproque et 
plete de Fether et de la matiere explique que les corps se mei 
a travers Fether sans eprouver de resistance, et que le « 
d’ether » de 3o*‘"' a la seconde qui, selon Fresnel et Lorentz 
verse la terre emportee dans son mouvement autour du Soleil, 
jamais pu ^tre mis en evidence, meme par les experiences les 
delicates. 

En reduisant ainsi la theorie de Maxwell a son expression h 
simple, et en supprimant bien des difficultes mathemathii 
M. H.-A. Lorentz a comble Fabime qui separait la theor: 
Maxwell des theories classiques, fondees sur la notion d’act 




Stance, et precise les rapports reciproques des equations de 
^eber et de Clausius d’une part, de celles de Maxwell et des 
ennes d’autre part. Ce rapport est, comme on le verra, bien plus 
roit C|u’on n’aurait cru au premier abord. 

Mais la tlieorie ainsi simplifiee presente un autre avantage : c’est 
:lui de permettre ime critique plus rigoureuse des princlpes sur 
squels elle s edifie. Ces principes sontde diverses sortes. Ce sont, 
abord, les bases experimentales de la theorie : Texperience, qui 
mble a premiere vue avoir si pleinement confirme la theorie, 
aurait-elle pas, sans qu’on s’en doiitat, porte toujours sur cer- 
ins points en laissant d’autres, tout aussi importants, dans 
3mbre ? Quelles sont les modifications qu’on pourrait apporter 
IX formules de Lorentz sans toucher a aiicun fait d’experience? 
En second lieu, quelle est la signification vi'aie des vecteurs 
Tce electrique E, force magnetique H, qui entreiiL dans les equa- 
ons? Et comment se fait le passage de celles-ci aux faits d'expe- 
ence qu’elles doivent representer? Des questions analogues se 
>nt posees, on le sait, pour la Mecanique, et n’ont regu leur 
)lution que l)ien recemment. Or, par la notion de masse electro- 
agnetique, par I’impuissance ou la theorie se trouve d’expliquer 
s plnSnomenes par les proprietes mecaniques de I’ether, a 
hysique moderne a ete amenee a concevoir invei'sement une or 
lie electromagnetique des lois de la mecanique, et a faire ains 
e rElectrodynamique le pivot d’une conception nouvelle de la 
iture, rernplacant I’ancienne conception mecanique. 11 est done 
articulierement important cfu’aucun nuage ne voile les fonde- 
lents logiques de ce vaste edifice intellectiiel. 

On sait que, parmi ces bases, se trouve I’hypothese d’un systeme 
isolii de coordonnees et que I’experience de Michelson et Morley, 

L d’autres plus recentes, ont sur ce point donne un dementi formel 
la theorie : comme en Mecanique, la translation uniforme d’un 
^Sterne ne semble pas avoir d’inlluence sur les phenomenes opti- 
ues et electromagnetiques cjui s’y passenl. MM. Lorentz, Einstein, 
oincare et d’autres se sont done demande quelles hypotheses 
ouvelles il faudrait introduire pour rendre raison de ce fait, sans 
'yucher aux equations fondamentales . II se trouva qu’il faut 
gnoncer a la notion classique d’un temps universel ; faire de la 
imultaneite une notion toute relative, supprimer la conception de 
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vitesses, etc. Lorsqu’un grainX^'’*^!!^’ des 

opposes des rayons 8 de 200000 1 

plus que ]a viiesse relative'^de ces on ne dira 

^gaux pour „,7 observateur A ou deux ,^v temps 

le seront plus pour un observateur B 1 simul lands ne 

chose curieuse el dime de remar ’ P®*" ^®PPort a A. Et, 

«^es, .„ „„ .Ttll ZZltr “ 7 “ p™ -iW 

qu’elle entraine seulement PuL n P 
Pheure qu’d est, les equations deMaxwd^o^''^" 

SI absolument intangibles aiiP ^ P ®ontconsiderdes comma 

»»«e. P)„^. :"»“fs«e„ces a-„„i p,. 

modifides plus ou moins orofon^-s equations ont besom d’dtre 

moms systdxnatiquement, pen^nttr^nf^ P’“® 

nous tombons dans I’extrdme opposd cl^T 
vraunent une confiance si exceisLe? ^ naentent-eUes 

ta rdponse est nettement ndffativp' «7 • 
ici un rdsumd des critiauPi ^f-J^tne propose de presenter 
Maxwell etdeLorentz et des , ^'en la tlidorie de 

comporte. Le lecteur trouv “*^®’’'^ttudes expdrimentales qu’elle 
des ddmonstratirns ^^--re ( > ) Jddtail 

tales de M. Lorente.'^Soi^nrHT'^" ^‘I"®tions fondaraen- 

(on force) ^lectrique “ tsTTel " 

densitd dlectrique en un point ^ r ^.^n^mre, p (2., 5, t) la 

cette charge lide a un ion ou dlec^on • enf^ U 
composanie d’un vecteur A dans la dir’ecufn / OnT" "" 


(I) 



' * • > 


Xvrrr critiques sur ^ 

™’ P-. ^^7). Consulter aussi un arU le d 

«'> Physique ( QEwres, XX, p. 44,.) ' rdle de Vether 
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Le champ ainsi cree dans Tether exerce sur Te^lement de charge 
force m^canique repr^sentee par le vecteur ou 

VI) F^= Fy= EyH- .... 


M. Lorentz considere iiniquement line certaine integrale parti- 
nliere da systeme I a V, qui s’obtient par la consideration des 
poteniiels retardes ». On d^montrCy en effet, que toute integrale 
e ce systeme peat s’l^crire sous la forme 
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d^)} i dPi^x 

dx c dt ’ 
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dX> I dPLy 

dy c dt 

dkx dkz 


fonclions <I> (potentiel scalaire) et A./; (composantcs du 

lOteiitiel vecteur) ^tant continues avec leurs derivi^es premieres 
ans tout I’espace, s’annulant a Tinfini; et satisfaisant aux ^qua- 
ions 
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sontdes integrales particuUeres di. systeme IX, X, XI ; elles ont 
la forme de potentiels newLoniens, avec cetLe difference qu’au lieu 
de prendre la valeur de p au point x' y' z' a I’instant t, il taut le 

prendre a I’inslant anterieur t- ^ esl la distance des points 

xyz^ x'y'z' ; c’est ce qu’avec M. Lorentz nous indiquons par la 
notation [p'], [p'l^i], etc. ; on a plus gdneralement 

[/J = /(^'./- 

Le champ est des Jors completement determine, et, en introdui'- 
sant ces valeurs dans VII, VIII et VI, on obtieiU une expression 
analogue, c’est-a-dire une int^grale triple etendue a cles « forces 
retardees )>, expression assez compliquee, et que nous ii’^crirons 
pas, mais qui exprime la force subie par un point ^lectrique de 
charge ^gale a I’unlt^, au moyen d’actions El^mentaires analogues 
a celles que Ton considerait dans I’ancienne electrodynamique, & 
la notion de transmission non instaniande pres, qu^on retrouve 
d’ailleurs chez Gauss. De cette forinule resulte, dans le cas ou deux 
electrons sont a une distance finie Tun. de T autre, et sous certaines 
conditions generates qui sont ici sans importance, I’expression 
suivante (’) de la force qii’exerce I’^lectron e' dont la vitesse esl 
p'^, et Facceleration sur I’^lectron e, de 

vitesse p : 

(XIV) Fx=ee’ | ^ COs( 7 ’il?) — Prl^ajJ | *, 


OU K est la force ^lectrique en y, z el ix pour expression 



La distance r est dirig^e dans le sens de e' a e el les quantiles 
pp' doivent 4tre prises k un instant anterieur tel que Tonde eman^e 


(^) Celle expression a ete donn^e par K. Schwarzschild, Gdcting’er Nadir, 
Math.physik, Klasse, igoS, p. 126; voir aussi H. Poincare, JRendicontC del Ciro, 
math, di Palermo, t. XXI, p. 129 (1906), et P. Lan^evin, Journal de Physique, 
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insliuil (» a I’inslaiU Les co(U'(lo\nKU*.s .r', 

.r, )\ z tl<‘ (‘I IcMjrs d(‘rivties, l(?s viiesse's ct les acctVlora- 
riant (Irs Inm'lions hicu ilrloriuiuees dii Irmps, I’iustant 
;siou /' t’sl (Imuir vi\ fuiuMinii iiuplit'ile dc. t par l’(»<piaUou 


t (' [.rt / I .r'( /' ip i ■ ( Kt f ) t'} |2 h \z{ t 1 - 5 '( 


iS Ir (‘US cu’i Irs vitrsses soul trrs infrrirures i\ c'elle de lu 
rr, el nu les eliangem<‘iils ne sntU [)as irop rupides (elals 
HlalinuuiiireH l, v\'M->k d\vv dans la pluparl des (^us (jui se 
itent VAX rlectniil Ytiuiuupu* (eu exctsptunl les (Kscillatlons hart- 
**i el les eiiperi(‘iu‘eM de M. Katifmann sur le.s rajnns [j), on 

level(»[iper ime (nnelion hdle tpte ^ j par la fonnuh' 

vlor 

fit ' I /IM ' /'i^ I t /'M/I . .. 

» f‘ ^ f* * V 


;lij;<'r tfs Ici iiirs iiyniil t’li fiu’leur. On olilieul alors I’uclinn 

rtlnir«* nmn'f/'i* [lur r' Mir t> snus la forinc cl'iuie aclion u dis- 
, la ilislniire rt r, c', ir' Irs vilrs.srs cl acrrlrraliiins 

7/r.v dr r rl t"' 

,.-i i,.^3 -- •) t> 1 ',;. — ar, r', 

'Mi> >v.', • "'i 

' ' >V >■ ^ a J,7‘ “ r 

Itr I'nrmr r»t jmi'tiriilirreinrn t |ir(i|trr u lu tii.srussioii ot a unn 
laraison uvrr Ir^ tlii'orirs rlnssi(|iu‘.s. 
i|iu virnl il'iHrr dll dr la lliriirir dr lairrnti/. suClira |i(iur pri- 
>r au Irrltnu' dr a'tirirnlrr sur Ir.s riiti((tu‘H (|ui diiivrnl i'lrr 
s7es ii rrllr ihrnrir. 

d’almnl, coimur 11 a idr dlt jdiia haul. M. LorruU nr cousl- 
ijur. Irs inlrgralrs |inrllrulirrrs Ml rt Mil (lu svsleiUKt d’t'ujua- 
juu drrlvrrs juirlltdles IX, X el \1; par liypullirsr, II drarte 
; aulifi luli^gf.dr. Uruiarqutms riiiip<uUnrr fundamriitule dr. 
rrslrirtiuu. (hir iippiisiliuii aux phriiuiururs uu*(mui(jurs, Ira 
umrnrs idcrlrniiuignrtlnurs sciiil rii gdrulral irriH’rr.sihles a 
‘ dr la fudlalluu. Mals les rcpialums dr l.orrntz nr rliaugent 
[uaiid «m y r.haugr Ir sigitr du triiips : (tllrs roiilieimeut I’al'flr- 
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nuiLioii de la reversiidlite. Au conlrai.ro, dans les poloutiods reUir- 
des et les actions eleinenlaires XlV, los d.rool.ons positive el 
negative du temps jouent des nMes lout dillonMiLs. On v ix ml ro- 
duit am Vitesse dont ilcst.par hypolfirsc, impossddr do changer 
leseas: e’est la vitesse avec laquelle los oudos sadoi^nent cim- 
staminent des corps epd les out emisos : e’est do la quo ddcoide 
Firreversibilite des phenoinenes dlcclromagudliquos. Or, on vdrifie 
facllement qiie le systeme IX, X et \1 admel une inlinitd (Fautres 
inlegrales cpie XU et Xlll, salisfaisaat uux coudilioiis de conlinmlfS 
et aux conditions a Finliui : Idiilegrale goii(*.rale comporte, eii elloli 
deux functions ai'l)ilrai res. l^anni ces Inlegrales, I(!S iiiie,^ Coreas’^ 

pondenta des ondes convergentes : au li('u do I argument t — ^ elles 


dependent de I’arguiuent / ^ et out, du i'o.sl(!, la forin<‘ XU rl 

XIII : ces ondes viennenl done: de I’inlini tn ('onvcrgcnl miiqua-- 
ment vers les points cni se irouvent des charges ('dectri(|iics, da 
meme que les potentiels retardes eorrcspoiulcul uniqiKUUcnt a das 
ondes qui s’^loignent de Lels points, IJ’autrcs InU'gruU^s, au con** 
Iraire, peuvent etre consid^rees coumut correspoiuhml a des oudas 
qui convergent vers des points de relher ou s’ou eloigiient. Or, on 
d^montre que toutes ces ondes sont physiquemont ahsurdes, car 
elles entrainent la possibilile d’un per|)eLuiim ulol)il(^ Ku parlicu-** 

lier, si dans XII et Xlll on change I — ^ eu L H c’esl-a-dire ii 

Ton change le signe de c, on v^rifie sans peiuc ((ue le sigiie du 
vecteur radiant de Poynling change. Puisque la. premiere solution 
correspond a des corps qui perdent de rdiiergie lorsqtdils rayon** 
nent (e’est-a-dire lorsqu’ils contiennent des j)ar(icules animees de 
mouvements non uniforines), la seconde corrcsj)ond a un gain 
dJenergie^ et cette dnergie n’est perdue par aticun aulrc* corps, elle 
vient de Tinfini, et est founiie uniquement par Pdther, reservoir 
inepuisable d’energie electromagnetiquc. Or, un systema qui, 
dans de telles conditions, gagiie de renergic est un p(!r|)etuum 
mobile. Les equations de Maxwell et de Lorenlz ndmettent 
done une infinite de solutions satisfaisanl d Louies les condi-> 
tions de la theorie^ niais incompaliblcs a\^ec V expih'iencB, 

II est done certainement indispensable de faire, soil sur Fctat 
initial, soil sur les conditions a I’infini, des hypotheses supplement-* 
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hypolh^se inlegrer les equations au moyen de XII, XIII; on n’auta 
qu’a introduire ces valeurs dans VII, VllI, VI pour obtenir la 
quantity F (ou force inecanique exerc^e sur I’unite de charge i 
exprim^e cotnme somme d’actions ^leinentaires excretes par i» 
aulres elements de la charge. Or, F s’^limine lui-irK^me, car te 
repos et le mouvement de I’^lectroii ou du systeme dlectrisd eit« 
par hypothese (qu’il existe ou non de.s inasse.s r^elles), ddlermin^ 
par le principe d’Alembert 

(XVII) 2 ~ 

ou I’on suppose remplacee [)ar sa valeur donuee par les aclifii:t^ 
elemeolaires et oii P repr^sente la n^.sultaule des forces non dler*- 
Lriques. Or, e'est seulement ce mouvenient ou ce repos qui font 
Tobjel de rexperience ; Ic champ dans PeLlier pur ue joue jamail 
role. En efifet, pour connaitre le champ eii un point, nous somm^# 
obliges d’y placer une charge clecLriquc. II en serait aulrement m 
E, H, modlfianl Tether, le mettaient en mouvement on changeaital 
ses proprietds, comme le supposait Maxwell. On poiuTail alors, par 
exemple par des interft^rences d’ondes Inmineuses, inellre en 
deuce ces modifications sans placer une charge au point consldAf#^ 
De nombreuses experiences entreprises dans ce sens ontconstaiK* 
meat donn6 des r^sultats n(^gatifs ; I’l^ypothcse de Icls niouvematll^ 
n’a, d’autre part, conduit a auciine explication mchuuiique des lois 
electrodynamiques. M. LorenU etaveclui l)oaue()up de physiciam^ 
onl done ^le amenes a en faire abstraction. 

Nous voyons done qu’en se plagant unicpiemcut an point de 
desfaits, on pent se passer coinplctement des notions de chartij^ 
^lectrique et magnetique et des dquulions aux ddrivecs parliallet^ 
avec leiirs conditions de continuitc : ces dlcincnts sont iiisuffisanllfe* 
nous I’avons vu, pour determiner la solution; cc soul les actions 
^l^meniaires, ou plus exactemeni I’eqiiation XVH, et non les (Equita- 
tions aux derivees partielles, qui sont I’expression comply.! e el 
adequate de la th^orie de Lorenlz. Les premieres onl d’ailleurs Ir 
grand avantage de ne contenir qlie des relalions de temps et d’et- 
pace, avec certain.^ coefficients in variables no mines cdiarges dlee* 
triques. La notion de force s’en elijtiine coinpletemenl. 

Or, comme I’a montrd M. Scliwarzscliild (loc. ces aclioii^ 


\i\ Ht H t.t H Utl uHU:h I 

1 ‘lt‘mrulaHr-* -.r laltaiiH-ut tit* la farcm la plus iuiiutnlialt* au\ iIhmh 
{ la^^uptr^. (.lau*^iti'» a\ait iuiiitjiu’’ une rurnuilr (|ui tixprime, 
ilau-^ riivpHlhf'sr ilr^ ariittus ii ilisitiuiut\ rutMitui truiH* I'luir^ti ou 
uinuvrnMMU sut iiur tluruiulf uualugiu* a la rtirniulu 

tir \\ rlift , ttmin f|iu Hal ! *!i* la ctHisitliU’al icul tit* numviuiiiuils ahsu- 
lu**K il sudU il ^ tiihiHliitrt* la hii tit* prtipagalitm dc la liuiii(\rt *5 
pttnr tthti iiti la fiiiituitf ilr laurut/.. Si rtiu stuigt* (pu* crlte uuhnt! 

tdail il*‘|a \ rmir a vi h Uif*ui;uui, tui H’^ltmnura tit* voir 

I tiuilofut, sun^ rv tappoti, la srirurt* nVst t'loigiuW^ tin tlrvt*lop[)u« 
iiH'iU rii I t par tpirU duunius (Irtoiimds, par tpielloH 

la«su*»satilt'’» l««giip4r-» a pasnr pour ruvruir si prus tit* son poiul 

«!«’ tit'paii . 

Mai^^ a ^UUirt r'^ t lit'UHfis ilrhtui tuS^ t*llo a gilgUO sOUS (li*H 

lapptut^, Mir a appi i?i a i tuirrvoir la hnnirre t’tuiuiN* un pluhio- 
uiriir rli ‘1 li Hioagiiriupif*, ri r#*ne* riMirrpiiou fon<liUiu*ntalr a 
lUMthhr pM*loii«lritirt4l rnpfupir rllr iiMhnr. Cair tout ri* tpii a dr 
till plus halt! «lr% phrsttuurur** tdriii u|i»t‘s H’applir[urra a TOplitpit^ 
l/rilii r» Irs ripi4i8«*iis aux «lrri\rrH piti lirllrs pmurotit tMrr rtmsi- 
tlrif*. t iuiiiiur srr«»i44aH i s ; rn rratttt\ rr tpii H'oUstU’vr, et* Ut* soril 
ipir tlrs arhtuis rl* lurulaur^ i*iilrr lt*H iouH tiu I'lrrtronH (It! la 
r lit* luiiurti*. I ru\ ilr I'appaiiul opliipir iH rt*u\ tk lu rtUiuc 
tui tlr- ia plaiptr pli**ti»|;i aptiitjiir. rtiUs Irn pliruoniritOH oplitpiuH 
lii'aisrril *lr la par !r print tprilr %iip«rpoHiiion, 

I. rtlirr* ipn %rittlilaU tiitr t out I’plitiii rssrilUt'llr d«! la ilnWirie, 
t|rr#4ir a isoiir r ijirrituirr , rt« d’tMapr I'tt t*liipt!» il a fallu 
frtltitrr i«*lr a rrhtt iruii svsifutH* dt‘ roortloruHH's aliHcdutiH, 

r'rsi 4 dir*' ui;4rp«^ji*lanir^ 4r la matiri'f* orditmirr, a)Hituu« par 
rappsul aiiiptrl 4 fait! lur^tjrri Irs \itrssrs dt^s oiulrs c»t drs t'tleto 
Itoitt, Faiil-tl ^*«Hoiinrr tpir l*r%prt iriirr* n'ail pus voitlu dtM!r fan- 
liuur lualiiriiialuptr rl tpii*. taiiUrairtUliritl iius forituilrs (If I aU'CMltz, 
iiuunriuriii ali^»4u iir sruiblf pas jourr 4f rdlf? en l*liysit[Uf ? 
\friilsi*t$io»N^, rii passant. *rintU'i*% tdsjrrhotis auxtpM^llfa doniif 
Isrti la tiitlstu* 4r Triftfr trlle* tjuVllf fsl griitn-alf tuf u I admiif par 
frs pli%%srtrii*« iotHlrrfi»*s : la rrpartitiou ft If nuHivfnuHit dr 

Triiri^ir fr%ir»p, slaiis tJUf lafgr uirHur#% iirlulnurfs ; il f%istf 
iiohur plusirnr^ collisions «lu prtddfiiif s 4ir, r//*, p. I'ja*'' 

i "ii • » «ir plis%» ni suppriftiaid Ir uiou vfiiirnt df 1 t*th€i% on a sup- 
priiuf fr jiifiiripr 4r Ta# Inin rl 4r la rMftiorn alor?i tjuf irauIrfH 
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images qiie Ton pent se faire de la propagation des oudes permet- 
tent de sauvegarder ce principe, coinme on le verra plus loin, Knflm* 
!a notion de champ ne pent s’appllcpier a la gravilaliou {loc* 
p. comme Ta remarqne Maxwell Ini-’Uuhue : IhUUer devmil 

se trouver en equilibre instable, a cause da signe uegatif cl# 
I’energie de gravitation. Cette notion de cluunp no saurait done 
constituer une base generale capable de remplacer la Mdcani* 
que (M. 

Les fonnules XIV, XV des actions eleineutaires de charget 
ponctuelles qui, d’apres ce qni vien t dhUre dit, resuinentla theorie 
de Loren tz, contiennent les vitesses al)SoInes suit cx|)licite!nenL 
soil par la loi de propagation XV ^7. Ihiis([iie 5 jus{[u’iei, les viless## 
relatives seules ont joiie un role dans rexjxb'ience, il esl evideiUt 
a priori^ qu’il doit etre possible, sans rmtrer on contradiction aver 
les fails observes, d’apporlcr des changements iinporlanls h cm 
fonnules, en ce qui coiicerne les vitesses, (^^e.sl-a-dire que ces for* 
mnh?, sonl hypo I he tig lies dsins une large mesure. lh)ur preciier 
ces changements, considerons dhdmrcl les pheuouicnes ({uasi-sta- 
tionnaires ou la formula XVll s’appliquo, 11 n’a jusqu’ioi ett^. poi« 
sible d’observer les actions (fleclrodynamicj ues ou eleetroniagndti^ 
qiies qui dependent des vitesses des ions ([ue dans le cas oil la 
champ magnetique est du a un couraiit ferine ou sen.siblenient 
ferme, et ou certaines vitesses sent negligeables par rapport i 
d autres. Les experiences sur I’induction par Ic inouveinent, ^?ur 
les rayons cathodiques, cedes de Rowland, d’Kichenvvald, ete., 
apparliennent a celte categoric. On Irouve alors que dans X VI ; 

I les ternies en o'-j p'-, inlroduils par le diWeloppcmeut ati 
senes de f restent san.s inlluence sensible; 

2 ^’ aux termes 

ee' I 

COSpo? -h (\>p ' 


les difacultds aux-quelles ,lo„no, lion la notion .Jo 
MaxweH o. T'l’ -^uporficiello I’analogio. .les equation* d« 
Maxwell et h tanf a''ec celles des corps (Jlastiqnes, analogic ((ui a tionnfi 

la q es ion"^^^^^^^ '-'-^enr troov.n-a on ex„os.J de 

J^cectneueet OpUque, de H. Poincare (/," partie). Paris, m,o,. 
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on pent siilislituer 

ee ___ ] — 3 Pp ('p I = 

(ce qui correspond a la fonnule d ’Ampere pour I’actioii de deux 
elemenls de courant), et plus generalemeul, on pent ajouter a ces 
lermes la difference A (/,. — /, j;), A {fy —J\ y), . . . , 011 A. est ime 
coxx^l^nX.^ cu'bitraire, sans que ceLte addilion inodiOe I’aecord de 
la Lheorie et de I’experlence. Enfin, on pent completer ces expres- 
sions par des termcs en t)-, etc., de maniere a ce qu’elles ne 
contiennent |)lus que les vttesses reiatwes^ et que Faction soit 
egale a la reaction, ce qui n’est pas le cas pour /. En posant 

(’.f - • • 1 H- uPy -h tCl = u"*- 

et designant par k une constante arbitraire, I’expression la plus 
generale /les terines electrodynainiques qui ne contient que les 
vitesses relatives devienl 


i ( 3 _ K ) - :j ( . - K ) p 1 


( K 1 ) U.x U p 


Mais on pourrait supposer aussi que la rotation des electrons 
mobiles dans uii coiiraut engendrc seule un cliamp inagni^tique. 
On s’en rend com pie si Fon songe que Faction du rdiamp niagnd- 
tiqiie n’ayant ete observec que lorsque celiii-ci est du a des cou- 
raiits feriru^s, ii existe dans Lons ces cas im putentiel inagn^tique 
egal a Tangle solide sous lequel est vii le courant c} (pour ne con- 
sid^rer ((ue le cas de courants lineaires). Or, la surface d’une 
figure polyg'onale tracce sur une sphere s’exprime |)ar la somine 
des angles que formeiil, cliacun avec le suivant, les cotes du poly- 
gone; pour une courbure continue, ces angles devieniienl his 
angles de contingeuce de la courbe spli(^ri(|ue, et ceux-ci s’ex})ri- 
inent au moyen du rayon de courlnire de C et de sa direction par 
rapport au rayon vecteur. Les liypolheses moleculaires permetteut 
cFexprimer celte courbure soil par Facccleralion de Fdtectron, soit, 
pour an electron dissymetrique, par sa rotation. On oblient alnsl 
uuc decomposition entierement nouvelle de Faction du courant 
fermd en actions elenientaircS;, qu’on considiirera com me valalde 
pour tout element de courant i'erme 011 non, et qui, par integra- 
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tioii le long du courantj fournira dans tous les cas de potentiei 
magnetique. Le champ magnetiqiie cree par un element de cou- 
raiit ^tant ainsi d^termin^, la force exerG<^e sur une charge e en. mou- 

vement sera, comme dans la tlieoriede Lorentz, ^ (VyHz — 

ou designe la vitesse relatwe par rapport a I’^lement. 

En somme, sur ces termes dependant des vltesses, nous ne 
sommes pas mieiix renseignes qii’au temps de Weber et de Helm 
hoUz. 

11 en est autrement du terme 
Qc’ 

cp.r = ir' cospa?], = 

‘ ‘I pc- - P ' 

dependant des accelerations. On peuL dire que tout [’effort de 
Texp^rience^ tout ce que nous savons des oscillations ^lectriques, 
des Equations de la lumiere, de I’induction en circuit ouvert ou 
ferm^, a porte unlquement sur ce lerme. II se discompose en 
deux autres : 

n . r — (^^pCospa?1 , , , 

en ee J = . . qui n est autre chose, k 

des termes en ^ pres, que le terme 

— w), cosrx 

de XV, et joue le role du vecteiir de Fresnel en Optique. C’esl de 
lui que dependent tous les phenom^nes present's par les oscil- 
lations liertzieiines a grande distance de la source. Ce terme ne 
joue par coutre aucun r61e dans I’induction en circuit ferm^, car 
il pent s’^crire 

— d ^ — > d Wp —d 

dx c’^ ’ c- ’ dz c'^ ^ 

I’expression 

vi;^. (ix -h Wy dy -t- XF- dz 

de la force eleclromotrice devient des lors une diff^rentielle totale 
et s’annule pour tout circuit ferm^. 

^ - cosp:?;] = yjsj quiprovient enlierement du 
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developpemeiiL en serie, el par consequent de la vilesse finie de 
j)ropa gallon^ et qui determine les plienomenes d’induction en 
circuit ferine et les forces (^lectriques dans le voisinage iminediat 

d’un oscillaleur hertzien (avec ie terme electroslatique cQsp.r ^ 

P” 

dont la forme ne fait Tobjet d’aucim doule). 

Mais il iinporte de reinarquer loi de propagation oil le 

centre de Vonde emise par un ion d uri instant t reste constam- 
ment aninie d\tn nioiioemeni vectiligne et uriiforme^ de vitesse 
4gale d celle de I! ion d i* instant t, donne aussi^ par le deoelop- 
pernent da terme electrostatiqae^ le terrne et ce resaltat 
pent menie ^Are genet'alise. On ne petit done conclure que ce 
centre reste en repos, commele veutla th^oide de Tether immobile, 
(ja reaction d’uii systeme (Electrise sur lui-meme, lorsqu’il y a 
accel(iration, e’est-a-dire Texpression de la masse electromagne-' 
iique pour des vitesses faibles, depend exclusivemeut de ; 
I’existence d’une telle reaction ne saurait done ^tre douteuse ; elle 
est absolument independante de toule incertitude relative au moii- 
vemeut absolu, aux termes electrodynamiques et a la loi de propa- 
gation. 

Revenons maintenant a la formule gtin^rale XIV et XV ; on 
peiit^ dans cetie derniire^ tracer tous les d sans qiTaucun fait 
d’experience, soil dans le domaine del’Optique, soit dans celiii de 
I’dlectrodynamique, ii’en soit modifid de fagon sensible : seul, 

p/ ^ 

doit (Hre conserve. Ce terme de premier ordre par rapport 

aux vitesses ne joue d^ailleurs auoun r61e en Optique et dans les 
oscillations hertziennes ; et il ne reste dans la formule XVII aucun 
terrne de ce genre. Une autre loi de propagation, n’entrainant pas 
la consideration d’un systeme absolu de coordonn^es, le rendrait 
inutile. 

(^Lianl au terme de XlV lineaire en u (force r^lectromagn^tique 
propremeiiL dlte), il contienl ^ en facleur et ne joue de role que 

dans les plienomenes (|uasi-stationnaires ; nous avons vu combien 
sa forme reste incertaine. 

Les derniers ^nouc^s comportent deux restrictions, relatives a 
des termes d’ordre superieur au second. La pression de la lumiere 
correspond a un tel terme, dependant du produit des accelerations 
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et des vilesses. Mais sa forme reste hien incertaine. En secoad 
lieu, les experiences de M. Kaafmann sur les rayons p da 
radium mellent en evidence dans XIV I’ensemble des term es. Mai** 
heureusement, il n’y a aucune conclusion a tirer de la ; car on pent 
ajouter, soil a la fornuile de Weber, soil a celle de Clausius on de 
Riemann, soil enfin a une suite infinie de termes dependant 
des puissances supeideures a la seconde et paires des vitesses, 
divisees par les puissances correspondantes de c : ccs termes ne 
joueront cle role que lorsque les vitesses sont comparables k 
c’est-a-dire dans T experience de Kaufmann. Chacune de ces theo- 
ries pourra, par un clioix convenable de ces series, satisfaire aux 
observations, ce qui luontre (voir loc, pp. 189-197, 260-270) 
que si Texistence d’une reaction d’inertie eleclromag'iietique est, | 
comme on I’a vu, hors de doute, la variabilite de cette reaction 
avec la vitesse, par centre, est hypothetique ; elle ne saiirait ^tre 
deduite des experiences dc M. Kaufmann que lorsqu’oii adopte a 
priori les hypotheses de Lorenlz sur le mouvement absolu et sur 
les forces Cette tlieorie de la variabilite de la masse electro-^ 
dynamique s^appuie dona sur les points les plus faibles de let 
theorie de Lorentz. On expllqae tout aassi bien^ et mdnte 
niieax^ les obser^^ations faiies en. chaageant convenab lenient 
dans C expression de la force les termes dependant de$ 
vitesses^ de inaniere d n! iiiti'oduire que des mom>ement$ 
relatifs, 

II est a peine utile d’ajouter que Ic pen que nous connaissons 
des forces moleciilaires ne nous permet pas d’affirmer que les lois 
connues de I’electricite sont valables a toute distance, si petite 
soit-elle. En realite, e’est toujours a la loi des charges ponctuelles 
que nous aurons affaire, et Tonne connait aucune experience oil 
les conditions restrictives qiTelle comporte ne soient pas rem- 
plies. 

Nous avons enfin a nous demander ce (|ue Texperience nous 
apprend siir la loi de propagation, on, en d’aiilres termes, sur 
Tequation qui lie Tinstant d’emission a Tinstant t oil Taction a 
lieu. Dans la theorie de Lorenlz, I’onde emise par un electron en 
mouvement uniforme a Tinstant T reste a tout instant posterieur 
de forme spherique, le centre de la sphere etant le point de Tdther 
oil Tonde a ele emise, et ne participant [las an mouvement de 
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I electron. Cette hypolhe.se introcUiiL done le moiivement absolu, 
et, si 1 on adinetqne les experiences futures ne mettront pas plus ce 
niouveinent en evidence qu’elles ne Pont fait jusqiPicl, il faiidra la 
rejeter et con.siderer le niouveinent de jiropagation de la luiniere 
eomuie purenient relatil et dependant du niouvement des cfirps 
(|ui onL produilla luinicn'e — a moins de renoncer, a\'ec Lorentz 
et Einsleiuj a la cinemalique et a la notion de temps. Le principe 
(le la reldtiKHte du. monvefiienl^ dans sa forme classicjiie^ exigera 
<[ue le.s ondes (hnises jiar un systeme en moiivement uniforme, 
son.strail a toule Intliiencc ext^rieurc sensible, se meuvent avec ce 
sysu'nne, de maniin'c que le centre de chaque onde spherique con- 
tinue a coViuuder avec l’(3lectron qiii Pa ihnise, et que la vitesse 
radiale soit uuiverselle et I'igale a c. Si le moiivement de Pelectron 
est qiiclcompie, le jirincipe de relativite ne dtjtermine plus la 
vitesse avec. laquelle se deplace le centre de Ponde ; toiitefois, cclte 
vitesse doit 6tre constanle (slnon il y aurait action a distance entre 
Pidec.tron et Ponde (^mise). II ne sera plus possible, il est vrai, de 
(mnserver Pimage a ether » ou <( ondes dans un corps elastique » 
pour cette loi de propagation; rnais, si meme nous voulions la 
conserve]', et avec dies les (Equations aux derivdes [lartielles, il 
serait necessaire d'ajouter Phypothese noiivelle de la transforma- 
tion Lorentz-Einstein qui, a vrai dire, change si profondemenl les 
conditions du jirobhnne, que Pimage « 6ther » ou « corps clas- 
lique » devient entii'rementinapplicable. Bieiiplus, la propagation 
de la lumi(;re, dans les vues de Mi\l, Lorentz et Einstein, ne com- 
porle |)lus (Pimage mi^caniqiie du tout. A.u contraire, la loi de 
propagation cpie nous avons (hioncee plus hauL correspond simple- 
menl a Pimage de |)artlcules (finises dans Lous les sens avec line 
income vitesse radiale, et qui continuent a se mouvoir uniforme- 
menl : elle se rapproclie done, sous ce rapport, de la th^orie cema- 
native de Newton, J’ai monlrd {loc, cAl.^ 2 ’”''' partie) qiAen suppo- 
sant cette loi vraie quel que soit le moiivement de Pelectron et 
admettanl ipie ces [larticiiles fictives agissent snr les charges (dec- 
Iriques avec lesqiiellcs dies entreat en contact, on n^a aucime 
peine a construire imc inlinitt^ de lh(^ories (ilectrodynamiques en 
parfait accord avec Pexperience, saiif en ce qui concerne Poplique 
(les corps en moiivement. lei Pexpijrience, interpr(2t(m dans la con- 
ception atomiqiK^de PdlecLriciu* que nous avons adopt(je jusqu’ici, 
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enonce ce resultat unique et simple (*): lorsqu’un rayon lumineux 
met en vibration les ions d’un corps quelconque qui, a Jeur tour, 
emeltent cie noiivelles ondes, les centres de ces ondes se meuvent, 
non avec la vitesse de ce corps (comme le voulait notre hypo- 
these), mais avec la vitesse de la source de lumiere. Or, c’est ce 
que le principe de Faction et de la reaction permettait de prevoir. 
En effet, ce principe se trouve les6 par notre hypoth^se, puisqvF^ 
Faction de nos particules fictives (pour nous servir de cetle 
image) sur les ions ne correspondait aucune reaction des ions sur 
les particules. II faudra, comme dans la theorie de Lorentz, attri- 
buer a Fenergie rayonnante une quantile de mouvement, ce qui 
est bien plus naturel lorsqu’on considere cette (^nergie comme 
projetee que lorsqu’onla considere comme propagee ; et les vites- 
ses initiales des particules fictives emises par un ion se ddtermine- 
ront par le principe de la conservation de la quantity de moa- 
vemant^'ow principe de reaction. Dans le cas de FOptique, toute 
Fenergie rayonnante provient de la source, et les ecrans on appa- 
reils optiques ne fournissent aucun apport; il est doirc naturel de 
penser que le principe de reaction, quel que soil soir enonce precis, 
aura pour effet que la vitesse des particules fictives finises par les 
ions des ecrans, etc., sera uniquement determinee par celle de la 
source de lumiere. 

Evidemment, tant qiFune theorie generale et simple basee sur 
ces.vues nouvelles fera d^faut, il y aura lieu d’etiidier la question 
sous toutes ses faces; et en particulier de ne pas se laisser arr^ter 
par la n^cessite d’une cinematiqiie et d’une dynamique entiere- 
ment nouvelles, comme le veut Fhypothese Lorentz-Einstein (-). 
Mais il importe de savoir que rien^ jusqu’ici, ne nous oblige k 
considerer cette derniere hypothese comme vraie, ni meme comme 
partlculierement probable. Et je crois qu’il serait regrettable pour 


(^) On vcrifie facilement ce th^orerne en suivant de pr 6 s les ddmonsLralions de 
M. Lorentz {Versuch einer Theorie der elekti\ u. opt. Vorgdnge in bewegten 
Kdrpern, Leiden, 1895 ). 

(’) Il faut d'ailleurs noter que la theorie Lorentz-Einstein n'est ^galement, en 
partie, qu’i Tetat de programme : le principe de d’Alembert, et plus gen^ralement 
la dynamique classique des systemes, sont incompatibles avec cette ih^oi'ie, 
comme I’aremarque M. Einstein, etrien n’est encore venu remplacer ces principes 
fondamentaux. Ils subsistent sans changement, au contraire, dans I’hypothese de 
I’auteur. 
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a l^hysique qu’il ne se Irouvat pas, pour representer les lois elec- 
riques et ^lectrodynainiques, de methode plus simple que celle 
jLii consisLe a admettre d’abord des coordoiinees absolues, a 
scrii'e un sjsteme de 1 1 equations, dont 9 aux derivees partielles ; 
i les iiitegrer moyennant des hypotheses qu’i) faut rejeter ensuite, 
pour ne pas introduire de solutions impossibles ou exclure des 
solutions })Ossibles ; et a coinpliquer enfin la formule deja bien 
longue, ainsi obtenue, par une transformation destrucLrice des 
priiicipes de la cin^matique, et dont Tunique but esl de faire dis- 
paraitre du resultat le systeme absolu de coordonnees si malen- 
roiitreuseinent introduit au commencement. Encore ne sont-ce pas 
la les seals motifs pour lesquels la thdorie ne me parait pas satis- 
faisante. l^egalite du I'apport des unites a la vitesse cde la lumitu’e 
trouve, dit-on, son explication dans les theories de Maxwell et de 
Loreiitz. Les complications de la premiere rendent difficile une 
Mie nette de la manicre dont la theorie atteint ce resultat. Mais 
conside^rons les equations de Loren tz. La vitesse cy figure de 
divcrses manieres, et il n’est pas difficile de voir qu’en conservant 
c dans les equations aux d^rivdes partielles, mais changeant dans 
I’expression VI de la force * en oii c' est different de c, on n’a 
modi fid ni la vitesse de propagation, ni les unitds, ni I’dnergie (‘), 
mais bien le rapport de Punitd dlectrostatiquc a I’unite dlectrody- 
iiamique ; et la tlidorie ainsi exposee ne conlient rien qui nous 
fasse comprendre pourquoi ce coefficient de — r-Hy estpre- 
clscment dgal a On le choisit ainsi, parce que Lexp^rience 
I’exige — exactemenl comme c’dtait le cas pour la formule de 
Weber, de Clausius, etc. Ce n’est que lorsqu’on exige que le prin- 
cipe de Hamilton s’appHque, sous une certaiiie forme spdciale, que 
I’on trouve a /)/7‘o7*i ce coefficient Seiilement le principe, tel 
qu’ii est utilisd par Lorentz, esl nettement diffdrent du principe 
dans le sens ordinaire, les variations sont prises tout autrement 
que pour les fluides, par exemple, et, de plus, comme La montrd 

(‘) Le terme en L, en effet, donnera un travail constamment nul. II faut 

d’ailleurs se rappeler que H, comme il a dit, esL d^fini par la thdorie elle- 
m6me; si on le ddfinissait a priori cornme force (cxprim6e en gauss) s'exer^ant 
sur le p(5le d’un aimant permanent, le coefficient de deviendrait son tour un 
coefficient empirique et les conclusions resteraient les rhymes. 
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M. Schwarzschild, il existe diOerents modes (rapplicalion d<! ce 
pi’incipe. L’lin d’eiix determine direclemcnt Ic.s (orees eldraeii- 
taires, sans passer par la consideration du cdiamp; nons lui doune- 
rions la preference an point de. viie qui a etc expose dans celle 
etude; la fooction de Lagrange a la memo forme (a la propagaliou 
pres) que celle dont etait parti Clausius, 


If 


c/E d\i' 


t’.r H" 


Pv(*> -4 ^ " j 


ou rfE, c/E' soul cles elements de cliarge, cl t>\i r, n' doiveiit (§tr6 
pris a des instants convenabies. 

Changeons-^ en la formnJe iie satisfera plus au\ experiences, 
le rapport des unites cesscra d’etre nulls \c. |)rineip<» de la 
moindre action continuera a s’appliqner el la vitesse d(? propaga- 
tion restera egale a c ; ce sont les cqualions aiix ileri\ee.s parlielles 
qui, celle fois, ne soul j)lus satisfaites. 

En resume, on voit que celte remarquable rfdulimi nc rcsulle da 
la theorie de Lorentz que d’unefaconsi iiidirocte, ([u’elle sc rdduita 
line determination de coefficients, coniine fdioz Webiir ct Clausius, 
lorsqu’on n’ajoute pas la condition relative an priucipc de la 
moindre action: dans les ouvrages didactiques, pur cxcinplc la 
traite de M. Abraham, et meme clans I’cxpose (|ufMlounc M. Loren.12 
de sa theorie dans le Memoirc cite plus liaut, eclti^ condition n’est pas 
mentionnee etsemble consicleree couune absolumcnt s(‘Coiulaire. 

Gauss, dans sa celebre lettre a W. Welier, avail iiidique qu6, 
sans doute, les termes electrodjnainiques I'c.sultaimil uniqiiematil 
de la vitesse finie de propagation, con^me snivant une loi conve* 
nablement choisie, par des dcveloppeinents cn scric LcIh que nous 
les avons consideres plus hautet ([ui, on I’a vii, inti'oduiseiU eOec** 
tivement des vitesses et des accelerationvS avec des coefficianls 
dependant de c. La relation entre le rapport des unites el la 
vitesse de la iuiniere aurait aJors eii uue significalicm inuncdialev 
Chez Maxwell, ies termes clectrodyuamiques, (lc|)endant du poleri- 
tiel vecteur, s’introduisenl tout aulreinent : la {>rofon(le conception 
de Gauss (il iinporte de le constater, car le conlrairc a sou vent did 
soutenu) n’a pas eld realisee par Maxwell cl Lorentz. G’est k die, 
peut-etre, qu’appartient I’avenir en cleclrodynamique. 
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jRwisla di Scieiiza 


Sciejilia )>, A’ol. flJ, Anno II, 1908, N. VI. 


Un jour viundrn sans doiitc oii TtiLlier 
surarojoto comnio inutilu. 

H. PoiNCJAUK, La Sciiincu el t'ilypothhsc . 


Parnii les liypolhcscs les plus imporluiiLes eii Physique el les 
lus gencralcineiiL acimises, il en est deux: t|i|i jouenl uii rule parti- 
Lilierement essentiel : Pliypothese aloiniquo, el I’hypolhese de 
Ollier. Nees loutcs deux, de ooaccptions inelaphysiques qui, de 
os jours, ne Irouveraient plus guere d’adhei’enls, elles out connu, 
alls le coLirs des teuijiSj des vicissitudes nouibreuses, ct I’expe- 
ieiice aussi l)ien que la critique leur out fait, pendant ces der- 
ieres aiinees, uu sort tres illegal. On salt coinliien a ete fc^conde, 
ails presque tous les doinaines deia Physique et de la Chimie, la 
oiiception alouiique; et le deveioppeineiii qu’a pris recemiiient la 
lieoriedes ions et electrons a constitue un nouveau trioinphe de 
ette conception en nous faisant jiresque toucher du doigt I’exis- 
3nce de charges elcctriques atomiques. Cependant la critique 
hilosophiqiie semble encore a Tlieure qu’il est ne pas poiivoir 
ardonner entierenient a cette hypothese ses origines un pen dou- 
3uses. M. Ostwald (^ ) en particulier la traite avec ime sev(5ritc qu’il (*) 


(*) Voir en particulier I’article de M. OsLwald dans cctte Uevuc, N” I, p. 16. 
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est loin d’appliqner a d’antres c.oncepLioiis, el eui parliculier k 
celle de Tether . Cesl a peine si la critique a eHlcure cetle cleruifera. 
f.e succes de la theorie ondulatoire de la liunicre, el, plus r(§oeni- 
inent, celui de la theorie de Maxwell, out fail laire les objecliutlif 
etTon ne s’est guere demands dans quelle niesurc celle notioa 
d’elher, essentielJe, il est vrai, dans la forme acif/etlede ces theo- 
ries, eslaussi exigee par Texp^rience, inddpendamtuerU de celle 
forme parliculiere. Et cependaiu, une imeve analyse hisloriqua 
suffira a nous montrer combien pen, en vcJrild, Tli > pollicise da 
Tether merite la faveur universelle qui lui esl accordee. 

D'origine pliilosophique, Tether ii’u acquis droil de cil^ an 
Physique qiTavec Huygens, crealeur de la ihcoric ondnlaloira da 
laiumiere; il n’^lail, d’ailleurs, a celle epo(pie, a c6le des (luides 
inagnetique, calorique, electrique, etc., qvTunc nouvelle concepUon 
Louie analogue, et qui eiit certainemenl dh; acce[)leo sans granda 
difficulie par les physiciens, si la grande an tori Id de Newton 
n’etait interveniie, faisant dominer pour longlemps la ihdoria 
einanative de la lujniere. Le motif qui a portc Newton k rejater 
les conceptions d’Huygens vaut qiTon s’y arrdte; ii est caraetd- 
ristique, 

L’observation de divers phenomenes de diflracuion, at en parti- 
culier des anneaux de fVewton, avail montrd d6s celle dpoqua cjue 
la liimiere est certainemenl un phenomcne pdrioclique, e’est-a- 
dire consiste en une succession d’dtals qui, au bout (Tim certain 
temps, extr^inement court d’ailleurs, se renouvellentexactement da 
la m^me maniere au m^me point de Tespacc. C’cst ce qui a euliau 
egalemeni pourle son, et e’est ce qiPexigeait la thdorie dlluygens; 
les profondes recherches mathematiques de oe savant, (|ui ont 
et^ la premiere base de la theorie ondulatoire, s’appliquenl quelle 
que soil 1 hypothese faite sur la nature du phdnomene, pourvu 
que 1 on conserve cette notion de pdriodicitd dans le temps el dans 
1 espace suivant la loi math^matique d’Hiiygens. Mais ce savant 
avail de plus admis qu’il fallait considerer la lumidre comma 
etant une vibration dhin corps imponderable, r(^pandu dans tout 
1 espace; et comme les corps ponddrables n’e^prouvent aucune 
resistance de la pari de cet « ^ther », soil que Ton consid^re les 
mouvements relatifs des corps a la surface de la terre, soil que 
i on etudie a cet egard les mouvements celestes — et id la prd- 
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cision de I’observation est extremement grande — ij fallait conce- 
voir Tether commc un Jluide extremement subtil. Or les fluides 
ne peuvent ex^cuter que des vibrations longitudinales, c’est-a- 
dire des vibrations dontla direction est toujours celle danslaquelle 
se propage Ponde, et qui sont caracteris^es en chaque point par 
line seule donnee : la densite du fluicle en ce point. Telles sent les 
vibrations de Pair qui provoquent en nous Fiinpression du son; 
tandis que les vibrations produltes lorsqu’on plnce une corde de 
violon, lorsqu’on frappe une barre, ou qu’on jette une pierre dans 
une piece d’eau, sont d’un caractere Lout different : dies ne sont 
pas accompagn^es d’un changement de densite, et leur direction 
n’est pas d^terminee par celle de la propagation ; dans un corps 
solide indefini, elle est dans un plan perpendiculaire a cette der- 
niere, et il faut, pour la caracteriser, se donner sa direction dans 
ce plan, ou ses deux coinposantes snivant des axes de coordonnees 
situds dans le plan; dans une corde vibrante, la propagation a lieu 
dans la direction de la corde menie, la vibration est perpcndicu- 
laire a celle-ci, el d('q)end de la direcLion dans Jaquellea et(§ pinc^e 
la corde. Dans aucim cas, uue seide donnee ne suffil,, cornine pour 
les vil)raLions longiuidinales, a deLerininer le phenoincne; il en 
faut ail inoins deux. Or les recherches d’Hiiygens lui-nieine sur 
les phenoineiies optlques que prrseiiLe le spath d’lslande (polari- 
sation) luoiitraient que la luiniere est caracterisce par uue flirec- 
tion, ou, comme on dit, par un ^ecieur^ c’est-a-dlre par plusieurs 
quantites, cl non par uric seule. Aussi Huygens ne pul-il expliquer 
la variete des [ibenomenes que prdsente le spath, et Newton, qui 
certalneiuent connalssait les vibrations transversales des solides, 
mais no pouvait admetLre qiTun solide se laissat penelrcr ])ar les 
corps les plus divers sans leur opposer la moindre resistance, 
rejeta-t-il la theorie d’Huygens malgrd ses avantages evidenls. 
Ainsi, des rorigine, cette inaldrialisation d’une conception matbe- 
inalique d’ailleurs si f^conde a (^l(^ fiineste a celle-ci. G’est une 
particularity que nous relrouverons presque a chaque pas de This- 
Loire do cette conception, et j usque dans ses d^ veloppements les 
plus rdeents. 

Pendant pres d’un siccle, Tytlier ne joua, des lors, qu’un r6le 
extremeinent modeste, et lorsqu’enfin les iravaux de. Fresnel le 
remirent en honneur, et donnyrent une immense superiority aux 
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conceptions d’Huygens sar celles de Newton, c’est au sans-g^ne 
genial avec lequel le grand savant traita ce cote de la th^orie qu^l 
faiit attribuer une partie de son sncces, Uniquement guid6 pat' 
I’etiide des phenomenes, il en chercha et en trouva les lois matli^- 
matiques, qu’on pent exprimer, sous leur forme la plus g^n^rale, 
par une certaine equation aux d^rivees partielles du second ordre, 
et par certaines conditions auxquelles la Imni^re est assiijettie 
lorsqu’elle se trouve a la surface de separation de deux corps 
diilerents ou d’lin corps et de I’etlier, La difficulle de faire mou- 
voir lihrement les coiqjs a travers un ether solide ne Farreta pas ; 
il admit meme, pour expliquer Faberration, que Fether ne partage 
pas le moiivement de la terre dans son orbile, en sorte que tons 
les objets et Fair qiii nous entoure serai ent parcourus par uii vent 
d^^ther a la vitesse de 3o kilometres a la seconde, sans que nous 
puissions nous en apercevoir meme par les experiences les plus 
delicates. Sa tli^orie etait conforme a Fexpcrience, doncl’objection 
ne pouvait etre insurmontal)le. Des experiences plus exactes 
metlraient en evidence, pensait-il, ce mouveinent relatif des 
corps par rapport a I’^ther, ou une analj^se plus parfaite 
expliquerait tout. Et a vrai dire, nous en sommes encore au m^me 
point. 

La tli^orie de Fresnel etait purement plienorndnologique, nous 
Favoiis dit. Il s’agissait maintenant de deduire cet ensemble de 
formiiles d’une th^orle complete de Felasticite de Fdtlier, et les, 
problemes qui se posaient dans ce sens ont ete pour beaiicoup 
dans le vaste ddveloppement que prit alors, entre les mains de 
Navier, Poisson, Green et Cauchy, la ih^orie g^ndrale de F^Iasti- 
cite des corps solicles, qui n’existait auparavant qu’a un etat rudi- 
mentaire. Le rdsultat de ces recherches.fut qu’on peut caracteriser 
le mouvement vibratoire le plus general d’un solide — et par con- 
sequent de Fether — par des equations du second ordre aux 
derivees partielles, et par certaines conditions a la surface des 
corps — comme Favait montre Fresnel pour la lumiere. Malheu- 
reusement, il n’y avail pas identite des deux ordres de pheno- 
m^nes, et des divergences subsistaient precisement aux points 
importants. On montre facilement que des considerations d’ordre 
general, telles que la reversibilile d’un phenomene caracterise par 
unvecteur, Fisotropie, la conlinuite, etc., suffisent pour determiner 
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deux coefficients arbitraires pres, la forme de requation aux 
3rivdes partielles a laquelle satisfaille vecteur. Aussi des equations 
lalog’iies reviennent-elles dans les domaines les plus divers de la 
bjsique math^matique — par exemple dans la theorie de la cha- 
Lir, du potenliel, de I’equilibre des corps elastiques, etc. — sans 
A'on piiisse conclure, loin de la, a un rapport entre ces ph^iio- 
6nes. Or, pour passer des Equations de Father, suppose un corps 
astique, a celles de Fresnel, il faut donner aFunedes constantes 
ue valeur impossible : la ri^sistance qu’oppose le corps a une 
impression uniforme, ou, ce quirevientau meme, la vitesse des 
jcillations longitudinales, doit etre nulle. Aussi Cauchjet Green 
it-ils rejete celte hypothese, et ont-ils admis qu’au contraire 
lather cst incompressible, et que des ondcs de compressioai ne 
euvent s’y |irodiiire. A vrai dii'e, les principes g^nc^raux de la 
[(^canic|ue exigent, dans cette bypoth(^se, Fintroductioii d’line 
ression bydroslatiqiie, qui serait ce qu’on appelle le facteur de 
agrange correspondant a la condition d’incompressibilite a 
quelle ost souinis le mouvement. Mais il n’y aurait plus eii iden- 
tic avee les equations de Fresnel; sans beaucoiip d’explications, 
a laissa cette pression de cut^. Malhciireusenient, cela ne suffit 
as. Parmi les conditions qui doivent ^ire satisfaiies a la surface 
e separation de deux milieux, les unes, qui exprinient simple- 
lent la continuity, sont bien coniiiiunes a la theorie de Fyiasticite 
t a Foplique; mais ce sont — comme nous I’avons dit plus baut 
e la forme gdiiyrale des dq nations — prdcisdment celles c{Lii ne 
int a aucun degre caraetdristiques, et ne contiennent pas les 
Dnstantes physiques des deux corps. Quant aux deux conditions 
ui contiennent ces dernidres, il a fallu les abaiidonner; elles 
laient inconcilJables avec les expdriences de Fresnel. On les a 
nnplacees par d’autres principes, impliquant des hypothdses nou- 
elles, et e’est en particiilier Fhypothese atomiqiie qui a permis a 
archbofl' d’dnoncer Fexplication mdcanique la plus plausible de 
e probldme si difficile. Plus lard, Lord Kelvin, trouvantque, pour 
js cristaux, raalgrd tons ces (c coups de pouce », Fhypotbese de 
incompressibilitd de Fdtlier ne donnaitrien de satisfaisant, revint 
la solution rejetde par Cauchy et Green, dhin dther infiniinent 
ompressible; il inontra que, si Fdther est injiai^ Fhypothese cesse 
’dtre ndcessaii'ement absurde. Mais elle reste fort dtrange, car 
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elle revient a attribuer toiUe I’energic potenUelle de Tdllier aux ' 
changenients d’orienlalion de ses tilenaenls de volume, change- I 
inents qui, pour I’elasticite des corps solides finis, sont saas 
influence aiicune, inais peuvent jouer iin role, au moins apparent, 
lorsqu’il s’agit de I’ether : car celiil-ci, par hypothese, ne peat 
tourner dans son ensemble a la maniere d’un solide. 11 reste, il 
est vrai, cette objection qa’il suffil, pour provoquer en an point 
de rather un changement de densite fini, d’une compression infi- 
niment faible. Lord Kelvin suppose par consequent que T^nergie 
de I’ether contient des terines qui s’opposcnt a Ja compression, 
mais sont d’un degre snperieur au second, en sorle qu’en Optique 
ou les deformations sont supposees inliniment petites, ils restent 
negiigeables. Les conditions aux limites deviennent alors iden- 
tiques a cedes de Fresnel; aucime difficult^ ne semhlait plus suh^ 
sister et, si la conception d’un (§lher elastique n’avait jou^ anciin 
role efiectif dans la decouverte des lois de FOpticjiie, dii moins 
semblait-elle capable de les expliquer apres coup. Cependaiit 
Lord Kel vin abandonna celte liypo these pour la remplacer par I 
line autre plus subtile, celle de I’cVtber gj^rosialique ; il semble que 
ce soit I’identite des phenoinenes liimineux et des oscillations 6lec- i 
Iriques, decouverte par Maxwell, qui I’y aient amene. 

On sait que Maxwell part de ce principe, ^nonc^ par Faraday, 
que les attractions et repulsions ^ieclriques et ^lectrornagnt^tiqnes 
sont clues, non a une action a distance, mais a une sorte de pres- 
sion qii’exerce sur les corps electrises ie milieu dans lecjuel ils 
sont plonge^s; ce milieu est lui-meme, de proche en procke, 
modifie par la presence de charges ^lectriques. Maxwell montra 
comment on pent transformer et completer les Equations de I’Elec-- j 
tricit<^ de maniere a ce qu’elles expriment cette nouvelle maniere ] 
de voir; pour les Ovscillations electric[ues, il trouva exactement la I 
forme d’l^quation et les conditions donn(^cs par Fresnel; il ne 
s’agissait plus, comme dans la th^orie de I’l^ther elastique, d’un 
a-peu-pres : les constantes, determinees par des im^thodes pure- 
inent eJeciriques, etaienl identiqnes elles-m^mes a celles de 
rOplique. Celte belle decouverte constitue la theorie electroma- 
gneticjiie de la lumi^re ; elle laisse d’ailleurs ouverte la question 
d’une explication mecanicjue par les proprietes elastlqnes de Father, 
mais exige que cette explication s’applique, non seulement k 


XX. — DU ROLE Dfi l’etHER EN PHYSIQUE. 4^3 

Dpiiqiie, mais a Tensemble, bien plus complique, des lois de 
ilectriclte et du magnetisme. Pour des corps au repos parcourus 
ir des couraiitS; Maxwell a doiine une telle explication; mais la 
L'ucture extr^inement comp]iqu(^e qu^l a ele oblige de donner a 
sther permet de sonder toute la difficult^ du probleme, plutdt 
I’elle n’en constitue une solution; pour les corps en mouvement, 
pour les actions Electros tatiques. Maxwell n’avait d’allleurs pas 
ussi a trouver une explication analogue, et, dans il’expose ddfi- 
tif de la Tlieorie dans son c^lebre Traits, il ne mentionne plus 
n explication primitive. II est impossible de decider dans quelle 
esure ces speculations sur la structure de Fetlier Pont aide dans 
s decouvertes; Pexistence d\ine relation 6troite entre la lumiere 
P6lectricitd avalt et(5 entrevue par Gauss, et la d^couverte 
marquable, faite par W. Weber et Kohlrausch, que le rapport 
s unites electros tatique et electrodjnamique est (^gal a la vitesse 
la lumiere, avait port^ un matb^inaticien c6lebre, B. Rienaann, 
des speculations snr le rneme sujet, et a du vivement frapper 
[axwell . 

Les (Equations de I’Optique n’etant qu’un cas tres particulier de 
illes de I’Electrodjnamiqiie, il faut que les interpretations incica- 
ques de ces dernieres soient des generalisations de theories 
.^caniques de la lumiere. Le clioix, on I’a vu, n’est pas grand, et, 
algre les efforts de nombreux savants, parmi lesquels il faut 
ter eu premiere ligne Lord Kelvin, aucune solution n’a 6l6 trou- 
ie. J’ecarte, bienentendu, les mecanlsmes ing^nieux et coinpliqu^s 
:latifs a telou tel cas particulier ; j’dcarte encore les considerations 
bierales, ou interviennent des masses imperceptibles k nos sens, 
i dont on ne precise pas le mouvement, parce que, affirme-t-on, 
mle Texpression de leur (§nergle cin^tique et potentielle importe. 
bia pu dire, il est vrai, qu’il suffit de montrer que le principe de 
molndre action s’appllque a iin plidnomene lorsqu’on introduit 
ms Pexpresslon de P<5nergie du systeme des termes de ce genre, 
our avoir par \k meme deinontrd la possibility d’une ryduction 
IX lois de la Mecanique. Mais il faut s’entendre : si Pon exclut 
:s actions a distance entre les parties de ce mycanisme, si Pon 
dge, de plus, J’impynytrabllity et I’indestriicLibiUte de ces masses 
Lvisibles, cette reduction cesse en general d’etre possible, et le 
robleine reste tout entier. Il est d’ailleurs facile de voir on git la 
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difficulte, lorsqu’on veut passer d’uue tlicorie dlaslique de k 
himiere a tine theorie electrodyuainique : parlout ou il exisLe ime 
charge electrique, les equations deviennent inhomogciies; quelle 
que soitPhypoLliese que Pon fasse sur ie mouvcment et la dillorw 
mation de Petlier dans tin champ doime, lout se passe comma si, 
aux reactions elastiques, venait s’ajouter une force nouvclle, exer- 
cee par la charge electrique sur Pother qui est eii contact a vec al)e« 
Considerons, par exemple, une charge electrique spheriifue. Soa 
action sur Pother environnant se recluira, |)ar symetric, a ime pres* 
sion ou line tension dans la direction du rayon. Si I’dther ml 
incompressible — * e’esL Pune des deux Jiypotlmses admissibles en 
Optiqiie — cette pression ne le modifiera pas. Si^ au cont)'air6| 
comme le voulaitLord Kelvin, il est irilinimenl compressible, im 
flux conlinuel d’ether dirige radialemeut s’elablira, cl il faiidra 
renoncer a Pindestructibilite de Pether. Aura-t-on rccours das 
termes d’ordre superieur^coroine eu Opliquc? Ces termes, ici, IW 
pourront plus eli'e consideres comme negligeables, piilsque 
sera d’eux que d^pendra le phenomene; et nous nous trouveroas 
en contradiction avec les lois de PElectricild, ([ul n’admcUent pan 
de tels termes. M, Poincard, dans ses Legons sur PJilcctricitd at 
POptlque (^), a nettement mis en Imniere Ic caraetcre general 
ces difficultes, et il nous suffira de dire qiPelles n’ont pas ref;u da 
solution, meme dans la theorie de Larmor. Cette dcrnicre repose 
sur la conception mentionnee plus liaut, de V (kher gyi'ostalique^ 
conception qui m^rite qiPon s’y arrdte. On sail quo lorsqiPua 
appareil contienl une masse en I'otation rapidc il Lend a conserver 
son orientation, et oppose une resistance a la main qui cherclie ^ 
le faire tourner dans un certain sens : la toiipie, de mdme, rdsiatet 
a Paction de la gravitation qui ne la fera touiber quo lorsque ies 
frottemenls auront suffisamment reduit sa vitesse do rotation* 
Supposons de Lelies masses en rotation dans chaqiie dlement da 
volume de J’ether : cet dlement opposera a un changemenLd’orien- 
tation une certaine resistance, et nous avoirs vu que e’esL prdci* 
sdmenL ce qu’exige POptique quaiicl on renonce a Pincompressi-- 
bilite. Cette ingenieuse explication a djte appliqude par M. Larmor 


(‘) II. Poincare, Electricitd et Optique^ 2 ® (Edition, Paris rcjf)i, 4* ParLie, 
p. 578 el suiv. 
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iix plienomenes electriqiies ; mais il n’est pas parvenu a vaincre 
liverses dirficultes {xwir M. Poincare, loc, cic,)^ et I’oii ne voit 
>as coinmenl la notion cle charge ^Icctriqiie, en particiilier, pent 
e clednire de ces considerations, a inoins de renoncer a I’indes- 
ruclihilite de Pctlier. Ell ecli vein ent il est remarquable que si Poii 
dmet que la inatiere est une source continnelle d’ether, on absorbe 
;onLiniiellement ce corps, on arrive avec B. Rieniann (donl les 
echerches out etc rdceinment reprises par M. Brill) a rexjilication 
lydroslatique des altraclions et des repulsions que nous etiulions 
ill Electrostatiquc et dans la tlieorie de la Gravitation. Mais ici le 
not (( explication)) ne s’appliquo certalnement plus; ii faiidrait 
lire (( analogic )). 

La Gravitation, dout nous n’avons pas paide jusqu’ici, complique 
‘ncore le pi'oblcme. Lorsquhm milieu qiielconque, apres avoir ete 
louslraitili toulc inlluencc exterieure, estsoumis a une deformation, 
a stabilite du milieu exige que son energie potentieile s’accroisse. 
3r, et c' est Maxwell qui I’a remarque, pour un champ de Gravi- 
tation, cette energie diminiierait, au contraire; aussi Maxwell 
ionsldcre-t-il ses conceptions comme inappllcables a la Gravitation, 
|ui res to ainsi encore plus a inexplicable )> que les plienomenes 
dectriques. On n’evile la conclusion qu’en renoncant, comme on 
’a vu, a riudestructibilite de Letlier. Quant aux idees de Lesage, 
jui font de rellier une sorte de gaz tres rar^lie, oii les corps mate- 
dels se protegent mutuellemeiit contre les chocs des alomes 
I’l^ther et sont ainsi pousses les tins vers les aulres, il est douleux 
ju’elles expiiqucnt n'^ellemeiit la Gravitation; mais, certainemenl, 
dies sont absolument iiicompatiblcs avec les lois de TOplique. 
liiifin, citons les travaux de Bjerknes qui, comme d’autres auteurs 
I’avaient deja fait, Irouve une analogic de la Gravitation avec nn 
sysLcme de corps vihrants, plonges dans un lliiide incompressible. 
1.1 considere, en particulier, des s|)hcres qui s’dteiident et se con- 
traclent alternaUvcmeuL : mais il faut qu’il y ait non seulement 
[denlltd de periodc pour Louies les molecules ou spheres, mais 
encore identity de phase, et cette derniere condition est plus inex- 
plicable que la Gravitation elle-meme. 

En resume, ammiic conception mecaiiique del’elhern’a conduit 
au blit. L’expdrience a-L-elle reiissi la ou la tlieorie a cchoiie? 
Beaucoiip de I’ccherches ont etc entreprises pour nietti'e en evi- 
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dence, par le moyen si delicat des interferences, un mouvemeiit 
de rather, soil dans le voisinage de corps aimantes on dlectrisds, 
entraines dans un mouvement de rotation rapide; soil pr6s de 
courants electriques, ou dans un champ d’oscillations hertziennes. 
Le r^sultat a ete constamment negatif, et cet 6chec, confirmant 
celui de la th6orie, et s'ajoutant aux difficultes nombreuses d(Sj&. 
signalees, telles que le passage libre des corps a travers I’espace 
mat^riellement vide, a amen6 un grand nombre de savants i 
renoncer definitivement a one conception xndcanique de Ldther, 
et a en faire ce que M. Drude appelle un espace physique^ c^esl- 
a-dire un espace qui ne se distingue de celui de la Gdomdtrie 
qu’en ce qu’il est le siege d'lme energie speciale, renergie dlectro- 
magndtique. Son 4tat est defini par la « force dlcclriquc w et la 
<( force magnetique ». A vrai dire, ces vecteurs n’y produisent par 
liypolhese aucim changement qui soit susceptible de tomber sous 
nos sens; et Ton peut se demander ce que de tels cnonc^s ren- 
ferment de reel et quelle est la part des mots lorsqu’oii continue 
a parler d’une action de ce <c milieu w sur les corps. C’est ce que 
nous allons examiner en parlant de la tlicorie dlectrodynamique 
de Lorentz qui est ^tablie sur cette conception dc i’ctber. Nous 
trouverons que le rdle de Tetlier, bien modcsLe deja, doit encore 
^tre rediiit, et, d’abstraction en abstraction, nous arriverons h 
plus voir qu’un systeme de coordonnees absolues, un fantdme ma- 
thematique, qui, a son tour, ne siibsistera pas devant rexpcrience, 
L’^lher est consider^, nous Pavons dit, comme ctant le reservoir 
de toute Tenergie dectrodynamique, optique, etc. Nous pourrions 
done nous attendee a ce que certains points de Petber, silu6s soit^i 
distance fmie, soit a Pinfini, soient Porigine de perturbations (5lec~ 
trodynamiques. Un corps rayonnant, au lieu de perdre constam- 
ment de son dnergie, pourrait aussi en gagner constarnuienL, par 
i’apport d’ondes convergeant vers lui, et venant, par consdqueul, 
de linfini. Un tel appareil, tirant son energie de Pdtlier sans que 
d autres corps en perdent une quantitc equivalente, serait bien 
pr^cieux : il constituerait un perpetULtin mobile. 11 est facile cle 
monLrer(«) qiPeffectivement les (^‘quations de Maxwell, de Hertz et 


( ) Poui plus de ddUils sur ces questions, consulter un Memoire tic I’auLeur; 
ecfierches critiques sur VElectrodynamique generate, OEu^res, XVUI, p, 317. 
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de Lorentz adiiiettent de lelles solutions, ce qui constitue cer~ 
Ujinement ime grave objection a ces theories, d’autant plus que, 
pour les ecarter d’une maniere absoluinent generale ii fauL intro- 
duire de noiiyelles hypotheses qui ne supportent gucre une cri- 
tique rigonrcuse. Pour la theorie de Maxwell et pour celle de 
Hertz on n’y a pas i*eiissi jusqu’ici; dans celle de Lorentz, on n’y 
reiissit qu’en admettant par liypothese que toute solution qui ne 
[)eut i^as se mettre sous la forme de « potentiels retardes », c’esl- 
a-dire d’aclions des divers elements de charge tout analogues aux 
anciennes actions a distance, mais non instantanees, doit etre 
ecarlee. Nous voila done revenus aux actions el^mentaires, que 
Maxwell s’etait fait fort d’ecarter de la theorie; et il est bon de 
remarquer qii’aucun dnonce equivalent a cette liypothese, et plus 
conforme aux idees de Maxwell, ne semble possible. La difficulte 
est, en elTet, essentielle : Thypothese nouvelle rend les pheno- 
mcnes dlectromagnetiques essentiellementirreversibles, tandisque 
les equations primitives ^non^aient leur r^versibilite. Mais admet- 
tons I’hypothese comme un fait d’experience ; alors les equations 
s’integrent coinpletement, et, comme I’a fait remarquer M. Lorentz 
lui-menie, le champ, les vecteurs electrique et magnetique, dispa- 
raissenl du rcsultat, qui n’dnonce plus que des relations d’espace 
et de temps, ou interviennent certains coefficients invariables dits 
<( charges clectriques ». Ces actions <( retard^es y> peuvent com-' 
plctemenl reinplacer les equations aux derivees partielles; tandis 
que la jiroposition inverse n’est pas vraie. Ainsi, en Optique, 
nous n’aurons plus a nous prdoccuper de ce qui se passe dans 
rather pur; tout se r(^duira k des actions exercees par les charges 
mobiles ou ions de la source de lumi^re sur celles de T^cran, de 
Tappareil optique, de la ratine ou de la plaque pholographique. 
Les points de Ldther ne sont plus, comme radmettaient Huygens 
et Fresnel, autant de centres d’dbranlement, emettant de nouvelles 
ondes dans toutes les directions : seuls, les points (Electrises sont 
centres d’ondes; malgre cela, les deux manieres de voir conduisent 
au nuune riEsultat, conforme a l’exp(Erience. Mais combienest pro- 
fonde la diff(Erence entre le role joue par Tether dans Tune et 
Tautre tluEoriel Chez Lorentz, en fait, il n’est plus qu’un systeme 
de coordonmEes absolu, e’est-a-dire iiid<Ependant de la matiere au 
sens ordinaire, et par rapport auquel il laut mesurer toutes les 
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vitesses (et en pardculier celle de la lumicre) qu» eulreal dans les 
equations. L’ether, qui aurait pu manifester son existence par cles 
ondes emanant de lui, se derobe ime fois de pins. 

II faut avouer que nous soaiiaes hieii loin cle toiUes les concep*^ 
lions au^iquelles retiide de la nature a jusqu’ici conduitlcs savants; 
et, peut-^tre, n’avons nous pas le droit cle nous etonner bcaucoup 
que I’experience, interrogce souvent et avec un soin et une 
cision extremes, ait donne im dementi forinel n une bjq^olln'^se si 
etrange et abstraite. Le mouvement de translation si rapicle tie la 
Teri'e clans son orbite est sans inQuence sur les plicnoinenes 
optiques et electriques, de meine qidil est sans inllncnce en Mdca- 
nique. La theorie de Lorentz n’explique que cpielques-’Un.s de ces 
resultats negatifs; aussi ce savant a-t-il cberclid quellos liy|)Olii6se^ 
supplementaires sont necessaires pour cpie biiifluencc d’un luou- 
vement de translation uniformc crun systeme soil rigoureuscinent 
nulle. 11 a trouve qu’il faut : 

I ^ Renoiicer ^ Fexistence de corps solides, clont les dimensions 
ne sont alterees par aucun mouvement : notion c[ui est a la base 
de la G6om6trie; 

3'^ Renoncer a rinvarial)illte de la masse, qui devient fonction de 
la vltesse — de meme, d’alUeurs, que dans la theorie primitive de 
Lorentz (^ ); 

3 *’ Faire du temps, cle la simultaneite, de I’egalitd de deux temps 
des notions toiUes relatives, definies dilleremmeut snivanl le mou- 
vement de Fobservateur ; 

4 *^ Renoncer enfin au parallelograinme des vitesses, qui ne serait 
qu’une approximation admissible aux faibJes vitesses; deux elec- 
trons ^mis par un grain de radium en sens inverse avec une 
vitesse de sooooo*"'*' par seconde, aiiront une vilesse relative non 
de 000 000^''', mais d’enviroii 396000^"'. C’est dire que la signili- 
cation de tous ces mots a totalejuent change. 

Les physiciens coiisentiront-ils, pour sauver I’ether et les (k[ua- 
tions de Maxwell, ou dii molns le pen cjui en resle, a admettre de 
g^iete de cccur de telles complications? Ne se diront-ils pas pliil6L 


(') Lorsqu’on renonce au Tnoiivement absolu et in la notion cl^dLlicr, les expe- 
riences de M. Kaufmann ne permettent plus d’affirmer la variabiiile dc la masse. 
Celle-ci pent 6tre d’origine electromagnetique, mais elle est constante; ce sont 
les forces qui varient avec la vitesse. 
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que, line fois de plus, Fimage a ether p qii’ils s^LaienL faile pour 
expliquer la non-instantaiicite de Ja luniiere, loin de les conduire 
a prcvoir des resultats nouvea iix confirmes eiisiiite par Fexpe- 
rience, comine c’est le cas pour la Lheorie atomiqiie et en general 
pour Louie tlieorie qui meriLe d^etre retenue, ne leur a meme pas 
permis d’expliqiier les resultats de FoLservation et leur a cree des 
difficLiltds Loujours nouvelles? 

La theorie emanative de la lumiere n’introduisait pas le inouve- 
ment absolu. Si au contraire la lumiere se propage, ce ne pent 
elre que dans un corps different des corps materiels, et remplissant 
Lout Fespace; ce corps introduira n^cessairement le mouvement 
dit absolu; Inexperience d^monlre done qu’il n’j a pas propa- 
gation. Nous sommes ainsi ainenes a considerer Fenergie lurni- 
neuse comme projelee., et non coinme propagee ; nous revien- 
drons, dans un certain sens, a une theorie emanative de la lumiere 
et de Felectricite, mais sous une forme necessairement toute nou- 
velle, et sans oublier un instant qiFil ne s’agit que d’line image 
destinee a nous rendre sensible le retard qu^eprouvent les actions 
lumineuseset electriques, retard qui seal estFobjet des experiences. 
Cette image satislera en inline temps a ce besoin de notre esprit 
dhntroduire partout Ja notion de substance, besoin auquel nous 
devons les anciens lluides calorique, magnetique, etc. et le nou- 
veau Iluide (^nergie. Une lelle enlreprise semblait, au point de vue 
de la llu^orie ondulatoire classique, condamnec d’avance; il en est 
tout autrement dans les vues nouvelles que nous devons aLorentz. 
Pour ne nous occuper que de FOptique, la consideration des 
actions ^ddmentaires retardees nous permettra de scinder le pro- 
bl^me en deux aiures : il faudra d’abord conserver la forinuleana- 
lytique qui exprime la force subie par un ion au moyen d’une 
somme d’actions dependant de la position et de I’accdleration 
(p^riodiques) des aulres ions, pris a de certains instants anti^rieurs; 
puis, parmi les diverses lois de propagation que peut nous suggi^- 
rer Fhypolhese emanative, et qui toutes salisferout au principe de 
la relalivitc du mouvement, nous choisirons celle qui sera conforme 
a Fexperience. Les instants ant(§rieurs ou instants d^^mission deter- 
mines par la nouvelle loi ne differeront jamais beaucoup de ceux 
qiFexigerait la loi adoptee par Lorentz, el basee siir ia notion de 
sysleme de coordonnees absolues; dans beaucoup d’experiences, 
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ou les vitesses sont negligeables, il y aura identite complete. Les 
ondes de Tether seront remplacees par une distribution de Tema- 
nation, periodique dans le temps ei dans Tespace. J^ai d’ailleurs 
montre [loc, cit.) que sur ces bases on pent edifier non pas une, 
mais line infinite de tln^ories electrodynamiques; conservant la 
theorie des electrons et les autres hypotheses physiques si f<^condes 
introduites par Lorentz^ conservant in^me son principe de super- 
position, on n’a qu’a discuter s^parement d’une part Pinfluence 
des divers termes qui constituent ensemble Fexpression de la force 
subie par un electron, et de Tautre celle de la loi de propagation, 
pour determiner les changements, tres ^tendus d’ailleurs, qu’il est 
permis d’y apporter sans qu’il y ait contradiction, avec aucime 
exp<^rience faite jusqu’ici. Ce nouveau retour a des conceptions 
plus anciennes n’est, en somrae, que le prolongemenl toutnaturel 
d’une evolution dans laquelle M. Lorentz a eu la plus large part, 
et qui nous a ecartes progressivement des idees primitives de 
Maxwell, en nous ramenant a la consideration des charges ^lec- 
triques et en rel^guant de plus en plus a Farri^re-plan Tinfluence 
dll milieu. 11 ne s’agit pas, bien entendu, d’un retour aux actions 
a distance; mais que Ton choisisse comme milieu intermediaire 
un « espace physique )) ou une emanation fictive, des Tinstant oii 
Taction ^prouv^e par une charge electrique ne depend que de la 
disposition et de I’etat du milieu dans son entourage immediat, on 
pourra dire qu’il n’y a pas action a distance. Peut-^tre cet ^nonc^ 
contiendra- t-il m^me, dans la nouvelle hypo these, une plus grande 
part de realite que dans Tancienne. Gar Tether, nous Tavons vu, 
n’est pas modifi6, suivant les vues de Lorentz, par Taction de la 
mati^re; il reste immobile. La mati^re, au contraire, est mise en 
mouvement par Taction de Tether : le principe de Tegaliti^ de 
Taction el de la reaction n’est pas satisfait. Or M. Poincar^ a 
montr4 qiTen attribuant a Tenergie rayonn^e une quantite de mou- 
vement, on r^tablit le principe. Un systeme, dit-il, qui rayonne 
de Tdnergie dans une certaine direction, recule comme une pi^ce 
d’artillerie. Ce recul, les experiences sur la pressioii de lalumiere 
Tont mis en evidence. Or n’est-il pas plus naturel d’attribuer une 
quantite de mouvement a une energie projetee^ comme le veut 
Timage emanative, qu’a une energie propagee? L’emanation 
agira done sur les corps electrises, mais son mouvement sera, 
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d’apres le principe de raction et de la rdacdon, modifie liii-meme, 
au moins en general; et cetlc modification (p. ex. la reflexion du 
rayon luinineux qui exerce une pression sur an miroir) sera per- 
ceptible a nos sens, alors qiie celle de I’ether, ensupposant qu’elle 
exlsle (e’est le cas dans la tlieorie de Hertz), ne Felait pas. Dans la 
th^orie dePelher, ainsi que I’a monlrd M. Poincard, le principe de 
Paction et de la reaction semble inconciliable avec Pexperience de 
P^izeau sur Pentrainement des ondes par les corps en mouvenient : 
la tlidorie de Hertz, qui satisfait au principe, est inconciliable avec 
Pexperience; celle de Lorentz, qui n’y satisfait pas, explique tres 
bien Pobservation de Fizeaii. Dans Phypothese nouvelle, e’est 
Pinverse qni a lieu : supprimons la reaction de Pelectricite sur 
P^inanatioii, et la ihcorie ne sera pas en accord avec Pexperience. 

Concluons. L’exp(^rience ne nous a jamais revele trace dc 
quelque chose qui subsisterait dans les espaces vides de inatiere 
au sens ordinaire. II nous sera tou jours loisible, cependant, d’y 
supposer un interm^diaire servant de vdhicule aiix actions des 
corps les uns sur les autres, et cette conception pourra mdme 
etre fort utile, a la condition de ne pas trop la prendre au serieux, 
e’est-a-dire a la condition de ne pas oublier qiPil s’agit d’une 
simple construction mentale et non d’une realite, construction 
qu’il faudra abandonner, pour la remplacer par une autre, des que 
Pexpdrience ou Peconomie de la pensee Pexigeront, 
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Als Newlon entdecktej dass die Bewegungeii der Himmelskorper 
mil eiiier ausserordentlichen Genauigkeil vorausbei’echnetwerdeii 
konnen unter der Annahme, dass sie sich nach seinera beriihmleii 
Gesetz gegenseitig anzielien, betrachteten weder er nocli seine 
Zeltgenossen die Frage als erschtipft. Trolz ihrer grossen Elnfach- 
heit liaUe diese Erklarang der Bewegungen der liimmelskorper 
durch die Einfiihruiig einer Kraft, die ohne Zwiscbenmedium in 
der Feme, oder, was beinahe auf dasselbe hinanskoinmt, mornen- 
tan wirkt, fur jene Manner etwas In'icbst unwahrsclieinliches und 
absLossendes. Diese Abnelgimg gegeii Fernwirkimgen, die man 
noch heute findet, entbehrt nicht einer tieferen psychologischen 
BegTiindung : sie entspringt einein stark en Empfinden fiir die 
Wesenseinheit der pbjsikalischen Krafte, die, bei all ibrer grossen 
Verschiedenheit, stets eine gewisse Zeit braiiclien, um ihre Wir- 
kung auszuiiben, und, wenn diese Wirkimg zwischenzwei Korpern, 
die durcli irgend ein Medium getrennt sind, stalthat, dieses 
Medium in wahrnehmbarer Weise verandern ( ^ ). Das Licht schien 
zu Galileis Zeiten, eine Ausnahme zu bilden; dock hat dieser 


(^) Alsvor hundert Jaliren die Gravitation allgemein als wirklichc Fernkraft 
aufgefasst wurde, hat dieselbe Empfindung ftir die Einheit der Natiirkriiftc dazu 
gefiihrt, alle Krtifle, auch die Molekularkrcifte, als Fernwirkungcn zu betrachten, 
Dass hier das unmiitelbarere Empfinden Recht hattegegen das klinstlich anerzo- 
gene, hat der Erfolg Faradays und Maxwells gelehrt. 
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^orsdier keinen. Aiigenblick gezweifelt, dass dies nur scheinbar 
ler Fall sei, und die Erfahrung hat ihm Recht gegeben. Der 
^Vunsch, sicli von dera Zwisclxenmediiin^ und von der Ausbrellung 
)m genaueres Bild zu machen, hat, von Hu^’-gens zu Newton und 
^'’resiiel, zu den Gesetzen der Optik geflilirt. Fiirdie elektrischen 
iriifte hat die Erfahrimg gleichfalls gegen eine Fernwirkung 
intschieden. Die Gravitation allein bildet eine Ausnahme. Es 
St scliwer anzunehmen, dass hier mehr als eln triigerischer Schein 
^orliege, und zahlreiclie Erklarungsversnche sind gemacht worden, 
lie incisL eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit und he- 
timiute kleine Veranderungen des Newtonschen Gesetzes bedin- 
;en, die der experimentellen Prufungzuganglich sind. Wir werden 
ie iin Folgenden besprechen; dui’ch geeignete Gruppierung lassen 
ie sich auf wenige Typen zuriickfiihren, bei welchen wir uns 
iisbcsondere fragen werden, welchen Einfluss auf wirklicli wahr- 
lehinbare Vorgange wir dabei zu erwarten liaben. 

Man kann natiirlicli nicht daran denken, die Frage nacli der 
tusbreitungsgescliwindigkek durch direkte Versuche zu enL- 
clieicleii, wie dies fiir das Licht und die elektrischen Krafte ge- 
chehen ist. Alier die indirekten Folgei'ungen aus jeder Hypotliese 
;enugen im allgemeinen, wegcn der ausserordeiitlichen Genauig- 
eitder astronomisclien lieobaclitungen, urn ein Urteil zu erlangen. 
)ie Shirungen, welche die neuen Glieder einfiiliren, diirfen ini 
llgemeinen die Fehlergrenze der Beobachtungen nicht iiber- 
chreiten. Doch bcstehen Ausnahinen. Die jahrhiindertelang fort- 
esetzlen astronoinischen Beobaclitungen haben einige Abwei- 
liungen zwischen Beobachtung und Rechnung nacligewiesen, 
ie sich durch das New'tonsche Gesetz bis jetzt nicht erkliiren 
issen, und die ein neues Gesetz, welches dieses ersetzeii soil, 
drd erklaren miissen. Unter diesen Anomalien ist die bei weiteni 
rdsste die des Plane ten Merkur, dessen Ellipse langsam, unter 
er Einwirkung der iibrigen Planeten, sich in ihrer Ebene dreht; 
och ist die beobachtete Drehung uin ungefahr /\2 Bogensekunden 
ro Jalivhundert grosser als die berechnete. Die Differenz ist 
war gering, aber doch unzweifelhaft und unerklarlich. Es ist 
ibglich, dass die nachsten Planeten, Venus und Erde, eineahnliche, 
renii aitch 5 bis loinal kleinere Anomalie aufweisen. Die Exzen- 
dzitat der Ellipsen dicser Planeten ist namlicli eine sehr geringe, 
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etwaj^; es sind beiiiahe Kreise. Nun ist es ofFenbar unmugllchi; 
die Drehung einer Kreisbalm in sich selbst zu beobachten : es 
geniigt, in geeigneter Weise die Umlaufszeit des Planeten zu 
verandern, um denselbenbeobachtbaren Effekt herbeizufiihren. Im 
vorliegenden Falle konnte die sehr kleine Veranderung, die die 
Lagen von Venus und Erde diirch diese Anomalie erfahren 
wiii'den, wenn ihre BaKnen sehr exzentrisch waren, noch auf ein 
hundertstel etwaihres Betrages herabgedriickl warden, wenn man 
die angenommenen Umlaiifszeiten in ganz unbedeutender Weise 
veranderte. Ftir Mars, dessen Exzentrizitat 0,09 ist, waredagegen 
vielleicht eine ahnliche, sehr leicble Anomalie zu erwarten, was 
auch die Beobachtung bestatigt. 

Die iibrigen beobacliteten Abweichungen von der Theorie 
betreffen die Mondbewegung und die Bewegung des Enckeschen 
Kometen. Wir werden daraiif nicliL eingehen. 

Die Erfahrung zelgt, dass es ftir die Gravitation niclit, wie ftir 
die elektrischen Krafte, eine Schirmwirknng glbt, und niehat 
irgend welcher Einfluss des Mediums konstatiert werden kdnneu. 
Wiirde ein Teil der Materie eines Planeten gegen die Anzieliung 
der Sonne durch den andern teilweise geschutzt, so ware die 
gesamte Kraft nicht mehr der Gesamtinasse proportional, was 
sehr bedeiitende Storungen zur Edge hatte; wie Laplace berech- 
net hat, muss man, um diese Storungen zur Felilergrenze herab- 
zudriicken, annehmen, dass die Gravitation beim Durchdringen 
des Erdballs hochstens um ein MillionsLel ilires Betrages ge" 
schwacht werde. 

Diese Tatsachen sind von grosser Wichtigkeit fiir alle Theorien, 
besonders fiir diejenigen, welclie, in einer oder der andern Weise, 
nicht eine <c- mechanische Erklarung » im gewdhnlichen Sinne 
suchen, sondern eine Zuriickfuhrimg der Schwerkraft auf elek- 
trische Krafte erstreben, so dass 2. B. die Gravitationskonstante 
aus elektrischen oder magnetischen Messungen ableitbar ware : 
eine Reduktion des Problems, die fiir die Einheit unserer physi- 
kalischen \ orstellungen von grusster Bedeutung ware. 

Die bisher vorgeschlagenen mechanischen Erklarungen lassen 
sich in statische und dynamische einteilen. 

In den ersleren soil die Materie den umgebenden Ather defer- 
mieren, und diese Deformation soli sich stetig ausbreiten und auf 
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utit'rc 1 fill* tl(*r Mateu'if sti \sirkfu, ilass tier .insrht^ifi cint‘r 
ktr/,ifliuu^ e*ntstt*hl. Isi wdi^lnaY A/f/trj'ir ini ( ! It'ich^ri^virht^ 
f> 4^/7/ (ttfr/i ntni If her, wenigsleiis na(‘h finer f^eiui^tnid 
ui| 4 (‘n Zt»it. I)i(*sr Anuahme ini tlii* uiielustliej»ea(lslc. imd {»(da. anf 
utwlnii zuriit'K. I )i(* < iravitulit»n.st*ner|L^le i.st die |K>leutitdU* ICiier- 
ie der Ueinrnutliun tics Atlicrs. Dies aher, wieMaxwell 

fint’rkl bat, tim jt'dt* snbdu* d lieorie von vorubtuTiu abzinvoiscni. 
)enn naeh eiueiii idlj^enifinnii Prinzip dtu' Slalik auiss dit* b'lun*- 
if fiifi^h der l)t‘l‘nrination j,^/Vi.v.s'f7* s(‘in als im uitdil tbdorinicrlen 
Ui^tande, il. I». in Abwt'se nliidl maliTjeller Kijrpcr; soinsl isl das 
ileitdi|;e\\ if bt dr> Mnliuins nirbl slalnL [lier iniisslc* ab(‘r das 
if^i'titeiKiattiindf n : da itie ( ira\ italitjuskrilfte uny.itdnnid Nvirken, 
urtl dii* pfili'tiliidir Knrr^ii* riiirs SnsIi'ius von lV()rpt‘ru /7f////v*, 
u*nu ibn* Muhsou. luid sontil <lit‘ I H*roi’nialiau ties Vlhers, ver- 
ruHsert vsfrdfu, l*‘ur dir I'leklristdiru Krilflt* isl das \ Or/adtdicn 
nn|;t‘kfbri; dif l‘4tt‘r^it’ iiinnnt imler jibulicditMi llmsliindcu v//. 
taratjf bat Maxwell die Mo^lit‘bkf‘il etuer staliHidien Mrkliirun^ tlt*r 
lekiruHlaltHrlnni Krallt? Isl ibin allerditif^s st‘ll)Sl liii‘r 

tirbi f^rlun^rn, fine stdebt* zu (iudtnu Man sitdt! alsf>, dass «n‘u 

Vtbrr •*, vvrleltrr die VS irkuuj^eu tbu* Stdiw erkrafl vorznliinstditni 
enainieblr* srlli^t in Abwesenbtdl tnat(n'I(db*r Ktirpeu' in Inslabilem 
lb‘ic‘l}|^ewirbt nicdi liidimlen nnisslc! : dainit nher isl dit‘se Ib'klii 
ungHweisf iniH^rHtddosHt*tK 

VVir wrrden aUn natw«?ucli|i» tlazn i^M'fdbrt, verliorgene 
ittngen rinzninbrtni, uin es util eiuer ICtiergie ki nrlischrr \rl 
:u ton m Indiriu niid xwar niudi dann, wenn die v\ii|^burt'u 
danseu, dir sdlriu unseren Sinuen zu|;an|*Iicft sind, rulien, 
)as kriteritun tlei knergieininiiniiiiH isl danii tiicdu nielji* 
;nwandbm% mul dai* lb*ublem wink iin Prinzip vvenigsteus, 
lisliar. 

Die iihaste differ kinriisthrn Theorien ist die von I.esagfj, 
lie spiiitn* ( iegenstand viidfatdier Arbf?iteu vi»n Isenkrabe und 
OHirrn i^rwenen int. Sir tiHzt voratis, dc*r llautn wrrdr in alleit 
lirblungini vrni kirinrn 'Irilrben rarpitHniles tilfrnjntifidaifiHs 
liit i^roHsrr ( irHrli\vindi|;ktnl dundihiufen, V\ <nui rin riuztdnrr 
Vibpin* A dm Sto-H-^rn drr^edbrn aUHgrselzt ist, so blen’bl or in 
lube* da nirb tlir StiisHo im .Milted atifbrbrii; isl aber in oini^or 
Mitfrrniuig rin zwidlrr Kor)H*r B vorbandm, so stdiiilzl rr A vor 
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den Korpuskeln , die, von aiissen kornmend, in der Richtuqg BA 
sich bewegen; es uberwiegen die dbrigen Stossrichtiingen, und A 
wird gegen B gedrangt, ebenso B gegen A : es vvird eine sdiein- 
bare Anziehung bewirkt. 

Eine genauere Betrachtuiig (‘) zeigt, dass die KorpuskeLa 
oder weniger anelastisch selii milssen, sodass i hr Stoss P 

erzeugt; soost wirft der Kiirper B gegen A ebensoviele KofpilS- p 
kein zuriick als er in ilirein Laufe aiifhalt, and dei* Gesaiiat-* h 
effekl a Ilf A ist Null. Ferner, da fiir die Gravitation keine 
nierkliclie Schirmwirkung exisliert, miissen die Atoine der wSg^ 
barer! Kr)rper .in Abstanden voncinander stelien, die gross geg<iTi | 
ibre Dimensiouen sind; endlicli miissen sie aus Teilchen bestehen^ 
die un tereinander identisch, aber viel grosser als die corpuscul^^ 
ultramoiidains sind. Fiir ruhende Ivdrper ergibt sich dann das 
Gravitationsgesetz. Fiir bewegte K(irper muss, wie in einain 
Gas, eine Reibiing enlstehen. Ferner Avird sich die Schwerkraft 
mit einer endlicben Geschwindigkeil ausbreilen, die lidchst^tts 
der der Korpuskeln gleich isL, und die Wirkung auf einen Kox'pei* 
wird nur von seiner relativen Gescliwindigkeit gegen die 
puskeln abhangen. Laplace hat scbon eine ahnliche Annabtaa 
in Betraclit gezogen; sie fiilirt, wie gesagt, zu einer Art Reibimg$ 
welciie die Beweiiung der Planeten und des Mondes 
und mehr verlangsamen miisste. Dies liisst sich mit grosser 
Genauigkelt an den Mond- und Sonnenfinsternissen prlifer), 
liber die wir ja sehr alte Doknmente besitzen. Aus dem Umstaadi 
dass eine solche Wirkung niclit beobaclitet ist, ergibt sicb 
bei dieser Annahme eine uutere Grenze fiir die Geschwindlg* 
keit der Ausbreitung der Gravitation; sie muss mindestans 
hundert millionenmal grosser sein als die des Lichtes! Die 
Korpuskeln selbst haben eine nocb viel unglaublichere 0 * 6 ^ 
schwindigkeit : indem er alle Slbrungen beriicksichtigt, die sich aus 
der Annahme ergeben miissten, findet Herr Poincar^ eine untere 
Grenze von 24. lo' ^ mal die Lichtgescliwindigkeit. Gleichzeitig 
wiirde die Pteibimg eine solche Menge Wiirme erzeugen, dass sie 


{'■) Man vergl. H. Poingark, Science et Methode, p. 263, Paris, rgoS. — J. 

NECK., Artikel Gravitation der Enzyklop, der math, Wissensch.j t. V, p» 67, 
Leipzig, 1903. 


fur die Erde allein in einer gegehenen Zeit mal gnisser ware 
als die gescunte in derselben Zeit von der Sonne aiisgestrablte 
Warme ! 

Solche Ergebnisse schliessen diese Theorie nebst alien fiir sie 
vorgesclilagenen Modifikallonen definillv aus. Insbesondere 
gilt dies aucli von einer Hypothese, die schon auf Hooke, den 
Zeitgenossen Newtons, zuriickgeht, iind die neuerdings von 
H. A. Lorentz genaiier untersucht worden ist. Sie ersetzt die Kor- 
puskeln durch Wellcn, die den Ather in alien Richiungen 
dnrclikreiizen sollen. Diese Wellen wiirden, teilweise wenigstens, 
von der Materie al)Sorbierl, sonsl kame keine Wirkung zu- 
stande. 

Es wird also Warme enlvvickelt. Anderseits soil keine merk- 
liche Absorption der Gravitationskraft statlfindcn. Wir warden 
es also niit Straliien zu tan liaben, die beiin Dnrchgang durch die 
ganze Erde In’ichslens um ein inillionstel Hires Betrags geschwaclit 
werden. Dies ist In'ichst unwahrscheinlicli, daher verwirft 
H. A. Idorentz diese Hypothese. Nach den Rechnungen von Herrn 
Poincare wiirde auch hier die entvvickelte Warme ungelieuer 
gross sein, so dass die Temperatur der Erde sich nm lo^*^ Grad 
pro Sekunde erlnihen wiirde. 

In diesen Theorien war die Gravitation von irreversiblen Vor~ 
gangen abhiingig. Dem ist nicht melir so in den hydrodyna- 
mischen Erklarungsversuclien von Bjerknes and Riemann. 

Die ersteren seien nur kurz erwiihnt. Wenn man in einer inkom- 
pressiblen, reibungslosen Fliissigkeit ein System von Kugeln 
annimmt, deren Radien periodisch samtlich and gleiclizeitig zu- 
and abnelimen, and wenn die Intensitat der Puls’ationen den 
Massen dieser mit den Alomen zu identifizierenden Ivugeln pro- 
portional gesetzt wird, so erhiilt man das Newtonsche Geselz fiir 
die scheinbaren Krafte, die diese Kugeln durch die Ein wirkung 
der Fliissigkeit aufeinander ausaben. Diese Gleiclizeitigkeit der 
Pulsationen aber ist entschieden nocli unverstandlicher als das 
Newtonsche Gesetz und noch entfernter von allem, was wir in 
der Natur sonst beobachten. Herr T. H. Weber findet allerdings, 
dass, wenn man den Versuch anstellt, dieser Synclironismus, 
falls er anfangs nicht vorhanden war, sich rasch von selbsl 
herstellt durch die gegenseitigen Einwirkungen der Kugeln. 
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Dies geschiebt aber nur infolge cler Reibung, die in jeder 
wirklicben Fliissigkeit eine grosse Rolle spielt, imd derea 
Einfiihrung wieder zu den ohen besprocbenen, bei irrever- 
siblen Vorgangen slcb anhaiifenden Scbwierigkeiten fubreix 
WLirde. 

Man kann die Pulsationen der Ivugeln durcb ein alternlerendes 
Ein-imd Aiisstrdmen des Albers ersetzeii; liisst man dann die 
Periode immer langer werden, so wird man scbllesslicb zu den 
Anscliauungen von J. Bernoulli und B. Riemann gefiihrt, die 
neuerdings von Herrn A. Brill genauer untersucbt warden. la 
dieser Tbeorie erscbeinl jedes Atom uls eine forlvvahrende 
Quelle (oder Senke) des Albers. Derselbe ist aasserlialb der 
Atoine inkompressibel; iin Innern muss er forlwabrend erschaflfea 
oder zersturt warden, isl also dem (iesetz der Erludtung der 
Malerie niclit mebr unterworfen. Um das Newlonscbe Gesetz zu 
erbalien, geniigt die Annabine, dass diese Atome bzvv, Quellea 
klein gegen ibre Abstiinde sind. Die Gesclvwindigkeil der Eliissig*-* 
keit bei ibrem Austritl aus den Alomen spiell dann die Roll© 
einer sogenannten zyklischen Koordiriate^ fiir welclie das 
ZLigeborige Momeni nacb den Gesetzen der Mecbanik konstant 
bleibt; diesem Moment (nicbl der Ausnussgescbwindigkeit) 
muss die Masse des Aloms proportional gesetzt werden. Unter 
diesen Umslanden warden die Qaellen sicb scbeinbar gegenseidg 
nacb dem Newlonscben Gesetze anzieben, und, wegen der Inkom— 
pressibilitat der Fliissigkeit, wird die Wirkung eine motneniane 
sein ; es werden also weder endlicbe Ausbreiiiingsgescbwindigkeit^ 
nocb Perturbationen, nocb Reibung sLallfindcn. 

Eine mechanische ErkLdi'ung der Gravitation isl das natiirlicb 
nicht. Selbst in einer verallgemcinerten Mecbanik wird die Unzei'— 
slurbarkeit aller Malerie eines der Axiome sein, welches wir atn 
schwerstcn aufgebcn werden. Ferner besteht aucb iiocli die 
Schwierigkeit , dass man cinen solcben Alber, wie er biei^ 
verlangt wird, mil den Anforderungen der Oplik nicht verein,- 
baren kann. 

Wir haben damit alie die (tir die mechanische E rkldrunff 
der Scbvverkraft eingeschlagenen Ricbtungen kennen gelernt. Es 
ergibt sicb, glaube ich, aus dieser Ubersicbt, dass das Problem ixi 
dem lieutigen, zu engen Sinn nicbl gelust werden kann, aber 
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anderseils aucli, dass die Lcisung vielleicht gliicken wird, wenn 
jener Sinn in ge eigne ter Weise verallgemeinert wird. Was fiir 
eine mechanische E rkldt un g' wesentlicli ist, damit sic unserem 
imklaren Bediirfnis nach einer einlieilliclien Naluranschauung 
geniige; ist niclit, dass die Gesetze der Mechanik, so wie wir sie 
heute kennen, unmittelbar anwendbar seien, sondern eher, dass 
die einzigen veriinderlichen Grdssen Raum und Zeit seien, 
neben welchen nur Invarianlen (‘)^ namlich die Menge Materie 
in gewdlinlichem Sinne, oder die Energie (-), oder elektrische 
Ladungen usw. vorkommen. 

Eine Mechanik dev Energie, welchc diese als ein im Raum 
stetig verbreitetes bewegliches Fluidiim betrachtet, wird vielleicht 
ziir Ldsung der Frage fiihren. 

Stall eine mcchanischc Erklarung zu suclien, kann man die 
bescheidenere und vielleicht, vorderband wenigslens, frucht- 
barere Frage sich stellen, ob die Scliwerkraft nicht auf elektrische 
Krafte zurdckfiilirbar sei. Die Gravitation miisste sich dann mit 
Lichtgeschwindigkeit ansbreiten, und das Newtonsche Gesetz 
ware durch Glieder zu vervolistandigen, die von den Geschwindig- 
keiten and den Akzelerationcn mateideller Kdrper, dividiert durch 
die Geschwindigkeit des Lichtes, abhangen. Gelit hierbei die 
Lichtgeschwindigkeit in den Nenner mit der ersten Potenz ein, so 
sprechen wir von einem Glied erster Ordnung; bei der zweiten 
Potenz, von (unern solchen zwei ter Ordnung usw. Fiir das Sonnen- 
system bleiben die Glieder erster Ordnung meist kleiner als 
die Glieder zweiter Ordnung kleiner als lo"*^ usw. 

Wir miissen uns nun zunaclist fragen, wie denn diese Annahme 
sich mit dem Resultat von Laplace, welches oben besprochen 
wurde, vertragt, wonacli die Gescliwindigkeit der Gravitation 
10^ inal die des Lichtes iibertreflen miisste. Denn wir wissen, durch 
die Gesetze der Aberration, dass die relative Richtung der Gravi- 


(^) Das Worl Substanz wiirdc demselben BegrifT der UnzcrsiOrbarkeiL cnl- 
sprecUen, es ist aher mil metaphysischen Vorstelluagen verkntlpfL, diircli die es 
fiir den Physiker inibrauchbar wird. 

(^) Einkcit atler Energie^ wie sie z. B. in der liertzschcn Mechanik 
angcstrebl ist, diirfte eines der wichtigsien Postulate scin, denen die Pliysik zu- 
streben muss. Die bislicrigen dynamischen ErJcPirungsversiiclie reduzicren die 
Gravitationsencrgie auf gcwShnliche kineliscUe Knergie, und diese Auffassung 
diirfte wohl zu eng sein. 
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tationswelle nicht dicselbe ist im bevvegteii und im riihenden | 
Zustand, und dass der Unterschied von der ersten Ordnung isl, [ 
Dies ist gerade die Laplacesclie Annalime, und es ist vvahrscbeia- 1 
lich, dass die Aberration Laplace auf sie gefiibrt hat. Allein eiae 
genauere Untersuchimg zeigt, dass dieses Resiiltat in der Optik 
dadurcli bedingt ist, dass die Wellenlangen sehr kleiii in bezug 
auf die Entfernungen sind. Fiir die Planeten imd ihre Satellitea 
sind dagegen die Perioden (Umlaufszeiten) derart, dass die eat- 
sprechenden Wellenlangen gross gegen die Dirnensionen des 
Sonnensystems waren. Die Rechnung zeigt dann, dass die Ande- 
rungenin der Ausbreitungsrichtung der Kraft, d. h. die Aberration, 
durcb Anderungeu in deren Intcnsitiit und in der Entfernaag 
vom Ursprung der Welle derart kompensiert vverden, dass die 
Glieder erster Ordnung verschwinden. Das neue Gravitations- 
gesetz wird sicli vom Newtonschen nur durch selir kleine Glieder 
zweiter und hdherer Ordnung iintersclieiden. Uberdies sind 
diese Glieder, sovveit sie iiberhaupt zu walirnebmbaren Storungen 
Veranlassung geben kdnnten, keine Reibungsglieder; die Lapla- 
cescbe Berechnung ist also nicht aiiwendbar, und man wird aus 
dem Folgenden ersehen, dass in der Tat nichts uns hindert^ der 
Schwerkvaft die Aushreitangs gesch^vindlgkeit des Lichtes z.ma- , 
schreiben\ dass a])er auch nichts uns dazu zwingt, da diese Hypo- 
these, zLir Zeit vvenigstens, zu keiner Erklarung der Anomalie des 
Merkur fiihrt, 

Um die Gravitation auf elektrische Krafte z^uruckzufiiliren, 
haben Mossotti, Zidlner und neuerdings Lorentz die Hypothesc 
vorgeschlagen, dass die Anziehung von Ladungen entgegenge- 
setzten Vorzeichens die Abstossung gleicli grosser Ladungen luit 
gleichem Vorzelchen etwas iiberwiege. Da ein Atom ^^^assersto^^, 
zum Beispiel, nacli den heutigen Ansichten als eine Verbindulig 
zweier gleich grosser, entgegengesetzter elektiTsclier Ladungeu 
aufzufassen ist, so wurden, nach den gevvdlmlichen elektrostali— 
schen Geselzen, zvvei Atome, die in einer gegen ihre DimensioneB 
grosser Enlfernung voneinander sich befinden, keinerlei dem 
Quadrat der Entfernung umgekehrt proportionate Kraft aufeinan- 
der ausiiben. Nacli der neuen Hypothese dagegen ist die Korn- 
pensation der anziehenden^ und absLossenden W^irkimgen keine 
vollstandige mehr : die ersteren iibervviegen. Da Laduiig und 
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lasse eines WassersLoffions iingefiihr bekannt sind, kanii man 
ereclmen, urn wieviel Prozcnt die Anziehung- zweier Laduugen, 
i-enn sie entgegengesetztes Vorzeichen haben, ihre Abstossung’ 
ei gleiclioin Vorzeichen iibersteigt. Es isL dies eiue aiisserordent- 
cli kleinc GWisse; der Unlerschied betragt nur Prozent. 

)ie Gravitationskrafte sind also ausserordentlich gering gegen 
ie elektrischen Ivrafte, die entsLeheii wiirden, wenii cs geliinge, 
ie engverbundenen positiven iind nega Liven Ladungen irgend 
ines Kurpers vollstandlg voneinander zii Irennen. Dies gelingt 
ns (durcli Reiljung usw.) nur in einem yerhaltnismassig ausserst 
eringen Maasse. 

Eine so kleine DissymineLrie, Jeren ExisLenz aber iiuzweifelliaft 
^'are, vviirde unserem pliysikalisch-asthelisclien Gefiilil selir wenig 
nlsprechen. In Wirkliclikeit genugt aber eine kleine Verunderung 
a denBezeicbniingen (^)i uni ziir Superposition zweier Krafte, einer 
^eivahnlicken elektrostatisclien, and einer GravitaLionskraft, 
uriickgeruhrt zu werden. Es liegt also in dieser IVIossotlisclien 
innahme nur eine veriinderLe Bezeiclmung vor; was sie Positives 
Lissagt ist nur, dass auf die Gravitation die Geselze der elektri- 
chen Krafte anzuwenden seien, indem man .Ladungen durcli 
lassen crsetzL. Ferner muss man den Kdrpern fiir die Gravitation 
de filr die Elekirizitat eine gewisse l^eitfalngkeit zusclireiben, so 
ass prinzipiell Schirmwirkungen gegen die Gravitation miiglicli 
ind. Durcli geeignete Hilfsannahmen kann man allerdings, wie 
Terr Gans gezeigt liat, diese Wirkungen sehr lierabsetzen; aber 
ine Absorption von nur einem MilUonstel fiir die ganze Dicke 
ier Erdkiigel zu erreichen, wie es die Erfahrung verlangt, sclieint 
Lnmdglich. Es liegt hierin eln wichtiger Eiiiwand gegen diese 
riieorie. 

Welche Sir)rungen wiirde uiisere Hypothese nun fur die 
Manetenbewegimg ergeben? Hier sind die verschiedenen elektro- 
iynamischen Tlicorien einzeln zu unterscbeiden. Man hatte schon 
lie friiheren Formeln von Weber uud Riemann auf die Gravi- 
ation angewendct. Als einzige merkliche Sldi'uag ergab sich 
ine langsame Drehung des Periliels, die fiir Merkur pro Jalirlum- 


(') Siehe R. Gans, Jahresber. deutsch, MatK-Vereinigang^ t. XIV, 1905, 
. 678. 
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dertiiachdem WeherscheiiGeselz nacli dein Riemaiinschea 

1 4'^ betragl, fur die andern Planeteii aber iminerkllcli klein wird. 
Die Gr<>ssenordnung und die RicliLung der Drelunig stiinnien rait 
der Erfahrung iiberein; ehi sciiou an slcb l)emcrkens\verU*s Ergeb- 
Ills. Aber die beobacbtete Anomalie betragl 4 ksl also bedeu- 
tend grosser. Was die gegenseitigen Einwirkimgen der Planeteix 
aufeinander betrifft, so sind dieselben schon so vvie so schvvachy 
und eine Korrektion zweiter Ordiiimg, die cLwa 10”’^ Prozent 
belragen kdnnte, bleibt ganz oline lunlluss auf die BeobacbUmg* 

Herr H. A. Lorentz hat ebenfalls seine Gleiehungen auf die 
Bewegung der Planeten angev\ aiidt. Bekanntlicb liibrt Herr J-<orentz 
die absoluteu Gescliwincligkeiten in beziig anf den Atber ein* 
Eine genauere Betracbtung zeigt nun, dass die einzigen Ursacben 
merklicheivSbiriingen die folgendeii sein kdnnen : 

i" die Translationsbevvegung der Sonne ijn Raiiin. fadem erdic 
Bewegung des Sonnensyslems in bezug auf die Eixsterne, wie sie 
sich aus der Astronomie ergibl, mil der J^ewcgung in bezug auf 
den Ather ideiilifiziert, eine nicht unvvalirscbeinliclie Annahme, 
findet Herr Lorentz Sblrungen, die selbsl fiir Merkur 
unmerklich sind; 

9.° die Veranderllcld^eit der Masse jnit Hirer absolulen Ge- 
scbwindlgkeit. Nimmt man, wie scbon fiir die Eleklronen, so aiicli 
fiir die Materie an, es sei die Masse rein (dektrodjnarniscben Ur~ 
sprungs (die Annahme einer a wahren » IMasse wiirdc die Stiirun- 
gen verkleinern), so findet man wieder eine Drcduing des Perihels 
von Merkur, die wenige Bogensekunden pro Jabrbundertbetrag’t(^), 
und es ist hierbei gleichgdltig ob man die Eorineln voa Abraham, 
Bticherer-Langevin oder Lorentz fiir die elektromagnetische 
Masse zn Griinde legL 

Endlich hat neuerdings Herr Lorentz seine Theorle so abgean- 
dert, dass die absolute Bewegung keine Rolle melir spielt. Die 
Wirkung der Translation des Sonnensystems vei'sohwindet also ; 


p) Tisserand gibt das Doppelte, \l\ \ cr seLzL namlich die Webcrsclie Kon- 
stante gleich dem reziproken Quadrat der LichlgescliwiiidigkeiL, wdlirond sie nur 
lialb so gross ist. Diese unrichtige Angabe ist uherafi wiederholt worclen, wo 
diese Frage behaadelt wurde. 

( = ) WiLKENs, Physik, Zeitschr., t. Vll, 190G, p. 8/, 6. 
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da sie aber so wie so keine merkllche Perturbation ergab, werden 
unsere Scliliisse dadurcli nicht beruhrL. 

Zusaminenfassend kann man Jiieraiis schliessen, dass es edaiibt 
ist, die elektrodjnamischen Gesetze auf die Schwerkraft anzuwen- 
den, dass sich daraus aber weder eine A^bleitung der Gravitations- 
konsLaiite aus elektrischen oder magnetischen Messungeii noch 
eine Erklarung der noch unverstandlichen A^noinalie des Merkur 
ergeben. 

Die elektromagnetischen. Theorien siiid nun aber aller- 
dings noch zum Teil im Ausbau begriffen, und man kann 
die Frage aufvverfen, ob fernere Anderungen an denselben 
diese so sehr wichlige Rediiktion der Gravitation auf elektrische 
Krafte nicht in befriedigender Weise ermdglichen werden. 
Wir wollen zeigen, dass dies sehr wahrscheinlich der Fall 
sein dilrfte. 

Es isL hlerzu ndtig, genau zii wissen innerhalb welcher Grenzen 
man den Aiisdruck der Kraft, die zwei elektrische Ladungs- 
elemente aufeinandcr ausiiben, verandern kann, olme mil der 
Erfahrimg in Koiiflikt zii komiuen. Dies hat Verfasser (’) 
getan. Eine allge meins te E/isung zu geben ist vielleiclit 
unmciglich ; man erlialt aber geniigend allgemelne Ansatze, 
vvenu man gewisse Zusatzhypothesen heranzieht, insbesondere 
die Annahme der Relativitat der Bevvegung in ihrem klassisclien 
Sinn (nicht in deinjenigen welcheii Lorentz und Einstein 
cingefiihrL liaben) (-), und ihre Anwendbarkeit auf die Llcht- 
ausbreitung (^). 

Die besprochene Kraft zwischen zwei Liadungseleiiienlen oder 
Elektronen haagt von den Lagen, Gescbvvindigkeilcn und Akzele- 
rationen derselben ah und von dem Gesetz der Ausbreitung. 
Man findet nun, dass schon die Glicder zweiter Ordnung durch 
die Erfahrung nicht vollstandig bestimmt sind, sondernnocb eine 


(^) W. Hitz, (Muvres^ XVIII, p. 317. 

(^) Nach dem Prinzip der Relativitat bleibL die gleichfdrmige Translation eines 
Systems olme Einfluss auf die sich darin abspieienden Vorgange. Die Herren 
Lorentz u/ Einstein nehmeu dariiber lijnaus nocli cine neue Definition der Zeit, 
der Geschwindigkeit usw. an. 

(•'’) Man vcrgleicbe liieriiber den Aufsatz des Verfassers Du I'oU de Vj^ther 
en Physique^ OEiwres, XX, p. 447- 
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willkurlici'ie Konstante eiilhailen. Die Glieder liulierer Ordnung 
spielcn iiiir in den. K.aafmaiinsclien Versuchen iiber die Veraa- 
derliclikelt (ler ^fasse eiiie Kolle und l)leiben gTi)Ssleiiteils unbe- 
stimmt. Uuter diesen Uinstanden eWdlnen sich zvvei Wege, um die 
Gravitation axif elektrische Rrafte zuriic'kziifiilireii und gleichzeirig 
die Bewegang des Merkur und den numerischeii Wert der Gravi- 
tationskonstante abzuleiten. 

Nach den heute allgemeiii angenommenen Vorstelhmgen bes^teht 
das cbemische Atom aus einer gewissen Anzahl nega liver Elektro- 
nen und positiver Ladungen, die deren negative Ladung kompen- 
sieren. Die Erscheinimgen des Magnetismus insbesondere 
erfordeiai ferner, dass man diesen Atomladungen rotierende oder 
Umlaufs-Bewegungeii zuschreibe. Nehmen wir an, um eine be- 
stimmtere Vorstellung zu Grande zu legeu, dass die Elektronen 
ruhen, wahrend einige der posi liven Lad ungen in einer gleicKfor- 
miigen, selir rapiden, alien gemeinsamen Rotation begriffen sind. 
Wenn zwei solcbe Atome A und B aus grosser Entfernung auf- 
einander wirken, ergibt sicli Folgendes. 

Die elektroslalischen Krafte verschwinden, oder, genauer 
gesagt, entspreclien sehr kleinen Dipolen und liangen von der 
Entfernung nach einem ganz andern Gesetz ab als das Newtonsche» 
Fiir ein System, bestehend aus einer grossen Anzahl Atome, 
ist diese Kraft gleich Null. Aber diejenigen Krafte, die von 
den Geschwindigkeiten und von den Akzelerationen abhangen, 
und wovon die ersteren umgekehrt proportional sind dem 
Quadrat der Entfernung, die letzteren der Entfernung selbst, 
miissen auch in Beiracht gezogen wer3en. Zur erstei'en Kate- 
gorie gelioren zum Beispiel die von Ampere untersuchten Wir- 
kungen, die zwei konstante Strdme, und somit zwei bewegte 
Ladungen, aufeinander ausuben. Zur letzteren sind die elek- 
Lrischeii Krafte, die von Hertzscben Oszillatoren ausgehen, 
zu zahlen; ebenso die im Liclit wirkeuden Krafte, endlich 
der Lichtdruck. 

Damit diese Krafte zu einer Gravitationswirkung Veranlassung 
geben, dilrfen dieselb'en zunachsl nicht im Mattel verschwinden, 
wenn die Rotationsachsen der Ladungen alle moglichen Richtun- 
gen haben, was notwendig eintreten muss in einem Kdrper, der 
von einer grossen Anzahl Atome gebildet wird. Weder in der 
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ersten nocli in der neiien Tlieorie von Lorentz existieren Glieder, 
die dieser Bedingung geniigen. Wird dem aber notwendigerweise 
i miner so sein? Eine genauere Betrachtung zeigt, dass dies Resul- 
taL in der ersten Tlieorie dadurcli bedingt wird, dass die absoluten 
Gcschwindigkeiten aiiftreten; in der neiien dadurcli, dass die 
Prinzipien der Kinematik nnd der BegrilT einer universeilen Zeit 
aufgegeben werden. Dies sind aber zweifellos die unsichersten 
Ibinkle der heutigen Elektrodynamik. Sobald man, unter Bei- 
behaluiiig der klassischeii Kinematik, die relativen Bewegiingen 
einfiilirt, erscheinen Glieder, die einen von Null verschiedenen 
JVIitlelwert ergeben. Es gibt deren schon von der zweiten Ord- 
nuiig; die resultierencle Kraft ist proportional dem Mittelwert des 
()uadrats der Gescliwindigkeiten der Ladungen(’), und bangt von 
einer vvilikiirliclien Konstante ab. Die thermische Molekular- 
bevvegimg geniigt allerdings schon (wenn man die hieriiber 
allgemein angenominenen Ansichten belbehalt), um eine bedeii- 
Lende resultierende Kraft zvviseb^en irgend zwei Kdrpern A, B 
hervorzubringen, die der TeiuperaUir proportional ist; dies wider- 
spriebt der Erfabrung, und es wird daher ndtig, die. willkurliche 
Konstante so zu vvahlen, dass diese Kraft verschwindet. Aber 
weitere Glieder, von oder Ordnung, mil noch nnbekann- 
ten Koeflizienten wiirden diesein Einwand nicht ausgesetzt sein, 
falls die Bewegungen der Ladungen im Innern der Atom e gross 
sind gogen die Warinebewegung, was von vornherein wahrschein- 
lieb ist. [VI.an wird somit eine resultierende Kraft erhalten, die dem 
(Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional ist, der Anzahl 
rolierender Ladungeii, die die Korper A und B enthalten, direkt 
projiortionab wobei der Koeffizient zuniichst noch unbekannt ist. 
Es geniigt, anzunelirnen, dass diese Anzahl in jedem Atom der 
IVIasse des.selben proportional ist^ und iiber den Koeffizienten in 
geeigneter Weise za verfiigen, um das Newtonsebe Gesetz zu 
erbalten (-). Selbstverstandlich wird eine zukiinftige Tlieorie diesen 


( ‘) Siclie CMiivres^ XVIII, p. 4^^* 

(^) VVenn die roLierenden Ladungen unvei’clnderlicli an die Atome gebunden 
sind, werden fUr die GraviLaLion keine Scliirmvvirknngen moglicb sein. Denn 
dicselben cnLstchcn bci elcktrischcn Krtiften dnrcli die Verschiebungen der 
KlckU'onen innevhalb dev Korper; fUr die magneLischen Krafte durch die Orien- 
tation der Elementarmagnetc unter dem Einfluss der von aussen einwirkenden 
Krkfte. Keine diesej* beiden VVirkungen kiime bier zu stande. 
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Koeffi/ienlen a priori bestimmen miissen oder ilin aus elektri- 
schen oder magaetischen Messimgen ableiten : die so erhalteae 
Gravitalionskonstaole wird mil dec direkt beobachteten identisch 
sein miissen. Da die belreffenden Glieder von so holier Ordnuog 
sind, ist es erklarlich, dass, wie wir oben auseinander gesetzt 
haben, die Gravitationswirkung zweier Atome aufeinander um so 
viel kleineristals die elektroslatiscben Wirkungenihrer Ladungen 
es einzela waren. 

Neben dem Glied 4^"^' (oder Ordnung, aus vvelcliem wir 

die Gravitation abgeleltet haben, wird auch uocl). das nachsta 
Glied (oder 8^^-*^) Ordnungzu beriicksiclitigcn seiii, welches ja hi 
bezug auf die Gravitationskrafte zweiter Ordnung ist. Uber seineni 
Koeffizienten wissen wir nichts. Es wircl wieder cine Rotation 
des Periliels von der beobachteten Grbsseiiordnung bedingen, wie 
in alien schon behandelten Fallen, und es geniigt, dass der Koeffi- 
zient grosser sei wie in jenen Fallen, um die AuUoinalie des Merkiu* 
zu erhalten. 

Bisher haben wir nur die elektrodynamischen Glieder beriick- 
siebtigt, die von den Geschwindigkeiten abhiingen imd dem Qua- 
drat der Entfernung umgekehrt proportional sind. Andere 
Glieder aber sind der Akzeleration eines der beiden Ladungsele- 
mente and einer gewissen Potenz von deren. relativcn Geschwin- 
digkeit proportional ; sie sind dritter oder libherer Ordnung und 
der Entfernung umgekehrt proportional. Aber in einem rotieren- 
den Elektron wird die Akzeleration des einen Teiles durch die 
entgegengesetzte des andern kompensiert, und zwar um so mehr, 
als die Entfernung der beiden Elektronen grosser gegeii ihreix 
Durchmesser a sein wird. Eine genaue Reclinung, bei der 

nach Potenzen von - enlwickelt wird, zeigt dass das Glied in i 

verschwindet, und dass im allgemeinen ein Glied in ^ bleibt, fiir 

welches der Mittelwert, iiber alle mogliclieb. Lagen der Rotations- 
achsen genommen, von Null verschieden ist. W^ir erhalten also 
eine dem Quadrat der Entfernung umgekehx’t proportionale Kraft, 
deren Koeffizient der Grbsse a, d. h. den Dimensionen des Elek- 
trons, und einer Potenz der reziproken Lich tgeschwindigkeit pro- 
portional ist, die mindestens glcich drei ist, woraus sich wieder 
eine Eiklarung der Gravitation und ihres relativ aiisserordentlicb 
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j’-eringeii Belrags ergibl. Der KoefllzienL dieses Gliedes, ebenso 
vvie siimlliclier Glieder von liolierer als der zweiteii Ordiiuag- 
(niil Ausnalmic d(^s Lichtdrucksj der nns bier niclit interessiert) 
isl vorderliHud uiibekaniit, mid so erlialteii wlr dasseibc Resukat 
wie o beii : es wird eine Redaktion der GravitaLion auf elek- 
ti'ische Krdfte^ eine AbLeitung der Gravitatioiiskonstante aas 
elektromagnetischen Messungen iind eine Erkldrang der Mer- 
kuranomalie diirch die A aw end an g der Gesetze der Eiektro- 
dynaniik voraassiclulich moglich $ein, wenn erst diese Gesetze 
init genugender Genaaigkeit bekaunt sind. 

In alien Fallen wiirde dann die Gra^iiationswirkiing auf 
der dynamischen Konstitution der A tome beruhen, 

V\ eni) also zwei Jahrhnnderle eifriger Forsehung uns nocli 
keiiieii Aiiiialt iiber irgend eineii etwaigen Zusaminenhang der 
(iraviULion mil aiiderii Erscheiiitingen, uud besonders loiL den 
(‘lekU'isehen Rraften, gegebeu haben, and aucli iiber eine eiidliche 
AusbreilungsgesclwindigkeiL derselben uns nichts l)ekannt ist, so 
isl es doch waiirscheinlicli, dass dies nur von imserer unvollkom- 
nionen Ivenntnis der (iesetze der Eleklrodjiiamik herrubrt. In 
absehbarer Zeit durfeii wir also bofl'en, vvenn auch vielleicht nicht 
cine c( mechaniscbe Frklarung so dock eine Zuriickfubrung der 
Gravitalion auf elektrisclie Krafto zu erzielen. Fiir die Elnbeil 
uiiserer Weltanschauung wird dies ein SchritL von der grbssten 
Ti 'agweiie sein. 
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Supplement francais de la « Scientia VoL V, N" X-^ (3*^ Annee), 
, i*^*' Avril 1909, p. 1 52-1 65. 


Lorsque New Lon decouvrit que les mou vemenLs des corps 
celestes peuvent etre calcules et previis avec une precision ^ton- 
nante, en admettant qu’ils s'attirent suivant sa loi c 6 lebre, ni lul 
ni ses conteinporains ne considdrerent la question comme ^puis^e, 
Malgrd son extreme simplicite, cette solution du probleme da 
mouvement des astres, en faisant intervenir une action agissant 
sans intermediaire 011, ce qul revient presque au meine, de fa^on 
instantanee a toutes ]es distances, repugnait aux esprits. Et cette 
repugnance, qii’on constate encore de nos jours, n’est pas sans 
fondement psychologique : elle est I’expression d’lm sentiment 
profond de 1 ’ unite des forces physiques, qui, dans leur extreme 
diversity, ont toujours besoin dhin certain temps pour manifester 
leur action, et, si Taction a lieu entre deux corps s^par^s par un 
milieu intermediaire, modifient ce milieu de fagon sensible (-). La 
lumiere faisait, semblait-il, exception; mais Galilee ne douta pas 
un seal instant que ce ne fut la qiTune apparence, et Ton sail 
que Texp^rience lui a donne raison. Le desir de se faire du milieu 


( ‘ ) Traduit par I’auteur lui-m^me. 

(^) Lorsque, il y a cent ans, faction k distance dtait communement admise 
pour Ja gravitation, ce m6me sentiment de I’unitc de la nature a amend les phy- 
siciens k considdrer toutes les forces comme agissant ci distance, mdnae les forces 
moldculaires. Mais on sail que ce point de vue a ete relativemerU stdrile. 
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Fespece, la correction, deja miiiime, qae subiraient du fait dHme 
telle anomalie les positions de Venus et de la Terre si leurs orbites 
^taient aussi excentriques qae celle de Mercure, pourra toe 
rediiite au centieme environ de sa valeur par une correction insi- 
gnlfiante (meme en Astronomic) des temps de revolution. Pour la 
planete iVlars, dont Fexcentricite est 0,09, on sera ainsi conduit a 
pr^voir une perturbation legere, analogue a celle de Mercure, 
mais bien plus faible ; c’est en eflet ce qu’a donne Fobservation. 

Les autres irregularites observees concernent le mouvemenl: 
de la Lime et celui de la comete Encke. Nous n’en parlerons pas 
ici. 

Les experiences montrent qu’il n’existe pas, pour la gravita- 
tion, d’ecrans protecteurs comme pour Felectricite (^), et aucune 
influence du milieu materiel ne peut etre mise en Evidence. Ge 
sont la, pour les theories dont nous allons parler, deux points 
importants : cela est vrai avant tout pour Fhypotliese qui, d’une 
manito ou d’une autre, cherche non a donner une explication de 
la gravitation dans le sens ordinaire, mais a la reduire k des 
actions ^leclriques, de maniere a deduire par exemple la constante 
de gravitation de mesures d’un tout autre genre. II y aurait Ik une 
reduction du probleme fort imporlante pour Funitd de nos 
conceptions physiques. 

Les explications mecaniques proposees peuvent se grouper en 
staliques eidynamiques. Dans les premi(^res, la matl^jre deform e- 
rait Father envii'onnant, et cette deformation, se propageant de 
proche en proche, agirait sur d’autres portions, de maniere k don- 
ner Vapparence d’une attraction. Si la inaticre pondtoble se 
trouve en equilibre, ilen sera de mime (du moins au bout d’un 
certain temps) de Vether. Cette hypothese, la plus simple, 
remonte a Newton. Mais Maxwell a montr(^ sans la pr^ci- 

ser davantage, on pent la rejeter d’emblee. Car elle exige que 
Fdnergie de gravitation soit F^nergie de deformation du milieu ; 
d’apres un principe general de la Slatique, cette energie devra 


(') Si une partie cle la matiere d’une planete 6tait pvot<5gde en parLie centre 
I’attraction du Soleil par I’autre, la force totale ne serait plus proportionneile k 
la masse totale, d’ou une perturbation tres sensible, k moins que Tabsorption de 
la gravitation ne soit excessivement faible, de I’ordre du millionieme pour toute 
i’epaisseur de la Tei’re. 
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Loujours etre, apres la deformation, plus grande qu’en I’etat non 
deforme, c’est-a-dire en I’absence de corps materiels. Or, c’est le 
contraire qui serait vi^ai ici : les forces de gravitation etant ailrac- 
tivesy I’energie potentielle d’lin systeme de corps devient plus petite 
lorsque les masses — et par consequent, la deformation de T^tlier 
— augmentent; elle augmente lorsque la deformation diminue. 
Pour les actions electriques, qui suivent, au signe pres^ la meme 
loi que la gravitation, I’energie, au contraire, suit une marclie 
inverse ; c^est ce qui faisait entrevoir a Maxwell la possibilile 
d’une explication des forces electrostatiques, ou il a d’ailleurs 
echou^. On voit done, en resume, qu’un cc ether », capable de 
donner les apparences de )a gravitation, serait, meme en I’absence 
de corps materiels, en etat d’^quilibre instable, ce qui est inadmis- 
sible. 

Nous sommes done necessairement conduits a inlroduire des 
mouvements caches, de maniere a a\'oir allaire a une energie cfe 
nature cinetlque meme lorsque les masses ponderables, seules 
perceptibles a nos sens, sont au repos. Le crit(^rlum du minimum 
de I’energie, des lors, ne s’appHque plus, et ie probleme devient 
resoluble en principe. 

La plus ancienne en date de ces theories dynamiques est celle 
de Lesage, reprise depuis par Isenkrahe et d’autres. Elle admet 
quel’espace est parcouru en tous sens par des « corpuscules ultra- 
inondains )> doues de Ires grandes vitesses ; lorsqu’un corps pon- 
derable A unique sublt le choc de ces corpuscules, il restera au 
repos, par raison de symelric; mais s’ilexiste, a quelque distance, 
un autre corps B, ce corps arrdtera les corpuscules marcliant dans 
la direction BA; le corps A ne subissant plus autant de chocs 
dans cette direction, la compensation n’a plus lieu, et A sera 
pouss6 vers B ; de m^me B vers A. 11 semblera y avoir 
attraction. 

Une analyse plus attentive (‘) montre qu’il faut considerer les 
corpuscules comme denu^s plus ou moins coinpletement d’elasll- 
cite, de sorte que leur choc engendre de la chalenr ; sinon B 


(') Comparer H. PoiNCAiui, Science et Methode^ p. 203 , Paris 1908; J. Zi5n- 
NKCK, Article Gravitation cle V Encyclopedic des Sciences matiiem.^ t. V, p. 57. 
Leipzig, 1908. 

R. 3t 
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reflechira vers A autant cle corpuscules qu’il en ai'ueLe, I’etfet est 
nui. De plus, commc il n’existe pas crccraiis pour la gravitation, 
les atonies des corps ponderables doiveiit se Irouver a de tr^s 
grandes distances les uns des autres, par rapport a leurs dimen- 
sions ; enlin, les atonies cliiinlques doiveiit etre composes de par- 
ticules ideiiliqiies entre elles, et beancoiip plus grandes que les 
(c corpuscules uUraniondains ». On oblient bien alors la loi de 
gravitation pour des corps an rejios. Dans le cas de corps mobiles, 
il y aura frottement, coniine dans un gaz. De plus, la gravitation 
se propagera avec une vitesse fiiiie, au plus egalo a celle des cor- 
puscules, et Taction siiliie par iin corps ne dependra que des 
vitesses relatives du corps et des corpuscules. C’est la une hypo- 
these envisagee deja par Laplace ; elle conduit, nous Tavons dit, a 
line sorte de froUenieut qul devrait retarder ile .plus eii plus la 
niarclie des planetes et de la Lime. Une telle action serait dc^ceMe 
a^ec une precision extreme [)ar les eclipses, sur lesquelles nous 
possedons des renseignements ires anciens, conime on salt; on 
conclut de la a une limite inferieure de la vitesse de Tonde de gra- 
vitation aiiisi congue : ceLLe vitesse est, d’apres Laplace, au moins 
cent millions de fois celle de la lumicre. Quant aux corpuscules 
eux-m^nies, leur vitesse est bien plus invraisemblable encore. En 
combinant Tensemble des perturbations que Tliypo these de Lesage 
introduit en Astronomie, iVI. Poincare arrive, pour cetle vitesse, a 
line limite inferieure egale a 24* foU celle de la lumiere. En 
meme temps, le frottement produirait une quantite de chaleur 
telle que, pour la Terre, elle serait 10-'^ fois plus grande que celle 
que le Soleil emet dans loutes les directions dans le meme espace 
de temps. 

De tels resultats permelteiit de declarer cette theorie definitive- 
men t inadmissible. La meme conclusion s’lmpose pour une modifi- 
cation des hypotheses de Lesage, proposee d’abord par Hooke 
(contemporain de Newton), et examinee receinmeiit par M. H.-A. 
Lorentz, qui remplacerait les corpuscules par des ondes sillon- 
nant Tether dans Loutes les directions. Ces ondes devroiit ^tro 
absorbees, du moins en partie, par la matiere gravitanle, sinon il 
n’y a point d’action r^sultante ; il y aura done production de cha- 
leur, et d’autre part, il ne devra pas exisLer d’ecrans pour la gra- 
vitation. Nous aurons done affaire a des rayons qui, en passant k 
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travel's la Terre, ne seront aflaiblis que dans la proportion 
de I millionieme ; cela est absoliiment invraisemblable ; aussi 
M. Lorentz rejette-t-il cetle hjpothese. D’apres les calciils de 
M. Poincare, la cbaleur prodiilte, ici encore, serait telle que la 
temperature de la Terre s’accroitrait de io‘*‘^ dei^res par seconde. 
Dans Loutes ces tlieories, le plienoinene de gravitation est accom- 
pagne de phenomenes irreversibles tres considerables. II n’en est 
plus dememe pour les explications hydrodynamiques de Bjerknes 
et de Riemann. 

Nous ne citons les premieres que pour memoire. Si Ton sup- 
pose dans un fluide incompressible et sans frottement un systeme 
de spheres doiit les rayons augmentent et diminuent pi^riodique- 
ment et simultanement^ et si Pintensite des pulsations est suppo- 
see proportionnelle aux masses des spberes-atomes, on obtienl 
bien la loi de Newton pour les actions apparentes que ces corps, 
par rintermediaire du Huide, exercent les uns sur les autres. 
Mais cette simultam^ite est bien plus incompri^hensible encore 
que la loi de Newton elle-m^me, et bien plus eloignee de tout ce 
que nous observons dans la nature. M. T.-H. Weber, il est vrai, 
trouve que lorsqu’on iait Pexperience, ce synchronlsme, s’il 
n’existait pas au debut, s’etablit rapideinent par les actions meme 
des spheres les unes sur les autres; mais ce n’est qu’en vertu du 
frottement^ facteur important dans tons les fluides r^els, dont 
Pintroduction nous ramenerait aux difPicultds signalees pour les 
theories precedentes. 

On pent rcmplacer la pulsation des spheres par une emission et 
une absorption alternatives d’ether; en prolongeant de plus en 
plus lap^riode de pulsation, on est ainsi amene ala conception de 
J. Bernoulli et B. Riemann, dont P^tude a 6te rdcemmenl reprise 
par M. Brill. Dans cette mani(l;re de voir, tout alome serait une 
source condnuelle d’^ther (ou en absorberait continuellement). 
Get dther est incompressible hors des atomes ; k leur interieur, il 
se ddtruit ou se cree continuellement, c’est-a-dire n’esL plus sou- 
mis a la loi de la conservation de la masse. 

Pour obtenir la loi de Newton, il faut que les dimensions des 
atomes-sources soient petites par rapport a leurs distances. La 
vitesse du fluide a sa sortie des atomes joue alors le r6le de ce 
qu’on appelle une coordonnee cyclique^ et, dhipr^s les principes 
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generaux de la Mecanique, le moment correspondant reste con- 
stant en Fabsence de forces exlerieures. C’est ce moment (et non 
la vitesse initiale) qiii doit ^tre suppose proportionnel a la masse 
de la source. Dans ces conditions, les sources sembleront graviter 
les unes vers les autres conformdment a la loi de Newton, et 
Taction, grace a Tincoinpressibilite du fluide, sernblera instan^ 
tanee; il n’j aura ni perturbations, ni frottement. 

Ce n’est evidemment pas la une explication mecanique de la 
gravitation; meme dans une mecanique generalisee, Tindestructi- 
bilit^ de la matiere sera certainement iin des axiomes que nons 
consentirons le plus difficilement a. sacrifier. II cst, de pluSj 
ijnpossible d’identifier ce fluide avec Tether de TOptique. 

Arrives au bout de celte ^tude des explications mdcaniques de 
la gravitation, nous croyons qu’il s’en d^gage d’nn c6le Timpossi- 
bilite d’une resolution du probleme dans le sens trop restreint oti 
on Tentend aujourd’hui ; de Tautre cote, Timpvession que celte 
resolution pourra devenir facile le jour oii une generalisation 
convenable de ce que nous entendons par « explication m(5ca- 
nique )) aura ete donn^e. Car ce qui est essentiel a une telle expli- 
cation, pour qu’elle satis fasse au sentiment confus mais pro fond 
que nous avons de I’unitd de la Nature, ce n’est pas que les lois 
de la Mecanique, Lelies que nous les admettons aujourd’liui, y 
soient direclement applicables; c’est pliitot que les seules quauti- 
t^s variables soient Tespace et le temps, et qu’a cC)l6 d^elles ne 
subsistent plus que des in^^ariants qui seront soil la quaulita 
de matiere au sens ordinaire, soil Tt^nergie (-), soit des charges 
^lectriques, etc., etc. Une mecanique de V Enevgie^ qui considd- 
rerait celle-ci comme im fluide repandu dans Tespace, donaera 
peut-^elre un jour la solution chercli^e. 

Au lieu de chercher une explication mecanique, on petit SO 
poser la tache plus modeste, et peut-^tre, pour Tinslant du momSj 


(•) Le substance serait pen pres Equivalent, mais possede an sens 
physique qui le rend impropre a I’usage des physicicns. 

(2) Uunite de V^nergie^ realisEe, par exemple, dans la Mecanique de liert*, 
est un des postulats les plus importants que devra rEaliser la Physique de I’avenir^ 
Les explications dynamiques de la gravitation exposEes plus haul rEduisent 
I’Energie de gravitation a de PKnergie cinEtique ordinaire, et c’cst U, SUns 
doute, un point de vue trop particulier. 


XXII. — LA GRAVITATION. 


4sr> 

plus feconde eii apercus et en consequences nouvelles, de r^duire 
la gravitation aux actions electriques. On sera ainsi ainene a attri- 
l)iier a ia gravitation une vilesse de propagation egale a celle de la 
lainiere, et a completer la loi de Newton par de no uvea ux Lermes 
dependant des vitesses et des acceli^rations. Lorsque la vitesse 
d un corps materiel, divisee par la vitesse de la lumiere, entre 
dans les equations, nous dirons qiie c’est la un terme du premier 
ordre; pour les corps du systeme solaire, ce quotient ne depasse 
guere 3 dix-milliemes. Son carre (io~') sera dit da second 
ordre^ etc. 

Cela pose^ il faut d’abord se demander comment cette hypo- 
these pent se concilier avec le r^sultat (^nonc^ plus liaut, du u 
Laplace, et qui exigeait une vitesse lo^ fois superieure a celle de 
la lumiere ? Car enfin, nous savons, par le phenoinene de F aber- 
ration, que la direction de Tonde de gravitaLion dillerera, lors- 
qu’il y a un mouvemeiit relatif, de ce qidelle serait s’il y avail 
repos, et que la dillerence est proportionnelle a la vitesse relative, 
c’est-a-dire du premier ordre. G’est pr^cisement ce qu’avait admis 
Laplace : c’estm^me Taberration qui a du le conduire a son liypo- 
these. Mais une analyse plus detaillee montre que ce r^sultat dent 
a ce que, en Optique, les longueurs d’onde sont Ires petites par 
rapport aux distances. Pour les planetes et leurs satellites, les 
p^riodes ou temps de revolution, au contraire, sont telles que les 
longueurs d’ondes correspondantes seraient grandes par rapport 
aux dimensions du systeme solaire. Le calcul montre qu’alors le 
changement de direction de i’onde, ou aberration, est compense, 
en ce qui concerne les termes du premier ordre, par des cbange- 
inents de la distance an point origine de I’onde, et de I’intensltc 
des forces ; dans la nouvelle hypolhese, la loi de Gravitation ne 
differe de celle de Newton que par des termes tres petits du 
second ordre. Encore ces termes, en lant qu’ils jouent un role 
effectif dans les perturbations, ne sont-ils pas des termes de frotte- 
ment; le calcul de Laplace n’est plus applicable dans ces condi- 
tions. et Ton va voir qu’en eil’et rien n^ernpeche dUittribuer d la 
gravitation la vitesse de propagation de la lamiet'e.^ mais que, 
en revanche, rien ne nous y oblige non plus, celte hypo these ne 
donnant pas, du moins a riieure quhi est, une explication de 
I’anomalie de Mercure. 
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Pour reduire la gravitation auK actions elec'triqaes, Mossoltij 
Zullner, puis Lorentz ont propose d’admeltre que I’attractioii des 
charges de signe contraire est iin pen plus grande que la repulsion 
des charges de meme signe. Un atoine d’hydrogene, par exemple, 
resultant, dans les vues actuelles, de la reunion d’une charge 
negative et d’une charge positive egale, deux atonies, places a une 
distance grande par rapport a leurs dimensions, n’exerceraient 
Pun sur Pautre aucune action proportionnelle a Piuverse du carr<S 
des distances, d’apres les lois ordinaires de PElectrostatique ; 
d’apres Phjpothese nouvelle, la coinpcnsatiod <les actions atti'ac- 
tives etrdpulsives ne serait plus complete. La charge et la masse 
d’un ion d’hydrogene etant conn lies, dii inoins approximative- 
inent, on pent calculer de comloien difl'ere Pattraction des ions de 
meme signe : cette difference est extreineinent petite, elle n’est 
que de lo-^' pour loo. Les forces de gravitation sont done 
extr^meinent faibles par rapport aux forces dlectrlques qui se pro- 
duiraient s’il nous etait possible de separer c o m pic tern ent les 
electricites intimement unies dans les corps. Nous n’y r^ussissons 
que dans une mesure relativement tres faihle, par Ic frottement, etc , 

Une si minime dissymetrie, mais dent Pexisteuce serait sup 
posee hors de doute, serait bien contraire a nos sentiments estli6- 
tiques, si j’ose m’exprimer ainsi. Et, eii realitc, il siiffit d’lm petit 
changement de notations (‘) pour etre ramene a la superposition 
de deux forces, Pune ^lectrostatique dans Ic sens ordinaire, 
Pautre gravifique. II n’y a done dans cette hypotlicse de Mossolti 
qu’un changement purement verbal ; ce qu’elle (^nonce de positif, 
e’est qu’il convient d’appliquer a la gravitation les lois de I’filectro — 
dynamiqiie en reinplagant les charges par des masses. Seuleinent, il 
faudra attribuer aux corps une certaine eonductibiliti^ par rapport 
a la gravitation; il existera, en principe, des cerans. Par des hypo- 
theses appropriees, on pent bien diminiier cousiderablement leur 
impermeahilite, comme Pa montre M. Cans ; mais il me semble 
impossible de n’obtenir qu’uue absorption de i millionieme de la 
force pour toiite P^paisseur dii globe terrestre, comine nous 
avoirs vu que Pexperience Pexige. C’est la une premiere grave 
objection a cette theorie. 


(’) Voir\\.G,K.:;iH^Jahre&bei\deat&di.{Math.-Vereinigung, t, XIV, p. 678, 1905)* 



OEl’VRES DE WALTHER RITZ. 


488 

du tout ; inais coname ce role etait deja insensible dans la 
premiere tlieorie, nos conclusions ne sont pas modifi^es. En 
resume, il est loisible d’appliquer les lois elec trod jnamiques a la 
gravitation; mais elles ne peuvent servir, actuellement, ni a sup- 
primer les divergences qui siibsisLent entre le calcul et Inexpe- 
rience, ni a dediiire la cons tan te de gravitation de mesures 
electriques ou magnetiques. 

Pourtant, les theories electrodjnamiques sont en pleine Evolu- 
tion, etTonpeutse demander si les changements futurs ne per- 
mettront pas d’effectuer cette reduction si importante de la gravi- 
tation aux forces electriques d’une facon plus satisfaisante. Nous 
aliens voir que cela est, en effel, Cres probable^ 

Pour cela, il faut savoir exactement dans quelles liinites on pent 
faire varier Texpression de la force que deux chai*ges Elementaires 
exercent Pune sur Tauti'e (expression qui depend des* positions, 
vitesses, accelerations etde la loi de propagation), sans entrer en 
contradiction avec les donnees de PexpErience. G’est ce qu’a fait 
Pauteur de ceL article ('). Sans chercher a donner la solution la 
plus genErale, ce qui, peut-etre, est impossible, on est conduit k 
des rEsuJtats suffisamnient instructifs enadmettant certaines hypo- 
theses accessoires, telles que le principe de la relativite dumouve- 
menl dans son sens classique (et non dans celui que lui donnent 
MM. Loreiitz et Einstein (-), et en le considerant comme appli- 
cable Egalement a la propagation de la lumiere ('*). On trouve 
alors que les termes du second ordre, deja, ne sont pas determines 
enderement par Pexperlence et contiennent unfacteur arbitraire; 
quant aux termes d’ordre supErieur, ils ne jouent de r 61 e que 
dans Pexperience de M. KaufPmann sur la variabilite de la masse, 
et restent presqiie enderement ai'bitraires. Deslors, voici comment 
on peut esperer rEduire la gravilation aux forces Electriques et 
expliquer en meme temps le mouvement de*Mercure et la valeur 
numerique de la constanie de gravitation. 


(1) W. Rriz, OEiivres, XVIII, p. 317 . 

(2) La’ translation uniforme d’un systeme, d’apres le principe de relativity, 
est sans influence sur les phynomenes qui s’y passent. MM. Lorentz et Einstein 
supposent en outre une definition nouvelle du temps, de la vilesse, etc. 

(^) Voir, i ce sujet, f article de I’auteur JOu role de V Ether tn Physique^ 
QEuoreSy XX, p. 447* 
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. Dans les iclees coinmunement admises anjourd’liu], ralonic clii- 
iTiique est compose d’un. certain nombrc d’eicctrons negatifs et de 
charges positives qui compensent la charge negalive. Les pheno- 
menesdu Magnetisme, entre antres, exigent de plus qii’on aitribue 
aux charges atomiques des moiivements de rotation ou de circula- 
tion. Siipposons, pour fixer les idees, que les charges negatives 
soient au repos, et que quelques-unes des charges positives lour- 
nent sur elles -monies avec une grande vitessc, la lueme pour 
toiiles. Lorsque deux atomes A., B, ainsi constitu^s agissent Fun 
sur Pautre a une distance grande par rapport a leurs dimensions, 
que va-t-il se passer? Les forces eleclrostatiques sont nulles, ou 
plus exactement, elles correspondent a des dipoles tres petits et 
dependent de la distance, siiivant une loi toute differente de celle 
de Newton ; ces forces sont nulles pour un .systemic d’atomes nom- 
[jreux. Mais les forces dependant des vitesses et des accelerations, 
dont les premieres sont inversement proportionnelles au carre de 
la distance, les secondes a la distance elle~nieme, doivent etre 
prises egalement cn consideration. A la premiere categoric appar- 
tiennent, par exemple, les forces etudiees par Ampere, que deux 
coiirants constants, et par consequent deux electrons en mouve- 
inent, exercent I’un sur rautre; a la seconde, les forces dlec- 
triques 6manant des oscillateurs liertziens, cedes qui constituent 
les ondes liimineuses, enfin la pressioii de la liimiere. 

Pour que ces forces donnent lieu au pli6nomene de gravitation, 
il faiidra tout d’abord qu’elles ne soient pas nulles en mojenne 
lorsque les axes de rotation auront loutes les directions possibles, 
ce qni arrivera necessairement dans nn corps composed d’un grand 
nombre d’atomes. Dans la premiere theorie de Lorentz, pas plus 
que dans sa nouvelle theorie, confornie au principe de relalivite, 
il n’existe de termes domiaivt, dans ces conditions, une moyenne 
differente de zero. L’explication dchoue done pour ces theories. 
Mais est-ce la un r^sultat necessaire ? Une analyse plus exacte 
montre qu’il est obtenu jiar I’introduction des vitesses absolues, 
dans I’ancienne theorie ; par Fabandon des principes de la cinema- 
tique et de la notion d’un temps universel, dans la nouvelle. El ce 
sont la, certainemenl, les parties les plus hypothetiques de FElec- 
trodynamique actuelle, Des qii’on introduit des vitesses relatives 
en conservant la cinematique classique, on voit apparaitre des 
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Lermes donnant une resultanLc differente de zero. 11 y en a da 
second ordre; la resiiltante est proportionnelle a la moyenne clu 
carre des viLesses des charges ('), el depend d'ane coustaiile arbi- 
Iraire. Mais ici une objection se presente : I’agltation tliermicpie 
SLiffit, lorsqa’on admet les idees generalemeal regues a ce sujet, 
pour domier lieu a une action considerable des corps A et B Fun 
sur Pan Ire, dependant de la teinperatiirej ce qui est contraire 
a Fobservation ; il faut done disposer du facteur arbilraire de 
maniere a annuler Fefl'et de ces terines de second ordre. Mais 
d’aatres lermes, du ou du ordre, a coefficients inconnus 
encore, ne preteront plus a cette objection, a la condition que les 
vitesses intra-atoiniques soient grandes par rapport aux vitesses 
produites dans Fagilation therinique, cc qui est probable a priori. 
On aura alors une resiiltante inversement proportionnelle au 
carre des distances, alfecLee dhin coefficient encore inconnu, et 
proportionnelle aux noinbres de charges en rotation que con- 
tiennent les corps A et B. II suffira d’adinettrc que ce riombre est, 
dans tout atome, proportionnel a la masse de cet atoine, et de dis- 
poser convenablement du coefficient pour obtenir la loi de 
Newton (-). Bien entendu, les theories futures devrotiL determi- 
ner ce coefficient a priori.^ ou par des experiences elcctriques ou 
raagnetiques ; la constante de Gravitation ainsi obtenue devra 6lre 
identique avec la constante exp^rimentale. Les termes ^tant d’un 
ordre si ^leve, on s’explique aisdment que, comme nous Favons 
ditpliis haut, la force de gravitation de deux atomes soil si petite 
par rapport aux actions ^iectrostatiques de leurs charges. 

A c6t6 du lerme de (ou ordre qui nous aura servi ^ 

expliquer la gravitation, il faudra considerer encore le terme sui- 
vant, du 6'^^® (ou 8’^'"®) ordre, qui, par rapport aux ph4nomenes de 
gravitation, sex^a du second. Sur son coefficient, nous ne savons 
rien ; il donnera lieu a une rotation du p<^rih^lie des planetes de 
Fordre de grandeur voulu, et il suffira que ce coefficient soil plus 


(^) Voir OEuvres^ XVIII, p. Si-j, 

(^) Si les charges en relation sont indissolublement lides aux atomes, il n’exis- 
tera pas d'^crans pour la gravitation. Car les ecrans pour les forces (^lecLriques 
ou magndtiques sont dus aux deplacements des Electrons dans les corps, ou aux 
orientations des aimants elerneniaires, sous I’induence des forces Electro tnagn<i- 
tiques. Ni Tun ni I’auLre de ces efi'ets n'aurait lieu ici. 
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grand qu’il ne Test dans les lois etudiees plus haul, pour obtenir 
I’anomalie de Merciire. 

Dans ce qui precede, nous n’avons consider^ que les Lermes 
electrodynaznlques dependant cles vitesses et inversement propor- 
tionnels aux carres des distances. D’autres, proportionnels a 
I’acceleration d’lin des deux elements de charge qui agissent Fun 
surl'auLre, et a sa vJtesse relative par rapport a I’autre, elevee a 
une cerlaiiie puissance, sonl du ordre on d’un oi'dve supe- 
rieur, et inversement proportionnels a la simple distance. Mais 
dans un electron eu rotation, Faccdleration d’une des parties sera 
compensee par Fautre d’autant plus completement que la dis- 
tance r des (Electrons sera plus grande par rapport a leur diainetre 
a. En laisant le (‘alcul exact, par un developperneiit en serie pro- 

cedant suivant le rapport^, on trouve que le terine en ^ s’eva- 

nouit, et qiFil reste, en general, un terine en pour lequel la 

moyenne prise par rapport a toutes les directions possibles des 
axes de rotation est dillerente de z^ro. Nous aurons done une 
force inversement proportionnelle au carr^ des distances, conte- 
nant en I’acteur les dimensions de Felectron et une puissance an 
moins <^gale a 3 de Finverse de la vitesse de la liimiere : ce sera 
encore une explication possible de la gravitation et de sa petit esse 
extreme. D’ailleurs, le coeflicient de ce terine, de memei que celui 
de tons les termes sup^rieurs au second (sauf celui qui donne la 
pression de la iumi^re et qui ne nous iut<^resse pas ici), reste 
encore inddtermin^, et Von en conclara^ coninie plus haut^ 
qu'une explication de V anomalie de Mercure et une determi- 
nation de la constante de gravitation par des mesures Electro- 
magndtiqiies pourront sans doute itre dedaites des lois de 
VEleetrodynamique^ lorsqae celles-ci seront connues avee plus 

exactitude , 

Dans V une et V autre hypo these ^ la Gravitation tiendrait 
essentiellenient d la constitution dynamique des atornes. 

En resumd, si deux siecles de recherches ne nous ont donn^ 
encore aucune indication d’une connexion entre la gravitation et 
d’autres plienomenes, en particulier les pli^noin^nes ^lectroma- 
gn(^tiques ; si la propagation de cette force dans un temps fini 
reste probleinatique, il est probable que cela tient a Fimperfection 
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cle nos connaissances des lois exactes des plienoinenes ^lec- 
triques, et qiie nous poiivons, dans un avenir plus ou indiiis pro- 
chain, esperer, a defaut d’line explication mecaniqiie de la gi'avi- 
tation, une reduction de cette force aux actions electriques. Ge 
sera la, pour Tunite de nos conceptions physiques, un pas de la 
plus haute importance. 
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iiHT kiir/.lirh hi hiKsar Zi’ilsnhrifl ( ' ) crsihiioiUMUin Milldiliui;.’' 
Stnilihni|»HtlH*urh‘ n koiimit lt(‘rr n.*-A. Lorrulz zuin Snhluss, 
lie* V(iu (’”*) uiut iluu (•’) nntvvickelln 'Hieorie di^r 

taTOMi Sirahliiii^ h inh dur Mrlahrutig uicdil. voridnbar soi ; da 
ihvv iWv Vhlidtuni^ de!r Stnihlimif»:.^fontiel auf (li(*s(*ni 

\vrrdf‘ii kjiime, vvcim au dim (dalUroiiuii^niclisc.luiri 
wi’HfiUlirtiK Andcunmgen angtjhnudit vviirdcn, so 
i* Hirli danuis dia Ntilwandigkail nolahar Aiularungaiij imd 
niiH^rs ini Siiuia dar Pbrnakncdian I’haorie, irgand atwas (dtutni 
•hiargia- VUnn iholiahas in die? Theoria anfgauouiruan wnv- 

dar grnHhau Wicditigk«?it dianar Frage?^ und liei dan S(?hvviarig- 
I, dia, vvia Harr !L«A. Loraiitx y,cigt, uuah b(?l ICinriibrung 
ianaktiahan Alums uucdi fortbaslalieii , sei as gestallal, aitf 


Phr^ihuL t. IX, p, ;i(b, 

Pr(H\ StH\, i, LKXVI, [». ‘I'lrj. 
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. lUMilrfTrirc* trtuir* tat r;a»grr«> tit* Hoftie (Hcutiy, Tipo^rufia tlelhi 11, Xccud. 
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einen Fehier der Jeans-Lorentzsclien Theoric Jiinzuvveisen, der 
gerade den wesenllichen Punkt des Beweises beU'ilTl, womit dieser 
hinfallig* wird. 

Der Amatz fiir die elektrischen und magnetischen Krdfte^ 
der in jenem Beweise gemacht wird^ ist zu allgemeia ; er wider- 
spricht den Formeln der retardierten Potentiale^ denen jede 
physikalisch zuldssige Losiing der Grundgleichtingen genilgen 
muss. Durch diese Bedingung werden aber gerade die Koordinaten 
des freien Athers, die Herr Lorentz [loc. cit.) mil ^3, bezeicli- 
net, in ihrer Anzahi ausserordeiitlich beschrankl. Diese Koordi- 
naten aber sind es, die schliesslicli die Strablungsformel besliin- 
men ; und der Widersprach der Tlieorie mit der Beol)a(ditang wird 
gerade dadurcli bedungen, dass diese Koordinaten, die unendlich 
zahlreich sind, auf Grand eines dciii Boltzjnamisclien Satze der 
gleichen Verteilung der Energie auf die verscliiedenen Freilieits- 
grade ganz analogen, die gesamte Energie des Systems an sicli zu 
zielien bestreht sind. 

Bekanntlich lassen sicli die elektromagnelischen Gruudglei- 
chungen der Lorentzschen Theorie durch Einflihrimg der Poteii- 
tiale unter die gemeinsame Form bringen 


\v o c = L i c lit ge SC h w I n d igk e i t , e i 0 e ge ge I ) e n e F LI nk 1 1 0 a V 0 n vJ? , y , ^ 5 ^ 
bedeiiteii, und / im Uneiidliclien verscliwindet. Die allgeineino 
L'isung dieser Gleicluing, etwa nacli der Poissoiisclien Methode, 
involviert zwei willkurliche Funktlonen von x.,y., g, nainlich die 

^^'erte von /’und filr die Anlangszeil Iq. Partikuiare L(>suiigen 
derselben sind : 

f \ ) 

; — {/.t' dy dz' ; 


0 = ^1 





dx!' dy' dz ' ; 


= (ar — a;')-- + (r — y f-H- (3 — 3' )!, 


ferner beliebige lineare Kombinatiotien aus und fn der Form 
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/:! — /i + ,/2<^2) ’vvo a, + = I ; eadlich 

. _ — I r ^{x' y z' t')dx' d y' dz' dt' 

4^ J {x — x'y^- 


■ (/-- y;-H~ (- “ -2')-— — c2 


Die Ldsung /, eiitspriclu divergenten Wellen, /o konvergenLen, 
aus dem Unendliclien komuiendea, /o beiden Arten ; vvieder andere 
Ldsungen warden Wellen entsprechen, die gegen Piinkte des reineii 
Athers, wo cp = o ist, konvergieren oder von solchen divergieren ; 
in isL die Aiifliisiing in Wellen, die nach den Kirchhoirschen 
und Polssonsclien Satzen stets in iineiidlich vielen Weisen ge~ 
schehen kann, nicht vorgenoinmea. Die Erfahrung lehrt, dass 
ausschliesslich die Losimg/j in Betracht komine, and dieMaxwell- 
Lorentzsche Theorie setzt dies aiisdriicklich voraus. Wie notwen- 
digdiese Einschraidvung isl, geliL sclion dai^aus hervor, dass ebenso 
wie bei der Liisung f\ ein Krirper, desseii Elektronen akzelerierl 
siiid, Energie aussLralilt, so dass in grosser Entfernung der Poyii- 
tingsche Veklor nacli aussen gericliLet 1 st, bei /o ( Vertauschung 
von c mil — c) dieser Vektor sein Vorzeichen andert, der Jvdrper 
somit Energie aus dem Unendliclien empfangt, ohne dass irgend- 
ein anderer Korper ein entsprechendes Quantum Energie ver- 
liert. Ein soldier K.(irper, vvelclier in dieser Weise daiiernd 
Energie aus dem Ather zu entnehmen faliig ware, miisste ein 
Perpetaum mobile genannt werden und ist pbysikaliscli un- 
iniiglicli. 

Uin nun solclie, alien Bedingungen — aucli den Bedingiingen im 
Unendliclien — geniigende Ldsungen, die trotzdem unmdgHcli sind, 
auszuscbalten, but man den ziinacbst noch willkurlichen Anfaugs- 
zustand in geeigneter Weise einzuscliranken. Die noLwendige und 
hinreichende Bedingung, damit/i in alien Zeiten gelte, ist, dass 
es zur Zeit ^ = ^0 iind t=t(s-\-d.t gelte. Dass diese Anfangsiie- 
dingung- aber im Maxvvellsclieii Vorslellungskreis keinerlei ver- 
nunftigen Sinn hat, ist einleuchtend, und man bat sie dalier durcb 
andere zu ersetzen gesucbt. Nimmt'man, wie es meist geschiebt, 
an, dass zur Zeit in grossen Enlfernungen das Feld gleich Null 
ist, so folgt allei'dings filr spatere Zeiten die Formel /| ; filrfruhere 
aber die anzuldssige Formel f 2. Ferner ist nun die Giiltigkeil 
auch von /, einer ganz unndtlgen Eiiiscbrankung untervvorfen 
(Feld = o fur t — welcber z. B. die gleichfurmige Translation 
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nicht geuugt. Endlich bringL es der Chanikter der Gleicluing (1) 
als Jiyperbolischen DifferenlialgleichiiDg mil sich, dass, wenn 
die A.nfangsbedingiin.g nur selir angcnalicrl eriiilltist ^was jaallein 
sich konstatieren liesse), daraus keinesvvegs folgt, dass die Formal 
mil einer ahnlichen Annaherung gelle: es kdnnten 2. B. kon- 
vergenle Wellen, die ziir Zeil 4 sehr schwach und fern sind, za 
einer spateren Zeit an einem gegebenen Punkt des Raumes einen 
beliebigen endlichen Wert annehmen. 

Ebensowenig erLragen die audern bislier vorgeschlageneii Zasatz- 
bedingungen eine genaiie Kritik ( ' ) ; der Ubergang von den rever- 
siblen Differentialgleichangen zu den retardieiien Potentialen, 
darch welcfien ersl die Irre^ersibiliidt in die Elektrodynamik 
eingeftihrt wird, lasst sich auf dem Boden der Alaxwellsclien An- 
schauungen allein Es ist also wich tig zu konstatieren, 

dass der vollstandige Aiisdruck der StralilLmgsgesetze und iiber- 
haupt der Maxwell-Lore ntzschen Theorie niebt die DiHerentikl- 
gleicliLingen sind, sondern die Elementarvvirkungen, die sick durch 
Einfiikrung der retardierten Potentiale in den Loren tzsclien Aus~ 
druck der ponderomoLorischen Kraft ergeben. In dieser Form 
sind auch der elektrische und der inagnelisclie Vektor eliminiert, 
welche ja nie direkt beobachtet werden kdnnen, sondern bloss die 
Rolle mathematischer Hilfsfunktionen spielen (-), wiilirend die 
eigen tlichen Aussagen der Theorie sich nur aui‘ die Grtissen Raum, 
Zeit und elektrische Ladungen beziehen. 

Zur Ableitung der Strahliingsforinel stellen sich iiun Jeans und 
Lorentz einen parallelopipedischen, dnrcli spiegeinde Wiinde be- 
grenzten Hohlraiim vor, in dem sich ein Kdrper K befindet ; die 
elektrischen und magnetischen Krafte im Innern werden als Funk- 
lionen von^^y, 5 in Fourierreihen entvvickelt, deren Koeffizientea 
Funktionen der Zeit sind und die Rolle Lagrangescher Koordinatea 
spielen, fiir wclche die Diirerentialgleicliungen aus clem Hainilton- 
seben Prinzip abgeleitet werden kdnnen. Bei diesein Ansatz ist 
die wesentliche Bedingung der DarsteJlbarkeit durch retardierte 
Potentiale niclit berucksichtigl ; diese Bedingung schaltet aber, 


(’) Uber diese und andere schwache Seiten der Maxwel I-Lorentzscheri Tlieorie 
vergieiche man die Arbeit des Verf. : Recherches critiques sur V electrodynamiqae 
generate^ (Muvres^ XVIII, p. 317. 

(^) Loc. cit., p. 3i8. 
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wie oben liervorgehoben, aus den A.nfangszustanden eiiie unend- 
licbe, diircli zvvei wdlkiirliclie Funlvllonen von xyz iind somit 
(hu'cb Linendlich viele Parameter darstellbare Mannigfaltigkeit von 
ZasLiindet) dcs Albers als unzulassig aus. Sie erfordert insbeson* 
derCj dass die Ivnifte konstant bleiben, vvenn die elektrischen 
Ladungen dauernd ruben. Dies ist dagegen nach den partiellen 
Diderentialgleicbungen niebt nolwendig der Fall: man wird stets 

noeb eine Liisnug de?r homogenen Gleicbimg ^ — c- A ~ o binzu- 

fugen kiimien, die Im vorlicgenden Falle den Randbedingungen an 
den splegelnden Wiinden geniigenmuss, and slcb somit als (jesaml- 
beit der elektriseben Eigenscluvingiingen des Hohlraumes (ohne 
den Iviirper fv) ergibt. Solcbe Liisungen ersebeinen in der Jeans- 
Ijorentzse.ben Ableitung, wie Lorenlz (^oc. cit.^ P- ^4) bervorbebt, 
als zulassig, was sie iiicbt sollteii. Vielmebr miissten die unendlicli 
vielcri Parameter, die sie involvieren (Koeffizienten der Entwicke' 

lung der allgemeiiien l^iisuiig von ^ — c-A =: o nacb clen Eigen- 

scliwingungen des Hoblraumes, also in eine Fourierreibe), dauernd 
Null sein. Diese unendlicdi vielen Parameter des a reinen Albers )> 
aber gerade sind es, die nacli dem Salz der gleiclimassigen Ver- 
teilung der l^ncrgie auf die Freibeitsgrade, die ganze Energie zn 
absorl)leren and auf die kurzeslen Wellenlangen zu verleilen be- 
strebt sind. Die J eans-Lovi'iitzsche Thcorie ist also unzulassig. 

Man kiiniite eimvenden, die eben besprochene, nach Fourier- 
reiben eni.vvickelte L()sung lasse sich auffassen als cc retardierte )) 
Rrafle, berrillirend von den Elektronen der splegelnden Wande. 
Da aber vollkommcn spiegeinde Wande unendlicJi viele Leitungs- 
elektroncn in densell)en voraussetzen, so sind sie eben aus diesem 
Grimde bier als unzniassige Abslraklion zu verwerfen, da in Wlrk- 
liclikcit die Anzabl der Freibeitsgrade des Kdrpers K (bzw. die 
Zabl derdarin befindlichen Elektronen) und der des Spiegels nicht 
als linendlich versebieden lietracluet werden durfen und es gerade. 
fiieraiif ankonimt. Ist die Anzalil der Elektronen des Spiegels sehr 
gross, so wird allerdings der Ansalz Jeans-Lorentz giiltig bleiben, 
aber nur filr Eigensebwingungen des Hoblraumes, fiir vvelche die 
in Wirklicbkeit vorliegende Diskontixiuitat des Spiegels sowie die 
Endlicbkeit der Elektroacnzahl und der Leitfabigkeit nocb nicht 
ill Belracbt kommen, also fiir lange W ellen ocler niedere Tern- 

32 
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peratiiren. Dies is l der Grundy ^varani jcner Ansatz fur soiche 
Wellen, and imr fur solche Welleii, richtig ist. Fiir kiirzere 
W alien ist derselbe dagegen in keiiier Weise niiC dev Be- 
din^un^ dev retardierten Potentiale x)eveinbai\ er stellt eine 
viel zu grosse Mannigfalti gkeit von Losungen dar. 

Die Bedingung der retardierten Potentiale in die statistische 
Betrachlung aufzunehinen, scheint allerdings schwierig, und es 
fragt sichj ob sie auch geniigt, uin eiae spektrale \ erteilung der 
Energie von dem experimentell gegebenen Cliarakter zu bedingen. 
Es ist hierzu vor allein niUig, festzustellen, vvieviel und was fiir will- 
kiirliche Konstauten die allgeineine Liisiing der Bewegungsglei- 
chungen eines Systems von Elektrouen involviertj vvenn liir die 
Kriifte der Ansatz der retardierten Potentiale gebrauchl wird. 
Denn nur auf diese willkiirliclien Eiernente darf sich die statistische 
Betrachtung erstrecken. Bel meclianischen Prol)lemen vereinfacbt 
sich dieFrage dadurcli sehr, dass durcliAngabe der Koordinaten ^ 
und der Impulse p der weitere Verlauf bestimmt ist. In der Elek- 
tronentheorie ist dem anders, und es lieg’t vielleicht bier wiede-r 
ein vvunder Punkt derselben, Sclion die Gleicliungen der krafte- 
freien Bewegungdes slarren Elektrotis lassen, vvie HexT Herglotz ( * ) 
gezeigt hat, ausser der gleichfdrmigen Translation noch unendlich 
viele Losungen zu; bei sehr kleiner Gesohvviadigkeit ist die all- 
gemeine Losung darstellbar als Summe unendlich vieler Schwin- 
gungen, mil willkurlichen Ainplituden, deren Weilenlangen saml- 
lich vveit jenseits des bekannten ultra vioietten Spektrums liegeii, 
namlich hochstens von der Grossenordnung des Eleklronendurch- 
messers sind, und keine untere Grenze besitzen. Da die Herglotz- 
sche Methode (-) auch fiir allgemeinere Pi'obleme der Elektronen- 
theorie anwendbar bleibt und zu ahnlichen Inlegralgleichungea 
fiihrt, diirfte auch allgemein ein almliches Verhalten der Losungen 
zu erwarten sein. Dasselbe ist namlich in letzter Inslanz dadurch 
bedingt, dass in der Elektronentheorie die Akzeleration eines Elek- 
Irons bestimmt wird durch gewisse friihere Lagen, Geschwindig- 
keiten und Akzelerationen der anderen Eiektronen bzw. Ladungs- 


(') G. Herglotz, Gott. Nachr., 1903, Heft 6; 1904 , Heft 6; Math. Ann., 
t. LXV, 1908, p. 87. 

(^) Loc. cit., 1904 . 
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Lrieren, bewirken mcichten, wenn auch die Formel vielleicht eine | 
von der Jeanssclien abvvelcliende Gestalt hatte. Aber auch ohne 
diese Betrachtun^' mass die Existenz z. B. der kraftefreien Eigen- 
schwingungen des Elektrons, die sicli jeder L(3sung superpon^ereu 
lassen und nach denea sich jede Ldsung entwickelu lasst, die also 
iiberall auftreteu rniissten, als experimentell aiiwahrscheiulich be- [ 
trachtet vverden. Sollte auch eine Strahlung von ausserst knrzer 
WeJlenlange unseren Beobachtungsmethoden unzuganglich sein^ 
so miisste sich dock ein eiitsprechender merklicher Energiedefekt 
zeigen, der nirgends w’ahrgenommen wurde. 

Man darf hieraus vielleicht schliessen, dass, ebenso wie wir 
schofi gez^vungen waren^ die Mannigfaliigkeit der Losungen 
der Max^vellschen Theorie durch die Einfulirung der reiar-^ 
dierlen Potentiale ausserordentlicli herahzusetzen^ eine new 
derartige Beschrcinkung noch no tig ist^ urn die Anzahl der 
Bestimmungselernente [Konstanten) der Losungen auf eine 
endliche zii reduzieren. 

Dass Lin ter den imiglichen, iinendlich vielen L^isungen stets eine 
ausgezeichnet ist, wie unLer den Losungen der partiellen DiQ'erea- 
tiaJgleichungen die retardierten Potentiale ausgezeichnet waren, 
lasst sich leicht plausibel maclien. Man denke sich, es wirke die 
Gravitation nichtmomentan, sondernnach den elektrodynamischen 
Gesetzen. Uin alsdann bei gegebenen Anfangswerten der Koordi-^ 
nalen und Geschwindigkeiten die weitere Bewegung zu berecbnenj 
vvird man zunaclistvon der Bewegung nach dem klassischeii Gesetz 
als ers ter Approximation aiisgehen; diese L()sung vvird man danti 
in die (sehr kleinen) Ziisalzglieder einsetzen, die das neue Gesetz 
eingefiihrt hat; so entstehen neue DilTerentialgleichungen zweiter 
Ordnung, die man mit denselbeo Anfangswerten integriert usw* 

Es ergibt sich so schliesslich eine Ldsung, in welch er jede Koor- 
dinate x eine bestimmte analytische Funktion der Zeit t und der 
Anfangswerle Xoi^ x[,i ist, die aber allerdings nur in einem be- 
schrankten Bereich dieser Grdssen gilt. Diese Liisimg kann dann^ 
sovvolil als Funktion vmn t wie als Funktion der Anfangswerte 
Xqij analytisch fortgesetzt werden und gibt dann fiir jede Zeit imcl 
fiir beliebige Anfangswerte der Ivoordinaten und Geschwindigkeitea 
eine ganz bestimmte, nur von diesen Daten abhangige Ldsung des 
Problems, neben vvelcher allerdings unendlich viele andere L5- 
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sungen existieren, fiir welclie das Verfahren nie giiltig isL, und 
welclie hdclist merkwiirdi gen Planetensjstemen entspvechen war- 
den. Fiir den Fall des kraftefreien Elektrons erhall man die ein- 
fachc Trarislalion. 1st diese Ldsung die einzig zulasslge, so {viirdc 
die An zahl dcr willkilrlichen Konstanten^ d, li. die Man nig- 
faltigkeit der L(')sung\ niclit grosser sein wie in dev Mechanik^ 
ndinlich gleicli der doppelten AnzaJd der Freiheits grade der 
E lektroneii. 

Dies lasst sicli etvva bevvirken, iiidem man eine Zusatzbedingung 
in Form eines Minimalpr inzips einfilhrt, vvobei die Variation 
zwar fiir alle Ldsiingen verschwinden, ein wirkiiches Minimum 
aber nur fiir eine ])estimmte Liisung eintreten diirfte. Ahnliches 
gilt z. B. in der Theorie der Schwingungen von Saiten, Membra- 
nen usw. (^), wo fiir samtli die Eigen schwingungen, in iinendiidier 
Anzabl, die Variation verschwindet, das Minimum aber nur fiir 
den Grundton erreicht wird. Ebeiiso kiinnto man, neben den 
Bedingungen im Unendlidien, aucli Bedingungen fiir sehr grosse t 
einfiihren, die wdeder durcli die Variationsrechnung sich ableiten 
liessen. 

Die vonLorentz liervorgebobenen prinzipiellen SchwierigkeiLen 
in der Theorie der schwarzen Strahlung filhren tins also nicht 
so{Votd daraiify init Planck ein E nergie-Zeit-Elenient einzu- 
filhren^ als vielniekr auf die Forderung^ es inCisse das durch 
die gegenwdrti ge ElekLronentheoi'ie verletzte Prinzip der Em- 
deutigkeit des Nalurgeschekens im Sinne der klassischen 
Mechanik durch ein Minimalpr inzip ^vieder hergestellt werden, 
so dass eine gewisse endliche Anzahl Bestimmungsstiicke geniige, 
den Verlauf der Bewegang eines Systems von Elektronen fiir alle 
Zeilen zu beslimmen. 

Damitwiirde der lelzLe Rest dessen, was man einst Ather nannte, 
aus den Naturgesetzen verschwinden. Sukzessive hatte die Erlah- 
rung schon genotigt, ihm Bewegung and andere Eigenschaften der 
Materie abzusprechen; aus einem mehr oder vveniger komplizierten 
Mcchanisnuis \^ar er der selbst unveriinderliche Trager der elektro- 
magnelischen Erscheinungen geworden. Auf diesem reduzierten 


(^) Vgl. z. B. Riemann-'Wedeu, Partielle DiJferentialgleichungenj l, II, p.284, 
Braunschweig, 1901. 
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Gebiete liaLLe seine Existenz sicli noch immer durch L()siiageii der 
Gleichungen, die voa der Materic bzw. den Elektronen iinabhangig 
d- 

waren (der Gleichiing— — c-A“0 geniigten), zeigen kdnnen. 

Die Erfahrung zvvingL uns, diese Lusungen abzuweisen. Dann 
aber driicken die Gleicliungen der Elektronenlheorie nur noch 
Beziehungen zwischen Raiim iind Zeit aiis, die Feldstarken oder 
« ZusLaude des Atliers » kunnen vollstandig eliminiert werden, 
Der Atlier sinkt zur Abstraklion Iieralj : er ist nur noch ein abso- 
lutes Koordinatensjstein und eine matliematisclie Konstruktion, 
welclie in die Formeln iinendlich viele Konstanten einfiihrt. Die 
Erfahrung sclielnL ihm weder die ersLe noch die zweite dieser 
Eigenschaften lassen zn wollen : sic verbannt ihn ganz aus der 
Phjsik. 

Bei dieser Annalime zerrinnL uns aber in iNiclits eine der wesent- 
lichen Grundlagen der Maxvvellschen Beschreibung derVorgange 
durch partielle DifferenLialgleichungen, denen ja nun kein physi- 
kalischer Sinn, sondern nunmehr die Bedeutung einer inathemati- 
schen Zwisclienkonstruktion zukommt, vvelche iiberdies fiir sich 
allein ungenugend ist. Der Giaube an ihre unbedingte Gultigkeit 
wil'd dadurcJi nicht gefestigt, urn so mehr als sich zeigen lasst ('), 
dass die experiinentellen Grundlagen nach gevvissen Seiten hiii 
vollstandig fehlen. 


(^) W. Rnz, loc.cit.; CEiwres^ XIX, p. .127; XX, p. 4/17; XXI, p, /|62. 
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dr dy d^' 


r\ 


tuullirh 


— dy dy dz\ 

J\ ^ I J\ + i<lx ^ » I ) 


tldiHrllx‘11 cntHprertuMK \ iftiiudir ktuninc (lc‘r (Tslt^ 


(4 PhynikttL Xvitnchr.^ i, \, ujiaj, p. iHX 
(^} (Mui^res, XX IH* |k 4.j:]. 
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Ansatz darauf hinaus, dass man das Feld iti {x^y\ t) berecline 
aiis gewissen friiheren Zuslanden, der zweite aus spateren, so dass 
die Wahl zwischen f\ and die Art der Bereclinang, niclit das 
Wesen des Vorgangs beriihre. Diese Ansiclit isL diirchaus unhalt- 
bar. Wenn aiif einem Kdrper A zar Zeit t ein mil Strahlung ver- 
biindenerj sehv kurze Zeit dauernder Vorgang stattfindet^ so wird 
auf die Elektronen eines in grbsserer Enlfernung /’ befindlicben 
Kurpers B bei der Annalune von f\ ein Impuls wirken zur Zeit 

bei der Annalime von /!> ein solcher zur Zeit t — ~ (bevor 
der Vorgang auf A slaUgefunden hat!); bei Annalime von da- 
gegeu ergeben sicli fiir B zwei lin[)alse, zu den Zeilen t — ^ imd 

^ + Der letzLere Vorgang ist also wesenllicli vcrscliieden von 

den lieiden aiidern, und auch diese sind in allgemeineren Fallen 
durcii Uinkelirung des Vorzeicliens der Zeit niclil miteinander zur 
Deckling zu bringen. Uin eine andere Art der Bei'ecJinung ban- 
delt es sich bier niclit, sondern um einen ganz anderen Vovgang^ 
Bei einem endlicli begrenzlen Raume, meint ferner Herr Ein- 
stein, kdnne man sovvohl die Vorgange durcb /*i wie durch/o dar- 
slellen. Dem ist nichl so. Nach bekannlen Salzen kommt zu dem 
liber die elektrlschen Dichten oder Strciinungen erstreckten Inte- 
gral (/| oder /o) ein OberllaclienintegTal liinzii, welches von den- 
selben niclit abhangt. In dieser Form kann man sowobl friiliere 
Zeiten als auch spatere Zeilen zur Berecbnung des Feldes heran- 
ziehen. Aber die Lorentzsclie Annalime besteliL eben darin, dass 
bei der Anwendung von /i und Voraussetzung grosser Raume das 
Oberflachenintegral wegfallt, woraus foigt, dass es dann bei An- 
wendung von /o bei demselbeii Vorgang im allgemeinen ver- 
scliwindet. 

Aber neben diesen Integralen /< , /o, j\ bestelien noch eine un- 
endliclie Anzahl aiiderer, und es ist ganz unstattliaft, ziinachst 
liberhaupt, wie Herr Einstein es tut, von einillierten und absor- 
bierten Feldern zu reden. Ware es erst gelungen, aus dieser 
Mannigfaltigkeit von LCisimgen durcb irgendeine neue Annahme 
/o imd/s als allein in Betracht kommend lieraLiszusclialen, so 
ist es hicbt melir scliwer, durcb Bedingungen liber die Riclitung 
des Strahiungsvektors im Unendliclien, /, als einziges Integral zu 
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besllmuienL. Es haudeh SI ('ll aber bier um eiiie viel scbwierlgere 
Fra^’Oj und alles was liisher zii ihrer Lusuno- beigebracht wurde, 
muss ids uiihallliar zuriickgewleseii werdeii, wie ich an anderer 
Stelle (‘) eingebend enirlerl babe. 

Herr Einstein wirft ferner der mil retardierten Kraften operie- 
renden Tbeorie vor, sic kiinne den Zusland (Eiiergie und Bewe- 
gungsgrdssc) cincs Systems niir unter Hinzuziebnng friilierer 
Zustande des Systems liesclireiben, wabrend die partiellen Difle- 
rentialgleiebungen den Momentanzustand geben. Abei' die Frage 
istj ob dieser Momentaiizustand mil den Formeln der retardierten 
Potentiale ubercinslimmt oder nicbt. Im ersteren Falle sagt die 
eine Darstellung laLsdchlich genau dasselbe aus wie die anderc, 
inetwas abweicbcndor Form ; im zvveitenFall dagegen isL derVor- 
gang eiii soleber, dcy talsaclilicb nie beobachtet wurde. IsL es 
gelungtni, die Tatsaebe, class eine Liisung, die sicb nicbt aus den 
retardierten Potentialen ableiten liisst, nie iieobachtet wurde, in 
voller Allgcmeiniiclt vermittelst annebmliarer Zusalzhypotbesen 
aus d(m partiellen Dinerentialgleichungen streng abzuleiten, so 
wil'd die wSebwierigkeil belioben sein. Bis dabin erblicke ich viel- 
mebr in der Tatsaebe , dass die retardierten Krafte die einzig 
[vakren Intcgrale der Glcicbungen sind (gegen den kalten Welt- 
raum), und dass in grosser Entfernung inlblgcdessen die Energie 
stets nacb aussen bin odcr wenigstens nie nacb innen strdmt, die 
WiH'zei der Irreversi bill till und des zweiten Hauplsatzes. Dass man 
dureb Ersatz des Ihldcs « Atber » durchgewisse energelische Vor- 
sLelluugeu die besproebenen und mancbe andere Schwierigkeilen 
vermeiden kann, soli an dieser Stelle nicbt ausgefubrt vverden. 

icii muss daher meinen Scbluss aufreclit erhalten, dass, solange 
man zu /, noe.b irgendein willkurliches Integral dei’ Differential- 
gleicbung 


binziifiigen darf , • notwcndig (aucli wcnn man auf bescbraiikte 
Raume imd voUkommene Spiegel verzicbtet) eine der Erfahrung 
vvidersprecbende Slrablungsformel nacb derMetbode Jeans-Lorentz 


(^) W. Ki-tz, (J£m'res^ XVIII, p. i/jS. 
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sich ergeben wircl ; class aber bei Voraiissetzung retardlerler Poten- 
tiale jene iVIethode deswegen unzulassig isL, well sie mil einer un- 
endlichen Anzalil Elekironen (und einem vollkomnienen Spiegel) 
operiert. 


Gottingen, Februar 1909. 
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ZUM GECrENWARTIGEN STAND 

DES STRAHLUNGSPROBLEMS, 


Von W. RITZ und A. EINSTEIN. 


Phjsikalische Zeitschrift^ lo. Jahrgang, N° 9 , Seite 323-324. 


Zur Aufklarung der Meinungsverschiedenheiten ,* welche in 
nnsern beiderseitigen Publikadonen (') ziiLage gelreten sind, be- 
merkeii wlr Folgendes. 

In den speziellen Fallen, in denen ein elektromagnetisclier Vor- 
gang auf eiiien eadlicheii Raani beschrdnkt bleibt^ ist die Dar- 
stellung des Vorganges sowohl in der Form 


/ 




dx' dy dz' 


als aiich in der Form 


/=/2 


.1 

/ y\ z\ 

JL / iLdx’dydz^ 


und in andern Formen muglich. 

Wahrend .Einstein glaiibt, dass man sich auf diesen Fall be- 
schranken konne, oline die Allgemeinheit der Betrachtung wesent- 


(^) W. Ritz, CEwres, XVIIl, p. 493, und A. Einstein, Physikalische Zeit- 
schri/tf t. X, 1909, p. 185-193, 
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lich zu bescliraaken, hetraclitet Rilz diese Besclirankiing- als eine 
prinzipielL nicht erlaubte. Stellt man sich auf dlesen Standpunkt, 
so notigt die Erfahrung dazu, die Darstelhing mil Hilfe der retar- 
dierten Potentiale als die einzig mdgliche zu betrachten, falls man 
der Ansiclit zaneigt, dass die Tatsache der Nichtumkehrbarkeit 
der StrahlungsYorgange bereits in den Grundgesetzen ihreii Aus- 
druck z\i linden babe. Ritz belracblct die Einschriinkung auf die 
Form der retardierten Potentiale als eine der Wurzeln des zweiten 
Hauptsatzes, vvahrend Einstein glaubt, dass die Nicluumkelirbar- 
keit ausschliesslich auf Walirscheinliclikeitsgrunden berulie. 

Zurich, April 1909. 
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DAS 

PRIINZIP DER RELVTIVITAT IN DER OPTIR. 

(ANTKITTSREDE ZOR HABILITATION.) 


Ein Gruixdgeselz cler Mechaiiik, das Priiizip der Relativitat, 
Ijesagt, dass die gleichf()riiiige Translation eines mechanischen 
Sj'SLems ohne Einlluss hlelbt auf die Vorgiiiige innerhalb desselben. 
Gleiches gilt von der absoluten Orientation des Systems imRaiime: 
eine beliebige Drehung der Koordinatenaclisen andert die Gestalt 
der Gleichungen der Meclianik nicht. Beide Aussagen kann man 
dahui zusammenfassen, dass diese Gleichungen luiverandert blei- 
ben, wenn man an Stelle der Koordinaten z neue einfulirt 

durch die lincaren Beziehungen : 

H- pij H- ■+' 
y=: ^27 + Y2‘3-i- 

z' ^ -V- ^.3 7 73 -^ ^3 

worin die a, [i, y die Richtungskoslnusse sind, die den sog. Ortho- 
gonalitatsbedingungen geniigen miissen, walirend Po, Ps die 
Romponenten der konstanten Translationsgescliwindigkeit des 
Systems sind. 

Gleiches gilt natiirlich auch fiir alle diejenigen physikalischen 
Erscheinungen, die auf mechanische Vorgange innerhalb der Ma- 
terie sich zuruckfiihren lassen, wie der Schall, die Warme usw. 

Ganz aaders ist es mil den optischen und den mit ihnen 
verknupften elektrodynamisclien Erscheinungen. Zwei Theorien 
haben sich bekaniitlich lange Zeit das Gebiet der Optik streitig 
gemacht. Die E miss ionshypo these und die V ndulatioas- oder 
Athertkeorie. Nach dem ersten wird die Energie von einem ' 
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leuchtendeii Kiirper nacli alien Seiten fortgesclilcudert. Nach der 
zweiten pflanzt sie sich wellenartig* foi't in dem das ganze ^Veltall 
erfiillenden Liclitather. Je naclidem wir die eiiie oder die and ere 
Theorie za Grunde legen^ vverden wir flir den Einfluss einer Trans- 
lationsbewegimg der Materie ganz andere Resultate erlialten. 

Betrachten wir zunaclist die Emissionshypothese. Die Energie- 
tellchen werden mit einem konstanten stets gleichen Anfangsimpuls 
forlgeschleudert, sie bevvegen sich geradlinig fort, bis sie einen 
neuen Korper trefien, der sie daim ablenkt. Alle diese Vorgange 
sind rein mechanische, folglich bleibt aiich das llelaLivitatsprinzip 
erfiillt. Leiiclitet ein Korper kurz auf, so werden die aiisgesandten 
Lichtteilchen zu jeder Zeit die Fliiche einer Kugel erfiillen, die 
sich gleichmassig ausbreilet, iind deren MitLelpunkt mit dem leuch- 
tenden Korper zusainmenfallt, ob derselbe nun in Riilie oder in 
gleichfurmiger Bewegung begriffen sei. Die optlschen Gesetze 
werden also nach der Emissionshypothese durch eiiie gleichfdrmige 
Translation der Materie nicht beeinllusst. 

Anders bei den Voranssetzungen der UnduLationstfieorie. Ruht 
hier der Ather und auch der sLralilende Korper, so breilet sich zwar 
das Licht auch kugelfdrmig aus, und der Mittelpunkt der Kugel 
bleibt im leuchtenden Korper. Bewegt sich aber dieser, so ist das 
fiir die Ausbreitiing des Lichtes ganz gieichgultig : dieselbe richtet 
sich nur nach dem Ather, nicht nach der Materie. Eiiie bestimmte 
Zeit nach dem Aufleuchten werden wir also folgendes Bild haben : 



Die Undalationstheorie foj'dert also einen Einftass der Trans- 
lation der Materie auf die optischen E rscheinungen. 

Nun aber ist bekannt, dass die Emissionshypothese, wenigstens 
in der Gestalt, die ihr Newton gegeben hat, sich nicht bewahrt hat, 
wahrend die Undulatlonstheorie samtliche Erscheinungen befrie- 
digend darstellt. Es war daherzii erwarten, dass die Bewegung der 


\\U. mt \ iiki.vtivitXt in dku dptik. hi 

u riura Kintluss auT diet opliso.lieii \ ha- 

Ai\ tmd aurh ueuu uiaii Li<‘hl(jiu‘llf*ii hamilzl, clio an 

‘^latiun ih’r h,rdc‘ trilindunfu, <lit* laijitj d(*r [h;u^’ung.sl)iltl(n\ 
•Irr«‘u/^trrifi*u usw, \un ch-r < )rifnliin*iin^- (h's ^pparalcs 
V l%nllHn\ , alhij M-lil!rsslu*h dcu l''ixsU!ru- 

ahlianxtnt \Mudr. \llrnlin-s zra-l dir d'h(*nrie in ilua*!' 
uini'.trn (d-HtuIt* ilii* ihr I.nianitz {;r‘^Hd)(‘n lial, (lass dor 
enn ^rlir niush tmd ilurt-li die su^. (ilieihn' 

u(*u«dH'u iHt, d. h. (tlieder, dic^ das Ydn’liiilluis 
iuindi|*k*nt ; I .ieht^eMdiu iudi|»keil /,iun (^>nudpul cul halUni, 
n^ekihr «dii UninterhiiillitmHltd. 

iiiieiak.intHrlim IMivniker Mlcdudsnu ^^elan|L; (^s zuersl, 
^kritru inueH ‘%ti IriiuMi \ (•rsiicdies /ai iUku'w I ncJcni. Das 
liriide lle^idlaU \\.u\ ddss drr er\varl(‘l(‘ ImiiIUiss i\cv ICrd- 
*4 uitdil viirlbmdrn war. An«l(‘i’e \'(! 1 SU(' 1 h% lells npl is(‘lH*r 
irthvUt*r\ikUiv hahen di(*H Intis la»s(iitif*t, so dass num 
/rnt^tui^ ^rwiitnl, da^n aiudi die ii|}lih(dunv Krs(‘lu*iinmg(‘ii 
ati\ i^enu^eu nud dass die Nalur in diesein 
*u^eI an ihrmt all|;enieiiieu I*riii 5 !ii|)ien liiill ajs dl(* IMiysiker 
haUeit, 

nd nun \nr ful^ende?* lUIrfHfnt gesU‘||t : die fnissiofis- 
se 141*1101*1 dem ll«*la{i\itidHjiriny,i|»; s(dl sie uIho’ sonst aucdi 
lar muHH %iv iit^rgreifende Anderunj*eti in ilireni 

nfahivn, Die f nfitilttiitffisi/icortf^ die sonsl IxdVitaligcnnJ 
nul deni l*nn/ij* i^nnaelisl tiuvereinlutr. h'iir die (lescil/a* 
UtH idnnt iiieht nnr die Materie, soudern vnr alh’in der 
issgelieti«l» (lessen lievvegting cider Uulie inilwirkl. Will 
irit Kiidhiss iiiiHHrliatten, so ervvcdsen sieli liergreifende 
gen in deii llegrillen Zeil, llaiun and IJewegnug ids not™ 
Die«%ett leUtereii \\ eg isl Lnrent/, gegaiigeu, ftnanu’ Kill”* 
idlic h in ueseiillicdt u*rliefler I'^aHsung Mirdvovvski, der 
kint^ehalt sn jali enlris?»ftn W(irdt‘n ist. liin tins vcu'an- 
lein w elelir Aiidernngen ini Zctithegrin’e initig sind, wenu 
IlelalivilaN|$riiaij» in die I nidulalionstheorie (dnfiilireu 
ren wir/nrurk /4i unserer Flgnr. Wir denken uns in A 
vei llenlnteliler mit selir vollknimucnieu llhren verselien, 
i ; n lasst der ersle idn IdehlHignal Iinudileri, vvalireiul 
le frstsudll, tu iveleher Zeit er dieses Signal wahrniinniL 
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Nun ist zw'ar bekanntHch wohl m^iglich, an verschiedenen Punkten 
der Erde Uliren herzustellen, die genau Sclirilt halten mit der Urn- 
drehung der Erde um sicb selbsL und sornit denselben Gang haben, 
Damit sie aber aiich gleichzeitig dieselbe Stunde angeben, also 
synchron gehen, ist es notvvendig, die Diflerenz der geogipaphiscben 
Lange festzustellen. Viel genaiier erreicbt man das Ziel durch ein 
elektrisches Signal, welcbes, von dem elnen Beobachler abgegeben, 
sich mit Lichtgeschvvlndigkeitzum andern fortpIlaiizL. Wenn aber 
die Zeitim Punkte B durch dieses Miltel festgestellt ist, so ist es 
nichtmehr mdglich, die Liclugescbwindigkeit in der besprochenen 
Weise zii messen; je nach der Bevvegimg des Systems wird der Be- 
obachler B einfacb seine Uhr anders stellen, und urn den Einfluss 
der Bewegung vvahrzunehmen, muss der Beoljacbier iiber andere 
Mittel verfiigen, um die Gleiclizeitigkeu in verschiedenen Orten 
festzustellen. Durch geeignele Hypotbescn haben vvir ihm mm 
diese Mittel zu eiitzieheii. 

Dazii ist zunachst erforderlicli, dass alle Kriifte, aiich die Gravi- 
lationskraft, sich nach deinselben Geselz aiisbreiten vvie dasLiclit: 
so wird eine Kontrolle eines Signals durch ein anderartiges un- 
muglich. Nun kdnnte aber der Beobachler B sich nach A mit seiner 
Uhr begeben, den Gang seiner Ulir und ihren Synchronism us mit 
der Normalulir A vergleichen, sicli nach B zuriickbegeben und 
nun den Versuch ausfiihren. Jetzt wird sicli die Absolutbevvegung 
geltend inachen, wenn nicht der Gang ciner Uhr in einem bevvegtea 
System so von der Bewegung abbangt, dass der Synchronismus 
durch das Forttragen der Uhr gerade um den geeigneten Betrag 
sich andert und dass beim Riicktragen der Ulir in umgekehrtec 
Richtung bis A hlerder Synchronismus wieder bergestellt ist. Der 
Gang der Uliren, dnrch die wir die Zeit in beliebigen Orten defi- 
nieren, vermittelst der Normaliibr A, bangtalso von der Geschvvin- 
digkeit des Systems A B ab. Die so definierte Zeit ist iialiirlich 
ein diirchaus relati^er Begri(J\ Zwei Ereignisse an verschie- 
denen Orten kunnen nicht mehr scJilechthin als gleichzeitig be- 
zeiclmet werden, das hat gar keinen Sinn mebr. vSind sie gleich- 
zeitig fiir einen Beobachler, so sind sie es im allgemeinen nicht 
fiir einen zwei ten, der sich relativ zum ersten bewegt. Zvi>ei Zek- 
ten^ die fiir den ersten gleich sind, sind es nicht fiir den zweiieiu 
Und da die Geschwindigkeiten die Quotienten von Verschiebuogen 
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(lurch Zeitcii suiil, werdeu aucli die A:x{onui der Kinematik hin- 
ndli^^, das (icsriz dcs PardUvloij^raninis der Gcscliwlndigkeiten 
Ns ird ungiillig. W(‘uu eiu Ki‘u'U(‘lien Hadiuin nacli zvvei entgegen- 
gesel/Jeu Kiidilungeu l^leklroueu ^ou arioooo’^"' Geschvvlndigkeit 
aiisseiuhiU isl die reltuive ( iesi'hwludlgkeil dieser hdcd;.tronea 
iiicdil (dufaeh r)(K)(jnc)*'"\ sondc’rii tu'gihl si('h aus eiiier koiu[)lizier- 
U‘ti huruud gleich *A()tHUK)'^"‘ : die lUdalivgescdiwlndigkeil blelbt 
kledner als die Idditgesehvviudigkeil, wenn die absolutcii Geschwin- 
digktMten t!S wureu. 

Die bUyslk operierl sUUs luil dcm Greuzbegrlir des slai're/i Kor- 
/>(*rs, Imu sob'her wiirde jedc iMiivvlrkung instantan weitergeben. 
Das darf niehl sein. l)i(‘Sf*r GreuzbegrilV vvird also als soldier 
unyadiissig. 

Dodi an(‘h die Masav wird zu einem ganz rdaUveu BcgrilF. vSie 
buugL von der ( i(‘S(‘b\\ indigkdl ab, aber nidil von der Alisolul- 
g(*seh\sindigk(*il, \s\r in IViiheren d'hcorien, sondern von der rela- 
liven Gesdnviudigk(‘il in bezng auf deu Peobaahter. Zwel ver~ 
sc‘lued(ui bevvegte lUjobadiler vverden also deniseib(^n Korper zur 
sclbrri Z(*it niit pilciidtcf^i /budit verschirdene Massen zuscdireilien. 

Madil nuin nlle dit'se Vopaiisselzimgca, so ist es nun vvirklicli 
einem Beolnuditer ummiglidi gewonhui, eiuc gleicdifcirmlge Trans- 
lation seines Syslems ohne Zidiilfeuahme IVemder Sjslcine fesl- 
zustellen : das Ih‘inzi[) der llduliviliit isl erfullu Vor einigcn Jabr- 
zehnlen vvilrdeu alhu’dings soicbe Konsequenzou cnne Theorie als 
unannelunbur von vorne herein ansgeschlossen haben. A.l)er heiUe 
siiul die Maxwcdlsehen Gleicduingen der Kleklrizilatslchrc und 
Optlk so sehr zu Axiomen gevvorden, dass man ihnen ziemllch 
unbedenklitdi fast alh* andern Axioine dcu' Bhysik zu opfern bereil 
ihl, MevkiV(lrtlig(\^ SidiickstiL ccner Thcovie , von vvelcher zu 
I^ebzeilen ihres Ivudeckers fast niemaud elvvas wisseu wolUe. 

Die von Kinsleiu und Lorenlz gemachlen Hypolliesen lasscn 
sleh dahin zusarnriHudussen, dass lied einer gevvissen lineareu Sub- 
slilutlon den* Koordinalen und deryanl die (deicdiungen der iNaLar- 
erscheinungen ungeauderl blcnben : 

.r’ o- « r* -+« 5 -f- 

y f/gi ^ y “4- ^^33 ^ ^^3 V 

s' .is: flai .r “ H y «33 *3 -h (In ^ 

t' ^41 ^ ^ > 
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diese SubstitiitionsgleiclumiJcn eiiLhallen C) unabhangio-e Para- 
meter. 

Der Unterschied gegen friiher l)eslelit dariii, dass aucli t der 
Transformation unlervvoiden vvird. Das eigeiitlicbe fVesen dieser 
Transformation liat erst iVlinkowski erkannt. Es vvurde schon be- 
tont, dass in der gewr)hnlichen Vorstelluiig die Naturvorgange 
niclit davon abhangen, wle die vvirkenden Ktirper in ihrer Gesamt- 
heit gegen den Ran m orientiert sind, sondern nar davon, wie sie 
gegen einander liegen. Nebeii den drei Raumkoordinaten fiibrt 
nun Minkowski als vierte die in geeigneter Einheit gemessene ima- 
ginare Zeit ein. Die friilier geinachlen Hypothesen besagen nun 
einfach^ dass in diesein neiien, vierdiinensionaleu Raum betrachtet, 
die Natiirvorgange von der absoliiLen Orientation iinabhangig sind. 
Diese A-iissage ist natilrlicli wesentlicb be friedi gender als die 
Lorentz - Einsteinschen Hjpotheseii, die ilirerseits den Vorzng 
haben, den Einllnss auf unsere gewobnten Begriffe augenscbein- 
licher zu machen. Sie erleicbtert die malhemaiische Beliandlung 
spezieller Probleme sehr, icli muss mir aber versagen, auf den 
weiteren Aiifbau dieser Theorie hier einzugehen. 

. Wie verhalten sicli nun die Dinge, wenn wir an der klassischen 
Form des Relativitiitsprinzips feslhalten, und an der (Jniversalitit 
der Zeit und deinentsprechend die Einissionsliypotliese so umzu- 
gestalten sucben, dass sie die optisrdien Gcsetze riclitlg darstelU, 
ohne ihre Vorziige zn verlieren, die ja in der geometrischen Optik 
bekannt sind ? 

Ein solches UnLernehmen kdnnle znnaclist als aussicbtslos gel- 
ten, nachdem die Differentialgleichungen der Optik sich so gl^n- 
zend bewahrt haben. Es war der E lektronentheorie von Lorentz, 
vorbehalten, uns hier eine tiefere Einsiclit zu erulTnen. Lorentz 
zeigte, dass man die partiellen Differentialgleichungen seiner elek- 
trodynamischen und 0(3tischeu Theorie auch ersetzen kann durcli 
gewisse Krafte, die zwischen denElektronen der Lichtqiielle, denen 
des opliscben Apparates, endliidi denen der Retina vvirksam sind. 
Diese Krafte sind der Gravitationskraft nicht unahnlich, ujiter- 
scheiden sich aber von ihrzimachst dadiirch, dass sie nicht nurvoa 
der Lage, sondern auch von den Geschwindigkeiten und Akzelera- 
tionen der Teilchen abhangen. Diese VeralJgemeinerung hatte 
schon W. Weber in seinem beruhmten Grundgesetz der Elektro- 
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*lvii4iMik \ Ml '/AWitviiH i^i hit »lit* \\ irkung c‘iiu‘s Klok- 
UmU-- \ 4tU rui 4li»lrirH H i!ii \ u;^«*llhhrk t nit'hl, wit' l)i*i ddiu 
i ii4\ H dt’i Zti^taiul \tiii A luiiHs^t’heml, 

ru tin /u nitf i /fdl ilii' st»w<*it zunirk- 

lir-l, niir %UU \ lUi /, 4U^;;rhf*iult' \\“t*|l(‘ li gt'radt* 

iiH Mmuh'iiI i inlii . 

Mh’I- grnrl^l /IISKI* lr%l, 4ilr i ir^rliW itidi^kidlt'U tad’ll UUt'Utllifll 
kd*i8i. kMiiiM'ti uii sdirii'^M ; 4 iit ^hilt \uu t'ilirr nicdi rt»i1|dlfiuzc'ad(‘U 
rllt^ % mh rnsi’t luri^r^i'ldinidi'ilt’ii spn'c’InMi : dan 

drr \ 18 l%t tki-^Hfdhr til liiddril lAilltMl, Sidiia'^l* till* 
Mtlt'lir ill 4«|| flrlt \tliri luhl. lltii*^*^ tla^i Utld, V\ tdfll<*s w ir 

dni lhn,^“rss «|||#4 -a liirlM-tit lial li ShiH rilia in Zidl 

him! llaufti |o*i 8«tdi*i>rh*” \ rririltui- ruirn LjrhtNrklMrs Ml <frunde 
in wridrii n ir ^Mii«|ri Ik-trar liliUi^ t’litiT jH'ricMlisch 

% ir'i'lrs llrli iMirs^^lr all , -la d«'’l' ( IH^Ulild, wlt* tilt* \ I'T- 

Hsiriir »l*‘a larliidiiirk #r'j| 4 rii, dfr ■^lraldrudt*ti cilu' 

tirw ^ It" I'llirtll Ktiir[ifM\ liisst dit* 

Zw rrksH.i%’^r|,“kr|l d«^r \ f*r^lrlliuig ^rlinu dtntlliidl ZU 1 Irt'UaU 
I'jiir KaiiMiir . slit” ak^^rtr i wild, indiall riitrit HiM’k"^tddafi : rhctiso 
rui K«4[sri, sirr mini I airt’^ir %lfalil an . I lid i'tl diitdl 

umIiI milniiiisiriidn', % itji dn' zu •^urnchfii* wt*nii 

•iti li «lsr wiikhr'li urttfi* wif* ild» | .umilZhcdu^ 

Himtir will, %irli iiiii \ liatidtdl, hid tlnii dri* Alliar 

iti llulsr Idrtia iHtd kriitr rralr fkn^ a|$iiiiij vorlmudni i*il. 

Sir ahn ; hn iiiirndlirli klritmi C fr^ferhwiiidi^kidlni kittm 

Hild - \fliri • d«i|a li da^ Hild ■* Wt*rtltni, 

urnn %\tt HIM uii Ass^dnirk drr KralCr duri'h dit* laigfs ( it*!itdiw in-” 
tfigkrilrii , 4s*ii^l furiiN afidnil. Ala*r lliirli tiian i?%t tlirdtl rltt- 
iiisd Alafi kaiiis dir .sh%«diiSrii 1 fr%rhw titili^kritriu dir in drr 

latrrniz |-‘iiris«r| fur dir Kiaft** , und dir iti tlrr 

krifini Nitifi liaiirit* auf vrr^rliirdrnr VVrUrn 
disrtds trkiinr I nr-i^rdnundtuknl rr^rfumi, 

ftrlirii %%ti imn 4iil dm kali Arirr 4 «^r/* tdirr» wirti 

%irli zttar drr I iiU^iM'lurd drt kridni lir%rtzr ftir dir ldrttUiUH« 
lirriiiiii^ ^rliniti ntarlirii, l»ri riisf^r ||lidrfifMrndgrn TnifiJ^lation 
alit'r /ai t drr fMtu^^nn^llirMiir » Hid! tkiH ltrlattvilalHpr!nzi|) 

rrlidit #^i. kVriiri %%i Itrkaiinl, %ur riiikirli tlir KriiH^ioirihyjHdlirHr 
dtr rrkl^H : dirr ri»ri'lrgriihidl nlirr dir I utltdatinnH-* 
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llu**t|'l»‘ Ul st*r^«'r ttni^s^ iil li.il Ksii tiliv4l 4H’^4« us ilu li la^'t % 

Iu 4 irn. |-■’ulr Si.ilirir Ilr-Ii 4 '. r ti - I' I tin., 

44^^i|l4u 4rr i»4l'*l4«l4j.^; ^:r||aigr|| 

ktlllSI. 

\V 4 % IUS8I urilr4^* t 'i^ri^-ii^ 4ri |«'>*llsr ^r 

«iri' l 4 ijf'rull ’t%isi-’4i«*iil’^« i®«*ts Isririlll. liriisi r-% imh ^ 

uiM 4rn \ «srlril fur 4ir unmn. ih-nirf^ i iiirlii Mi 

^rriti^ 4n^<4ll4|;r|| 44lf, |\%«iskl -'%rl*r ri Iifti'rtrn4 . 44%^ l»ri tl«*« 
liaiullimi^ iri;rii4 {*i44»i«''iii% n* li ”iri% 4«’«-4 W t4rr-^*j«riirk 

•#4%l%rlirll ilH’itt'tll \ Mf ^IrililSi^rsi uiisl 4rM Itf^rl^rn 4ri iirssrti Kifit- 
ItUihk ^U‘liri4«l «l'.p kl. 

t^^t-rsirr iiiMrlsSr |rli rinr ^:;t r fiiwi- I# 4^4 l«irii*ii||^ 

ifrr \ «ir^«ait|^r lirr%««i iirlorii Hrli 41 lil^n %%ii lif'-uiuig |»r- 

Klt^klr^Uirfi , 8 ji 4 ?i Is 4 r 4 ii 11 ^- l-itri *1 4 I ^-|«s iiri^p ?i.s4llr ^i« j| 

llif «il«* Klllll, ^lif* «i4% M~iur 4S|I 4ift4«4*' 4U'»u|«l, rill \ S| III’ k 

t'r|4«4iril» kI*’*!' IHIf »tf"l rrjiillirii 1 . 4 -;r uu-l I tr |ft«% kril iils*. 

ilinl r% 1^1 Isii riiir t iiis-^’sl %?-4i li iiiiJ llr4:itrM^4r 

kf4U < iriilp! %«irii4lp|rsi. Ilrill ’« sp sirs t .‘^‘* 3 r®il4!%r lirii 

Mlrklr««l% jt4SII*k iliri ii4ll|^"«4s 4ir Ki 4 llr 4 !^ tip I 4 I -MUI 4sr| ||^!^l-,|lll’ 
l^r >%r liir Mulii^krsl, ^oilelrris 4ri I tr-^r Ipi upli^^kr ii m jtif 

dm ktlirr ‘ r% rlgslftl %«a |i iili 4il|^?«*4ls«r'8iir|| r^mr I ir^'lrp lilirsl i«|| 
tlllil ilr^rlis!! 4|i|rl* l^ri i^'lrp i»|’«iriuii|rt Ilrill rgsiii..^ . |lir%ti4l|r 
/4ir Fnlf^r, dk4% rill |^r^:rf| s||r‘ ftp 4rf 1 4 g*llig 

4i4|;rli4ii|^lri «4lui' m ^»444«"i»riii /4t%i.4ipiaf'' nitr iiiidrrr 

Ipsllr 4l‘i «PI n , l^n 4rr i'-lllkl4«tl|| 

rr rifirli /#! nliilirs' jp I Iri \ n %(iii Is ^riit ItPti- 
liii% iiiiif .N'lilslr 4ii%,^44iilit i %%Mr4rfi I Is r||ii«iju4% r^n^tsrrl ®is«iil, 
lilsil iilirli ttl«'lsi 4ar 1 1| iisilirliir 4f4' 4sr- iliii liss^r- 

M»!ffm, flir l.iairul# l«r llrl-iilsiil^il^llirprir 

firltl lisiis liirlsl 4sr ! l8%%%iii«ir|rir 4ri mi 4|8s iiss^'Iih iirw |■■prslfri 

MV kui«*|ir||%tri I %|9^ 4tsr«:|i j|li4«'tr 1 1« luiiir li ir n 4r | %f«4r||ip' 

kirkraifN" Ulpi ^rliniilMfr I j4i,ill4rf iijs^^rsi 4«*s iv**^l|#rr ., 1 Isi^* 

wdlsr ficSipl »%|«|| -’4# }|P8| I»rs 4rr \l| 4«f'' Firlilri dsr 

rrluf'^lr rlr, 4ii%% ?il riitnii Lr %|riti 4ir \ as riluisg 
r|p% l4«4ilr% iiiitsrlrs^* li li g«4ir', »sr ill nnms ?iiiisr« r girii* 

%% 4 ltrrf|f| g»’%%Hlillh 8 III’ I sif'i I .« Isl:j|si%l«rr ilmisi, ritsr | li%- 

ftVIllliU'irtr . Ilir EisiH%i«i||tlil I«p|lirtr krhl liuii 4 ir fls^’ 

»Vitiiiirlr$r ilr% I '#riill«l|^,r^rl#?"%ril«l 4 i''li nui, « 4 liiri «4 4 ir 


i 


i\ tirriK. 


a" 4 HI * *i|r 


! h‘»%U4Mi!«rlru* 4t*H Zritlu*»^rineH 


"n; 

kom- 


s'ti!'4ri8i 4rr aus d^r 

ii, 4sr ##f i$/i aiiC rl«*kti'Ut“lit* Rriiftr yain’it'k- 

4i 4 #.rt-j4 III 4ri \\ ri%9\ 4-4“*^ ttir* f »ra\ itatiunnkouHtantf* 

-4 rirktuirlrrii iiii4 iii» 4?f*ki-i!4rrn Kon^laiitru ahleiicH. 

lir^linillirMi sr ^Irlll %||:|| l«rk4llll flir h jinlrs \ttini V(JI‘ uls 

:4im nuA iir'^4ii%ri8 1 .*ti|im|(r»n, din't*ti Suiuriu* 

. liil \ Ift^llrfi #4%4r 7aUltlfn* utul 

III . 4i** * ti -n ii»ili«.*ii s-n rrkksrini, iiiilrm luumlutiau, 
tisrlsHSi;^^ ^ru$r%rlMlri 1 .4fehui|^ ilir AllHtim^UUg gU’l- 

riiirti -^rttu^rn llriii lilrit uUi^r^lr igt‘, Uf»riit*ll)a 
;"s '’4 4riiilis ii^^rrsiig, iisiinlirli rtua tli*r tt> ^®**^*r«*il* 

I y%ii 1st 4fr» luii' rili alltlrrtT Vtl?itlrU(‘k 

ns I 4t 43 isr SI 1 5ft 4111* I #s 4% int turht 

■IrslIrJIf 4|l4ril^ \||4rl^ SIS lls’l' f4tli%%iimHllVp(»lht*!l«, 

."iiiuiiiirii Ar^ rilVnilrni tyisnlic’lt^ thiHH 

ri I 445 siiv4.::«"ii -i'ls Ii III |lr%%r|;inig t^rliliilrii* ss\v 

is#l riliri l«r II V <..1 ilrliiiii}; cn lun *» hilln-n, ilaHj* 

|B.i«U4ris J ■jhImi*«»h iml }{it*’»n‘i l»r'>r!i«iiiiligkc!it 

It. I all"- i f ?» Inmi lt^kril irt *lir««"li»*' Itir »lll«'. sn 

ir \(».nn »«« iairii «wi»r kriisi” ll■'•H!lit^rl•nllr I'lektnwlnli 

ri ^rl.rli, M..|il 4«ri i Mi." , it'llt tHiyuHtlltu hl-. All«!f- 

U %%ti ri III \,Vukl»ilk« il IIMMM f Mill Kl'llirril *11 Util, lli« 

I’MdinUrfi. Hint «lns lUifiitiniiiiirliMin 
li» s» lU» ia‘nis« n rmiipliimni ; r% muii tUw Mttlel 

islni It! 'Ix-i I mtriii * « I m'm nitli Null; 

ViikHUy; PH»« I rlrfcitm III II Krall tiuf fin*’ l.tt>Iu»»g Ul 

, .1,1.. Hr«.„«»IIS I'fl'l 

I-I, ii,i IIiH. I i,. » 4.1-1 t»ir 

I iiJ 4.« tli-r 

„.l .1,1 til 4.1 \ iH«« «!f»^ Itf.riiwifuliKkpil uui. 

,rs*t. Sl S4*i.«". i.. H. h .Ulipr fliif i« thriif Wir- 

l&l krjssr n‘ K|4||. 

|,„i. hr Il4»lf 4lf»*’U.fU flfklni- 

ri. K» »n> -isiiaii 4«*- I itil.ilinitiK *'**”*'* 

n II, air,,. V.ii>4«,i.k 4.* Kr.4t <l«rf;«-*lflll. und 

lilfl^;! 4'«'t r-|i?;.r8» lfr%¥ li« fitter Kraft 
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nicht einfach um. Es fragt sich also, ob wir in deni atlgemeinen 
Ausdruck der Krafts die zvvei Elektronen auf einander ausiiben, 
iai der Emissionstheorie nicliL solclie Glieder einfiihren. kdnnen, 
oline mil der Erfahrnng in K.onniktzu kommen, die von derRelaliv- 
geschvvindigkeit abhangen und bei der MiLLelvvertbildung niclit 
Null ergeben. Dem ist vvirklicli zo, z. B. sind Glieder moglichj 
die der Relalivgeschwindigkeit ziir vierten Poienz direkt propor- 
tional sind, dem Quadrat der Entfernung uingekehrl; und die 
Kraft liegt in der VerbindungsJinie. Der Mittelwert ist von Null 
verschieden; da diese Glieder vierter Ordining sind, ergeben sie, 
wie es ja sein muss, eine verJialtnismassig ausserordentlich kleine 
Kraft. Der Koeffizient Jiangt ab von der Anzahl rotierender La- 
dun gen und den Quadraten dieser universell gedachten Rotations- 
geschwindigkeiteQ. Es genilgt, in jedeni Atom die Anzahl der 
votierenden Ladungen propoi^tional der Masse um 

das Gravitationsgesetz zu erlialten und den Wert der Gravilations- 
konstante, ausgedriickt durch clektrische und molekulare Kon- 
stanten. 

Damit ware die Gravitationsenergie auf elektrische Energie 
zurdckgefiihrt; gleiches gilt schon von der kinetischen (durck den 
Begrifi der elektromagnetischen Masse) und den andern Energie- 
formen. So eroffnet sick uns dieHoflnung, dass die Nalurvorgange 
dem Postulat Einheit der Energie geniigen, einPostulat, das 
in der wokl zu speziellen Form^ dass alle Energie kinetiscke sein 
miisse , von Lord Kelvin, Heinr. Hertz und andern aufgestellt 
worden ist. Gleichzeitig diirfen wir erwarten, dass die Verteilung 
und Bevvegung der Energie im Raume bei der Beschreibung der 
Naturvorgange ein besonders einfaches Element sein vsdrd. 
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Nun ist aber aus y=N 187 S 6 A.-*E., und die 

Linie ^ — N finde ich in Lymans extremen ullravioletten 

SpektrLiin. Man solUe also in WassersLoffrbhren die Linie 18706 
and eifiige sc lav dc here im Ultrarot ervvarten. [sL H in Ihreu 
Rohren vorhanden? 

2" Dieselbe Hypo these kann man auch maclien, ausgehend von 
einer der zvvei ersCen Nehenserien von Helium^ deren Formel ist 

Y = N [7 ! — - — — ^1 (e, a beide kleiu). 

\ [(2-He) 2 (/H-a)2j ^ 

Dann ware 18700 eine Yle-Linie^ deren exakte Bereclmung ich 
Ihnen erst von Gottingen aus mitteilen kann, da mir meine Notizen 
hier fehlen. 


Lettre a F. Paschen. 

Gottingen, i/j. Juni 1908. 

Sie kiinnen sichdenken, dass micli das Ergebnis bei Wasserstoff 
vvieder sehr gefreut hat. Die Dififerenz zwischen Beobacbtung und 
Rechnung liegt hier, wie bei den He-Linien daran, dass ich bei der 
ersten Berechnung durchaus nicht erwartete, dass Sie eine so hohe 
Genauigkeit erreichen wiirden, und demnach mit funfstelligen 
Logarithmen und ohne Beriicksichtigung der Luftrefraktion ope- 
rierte. Die genaue Zahl, die sich aus der Vakuiimformel 

i =, 09670, 

ergibt, ist in Luft y = 1 8 70 1 , 7 , was mit Ihrer Angabe 18751 ±2 
vorzuglich dbereinstimmt. Die niichste Linie der Serie 

'09670,0 A) 

ware X = 1281 8, 5 , die Sie vielleicht noch finclen kdnnen, wenn 
sie auch schwacher sein wird als die erste Linie (*). 


(‘) Cette raie a aussi eL^ Lrouvee par Paschen {Afin. d.Phys.^ t. XXVII, 1908, 
p. 566) avec "X = 12817,6. 
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Sodann liabe ich meinen Formeln fur das SauerstoIFspeklrum 
die erslen infraroLen Glleder der Serien exlrapoliert. Icli finde : 


Triplets. 

/ii3o2,6 (starkste Linie) 
Ziveite Nehenserie m = 2,5 X = J 1 1298,2 

f 1 1295,3, 

beobachlet haben Sie 1 1280 ±1145 die Difierenz mag sovvohl der 
Formel als der Boobaclitung zuzuschreiben sein. 

[9267,0 (sLiirkste Linie) 

Erste Nehenserie m = 3 X = < 9264 ,0 

I 9262 ,0. 


Dublets ( Starke Komponente). 


Zweite Nehenserie 


I n = 2,5 
I /I = 1,5 


X = 1 3 J 84 
X = 843 o. 


Letzlere Linie, gleichzeitig Grundiinie der Hauptserie, ist unzwei- 
felbaft Ihr 8446 ?o; bei so weiler Extrapolation, da schon = 2, 5 
nicht beobaclitet ist, ist ein Febler von 16 A.-E. gering; durch 
passende Anderung der Konstanten konnte man ihn zum Ver- 
schwinden bringen, ohne den Anschluss der beobacbteten Glieder 
zu verschleclitern in merklichem Maasse. 

Erste Nehenserie n = 3 X == 1 1 457. 

Ich denke, diese Liniet) vverden sich wohl alle nachweisen lassen. 
Erst nach diesem Nachweis konnte ich die neuen Serien aus mei- 
nem Kombinationsprinzip biiden. 

. . . Als ich in Tubingen war, batten Sie eine WasserstoITrdhre fiir 
Kanalstrahlen-Untersucliungen in Betrieb. . .. Ichinochte Ilmen ein 
Problem vorlegen, welches fiir die Frage nach dem Relativitats- 
prinzip, und somit fiir die ganze Elekti'odynamik, von grosster 
Bedeutung ist. Nach der Lorentz-Einsteinschen Relativitatstheorie 
muss namlich die Wellenlange, die ein bewegtes Atom aussendet, 
nicht nur in der Richtung der Bewegung nach dem Dopplerschen 
Prinzip sich verandern, sondern auch bei Beobachtungsenkrechlzur 
Richtung der Geschwindigkeit t^muss sich eine Verschiebung nach 
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Rot im Betrag”^^^ X (c=: Llclitgeschwincligkeit) ergeben( < ). Bel 

und = 1000 km/sec ware dies 0,02 A. -E. etwa. Bel Beobach- 
tung von Ranalstrahlen wiirde man eine scheinbare Verschiebung 
der Linie um weniger als 0,02 A.~E. beobachteii, da nalurlich 
stehende and bewegte Intensitat nicht zii trennen waren. Bel fei- 
nenLinien, undwennman das normale und das verschobene Spek- 
Irum auf derselben Platte bat, Hesse sicli diese Verschiebimg auch 
obne grosses Gitter nachweisen. Ware es niclit mdglich za maclien, 
dass man die Frage nach der Existenz dieses Effektes init Sicher- 
heit beantworten kdnnte? Wenn der Efl'ekt besteht, ist es aus mlt 
unserer universellen Zeit, mit dem Parallelogramm derGeschwin- 
digkeiten und der ganzen Kinemalik. Ich liofFe, der ElVekt besteht 
nicht, das ware vie I schoner. Da es sich aber um ein wirkliches 
Experimenticm crucis handelt, und Sie vielleiclit, trotz der grossen 
Schwierigkeit, ein Mittel findeii werden die Sache zu realisieren, 
wolUe ich sie Ilmen doch mitteilen. . . . 


Leltre a F. Paschen. 

GoUing^en, 16. Juli 1908. 

... Ich hoffe, mit Hilfe Ihrer vvertvollen Untersuchungen auch 
wirklich noch weiter zii kommen. Vorerst muss ich Ihnen beichten, 
dass meine Sauerstoll'rechnung, die ich nur einmal, nicht, wie sonst, 
mehrmals gemacht habe, einen Fehler enthalt, und zwar bei der 
Linie 11407. Diese ist falsch, da ich die Zasatzgrdsse meiner 
Formel, die bei Haupt- und zvveiter Nebenserie slets positiv ist, in 
der Zerstreuung auch hier, bei der ersten Nebenserie, addierte, 
wo ich batte subtrahieren sollen. Der rlchtige Wert, der sich an- 
genahert auch aus Ihrer und Herrn Runges Formel ergibt, ist 
1 1 260 (-), und ich zweifle nicht, dass dies 1 1 287 sein sollte ; dieser 
Fehler ist gaiiz normal, der andere war anm()glich. 11294 und 
i I 3 oo halte ich fiir das Triplett. Betreffend He sind ja allerdings 
die Grenzen unsicher ; ich glauhe aber, dass die erste Nebenserie 


(^) Einstein, Ann. d. Phys., t. XXIII, 190^, p. 197. 

(’) Das Triplett 9260 der erstea Nebenserie liatte icli schon friiher bcrechnel, 
das ist richtig. 
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nur eine Greuze > 291222, 8 zulasst, so dass 29219,69 mir ausge- 
schlossen scheint. ViellelcliL ist auch meiiie Formel (m, — ^2, 

TCi — Tto) nichl so ganz genau, es kcinnle sich docii die Unsicherlielt 
der Serienformel in der Stelle beinerkbar machen, und ich 
glaube, man muss die Frage offen lassen zunaclist vind zufrieden 
sein, dass es so scliun klappt. 

Lettre d F. Paschen. 


Gottingen (non dal^e). 

. . . Ich wollte vvissen, ob das Schema konstante DifTerenzen, das 
Rydberg seinerzeil fiir das rote Argonspektrum aufgesLellt hatte, 
auch einige Ihrer I^inlen umfasst. Dies ist wirklich so : es treten 
die charakteristischen Differenzen bei X = 8522,85 ; 9128,6; 
9608,90 auf, und vvenn man nochlhre und Runges Messungen im 
Rot dazunimmt, noch bei einer ganzeii Anzahl anderer Linien. 
Das Rydbergsche Schema hat so genau die Form, die nach dem 
Kombinationsprinzip zu erwarten ist, dass mich dieses Spektrum 
hesoiiders interessiert. Es ware gut, die den Heliuinserien ent- 
sprechenden Argonserien zu linden. Es iniissten Doppellinien mit 
dem Abstand etwa 100 dabei sein (die Wellenzahlen in 5 Stellen). 
Ich finde eine sehr haufig auftretende Difl'erenz 110,6, die Ihr Paar 
i 35 o 5 , 6 ; 13719,9 zeigt. Ob das ein Paar der Serien ist? 
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foumis par des srdides de revolution charges dMlectricite a leiir 
surface et animes d’un mouvenient rapide de rotation autour de 
ieur axe. 11 s’etait rendu coniple, en particulier, que pour des 
solides de revolution quelconques on peut trouverune distribution 
superficielle d’electricite qiii les rend equivalents a des systemes de 
deux pules magrietiques situes sur Taxe. Lorsque les poles magne- 
tiques se rapprociient de la surface, la densite electrique augmente 
indefiniment dans Ieur voisinage, et les surfaces portanl Telectricite 
deviennent pratiquement equivalentes a des charges ponctuelles. 
Ces solides soul alternativeinent positifs et negatifs et doues de 
rotation de sens contraire. lls sont fixes les uns aux autres, en 
chaine lineaire, par Ieur attraction electrostatique. II avail pense 
que les batonnets non aiagnetiques, exiges eux aussi par la iheorie 
des spectres en series, pourraieiit etre des corps electrises de nu^me 
espece mais depourvus de rotation, puis, faisant un pas de plus, 
que I'electron vibrant et le pole tdectrique libre a fextr^mite de la 
file des batonnets sont une seule el ineme chose. 

Supposoiis que, suppriinant les batonnets non magnetiques, on 
considere une file de batonnets magnetiques. On peut admettre 
que, lorsqu’elle est soumise a une tension a-, elle possede la pro-* 
priete de prendre des mouvements vibratoires analogues a ceux 
d’line corde ou pluLdt d une chaine. 

II regne le long de cette corde un champ magnetique H dirige 
dans le sens de la longueur, et elle porte des charges electriques 
equidistantes. Supposons que ces charges exdcutent des vibrations 
circulaires autour de faxe sous Tinfluence combinee de la tension 
a- et dll champ H. (Les notes de Ritz sontmuettes sur la raison pour 
laquelle faction du champ siir les charges positives et negatives 
voisines ne se neutralisent pas. On peut peut-^tre invoquer a cet 
effet Line ditlerence de configuration des charges positives el nega- 
tives, que fon est dispose a admettre par ailleurs. Les unes, occu- 
pant un espace plus etendu, seraient, par exemplc, partiellement 
en dehors du champ.) 

L’etat vibratoire est alors decrit par 


(0 


!== 


. , mrx 

A sin 

a 


sinv^, 


Asia 


m-Tzx 


a 


COSV^, 
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SUR LES 

SPECTRES DE BANDES, 

d’apres c|uelques notes manuscrites de Ritz et une conversation. 
Par Pierre Weiss. 


PREMIERE P ARTIE. — MEGAN tSME I)’ EMISSION DES SPl-.CTRES 
DE 13 AN DES. 


Dans le M^moire ( ^ ) ou Ritz etudle uii inecanisme eleclromagn^" 
tique simple emettant les spectres en. scries, il (lit {OEcwres^ 

P- 

« Auf Bandenspeklren slnd diese Tlieorien nicliL anwendbar. 
Ich mdclite micli in dieser Hinsicht auf die Bemerkung bescbran- 
ken, dass man sie vielleicht geschlosscncn Rxiigen oder Polygonen, 
aus den betrachteten Elemeiitarmagneten besteliend, zuschreiben 
kdnnte, in der Annahme, dass solclve Gebilde eiiie vviclitige Roile 
im Bane des Atoms spielen, und dass sie diircli die licliterregenden 
elektrischen oder chemischen Prozesse erst gcsprengt werden 
mlissen, bevor ein Serienspektrum zustande kommen kann. » 

II a ete trouve dans les papiers laisses par Ritz, sur ime petite 
feuilie portant quelques equations et quelques mots de texte, une 
dbauche de tlidorle de ce mdcanisme d’emission des spectres de 
bandes que je vais essayer d’expliciter, 

Rappelons que Porgane d’^mission des spectres en sdries, ima« 
gine d’abordcomme des batonnets magndtiqaes etnonmagm^tiques, 
juxtaposes en ligne droite, peut etre realise de diverses fagons. 
Ritz se repr^sentait volontiers (-) les batonnets magnetiques comme 


(^) Magnethche Atomf elder und Serienspektren {QEuvres, VII, p. 98). 
(“) Loc. cit.\ Qiuvresy p. 108. 
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(liverses selon que I on se trouve aux extr^mites ou au milieu. 
Done anneau circuiaire. » 

V croiL avec m, la bande a done la t^te du cdte du rouge. Pour 
obtenir des valeurs de v decroissantes, il faiit supposer a- negatif. 
L'anneau, au lieu d’etre tendu, est comprim^ dans la direction de 
la Peripherie. 

L’ecartement entre deux raies consecutives est donne, a partir de 
la formule eoinplete ( f), par 




ch Vo TYlk- 


II croit plus lentement que la loi de Deslandres Pindique, et cela 
est conforine a Texperience. Mais Tecart ne cesse pas de croitre. 
La formule ne donne done pas le maximum d’^cartement des expe- 
riences de Kayser et Runge (’) sur le spectre du cyanogene (-). 

Sur une autre feuille de notes de Ritz se trouve la trace de nom- 
breuses tentatives pour trouver la meilleure formule empirique a 
trois constantes representant ces experiences de Rayser et Runge. 
Cette feuille parait etre antcrieure a ses id^es sur I’origine electro- 
magnetique des spectres et n’est done qu’indireclement en rapport 
avec ce qui precede. 11 essaye nolamment 

V = a -1- bm- s / 1 4- cfYi^ 

et les trois premiers termes de son developpement 

V = a -h hm- 4- c/n® 


et trouve que le terme en varie trop rapidement. II essaye 


et 


v2 = a -f- emS 

V = a -T- cm^. 


II trouve celte derniere formule preferable aux autres et note k ce 


(*) Kayser et HuxtiE, JVied, Ann.j r. XXXVIII, 1889, P- So* 

(^) La m6me feuille de Notes porte encore I’indicalion suivante, qui se rapporte 
a une autre solution possible du probleme, clans iaquelle n^intcrvieat pas la ten- 
sion a? : a Outre le champ magnetique constant quhl produit dans toote sa lon- 
gueur, un anneau peut ^Lre soumis encore k des champs magndtiques ext^rieurs, 
variables de point en point, faibles par rapport au premier. » 
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oil a est la distance entre deuxnoeiids consecutifs pour la vibration 
fondamentale et v : 27 t la frequence. Les equations du inouvement 
d’un element de corde dx^ de masse ]^dx^ et de charge ^dx con- 
tiendront le terme d’inertie et les forces provenant du champ 
magn^tique et de la tension de la corde : 


(•i) 


d-y rx K 

M. -H eH — — a2 — ^ = o, 


dt~ 




dt 


dx^ 


■ o, 


d’ou, en substituant ( i ), deux fois la ineme equation : 

m - 

(3) -^a^=o, 


dans laquelle H pent aussi ^tre remplace par — H, done 


C4) 


V 


— ± — l/tH- 
2fJ!. 2[J!.\/ 


Les solutions correspondant aux deux signes aux deux 

signes — sont seules acceptables. En posant 

_ rc, 


nombre qui est petit quand la tension de la corde a un role sabor- 
donn^ par rapport au champ, on a 


( 5 ) 



m2 A 2 


4 


/n'‘ 

iG 



Pour tn =z 0 , on retrouve la frequence d’une charge d^crivant un 
cercle dans le champ H. Si Ton s’arrete au deuxieme terme, on a 

la loi de Deslandres avec Vo= — pour la tele de la bande. Si Ton 

conserve Je troisieme terme, v croit moins vite, comine le veut 
^experience dans certaines bandes a raies nombreuses. 

Ritz est amen^ ici a choisir entre une file rectiligne et un anneau 
ferm<^. 11 donne la preference a ce dernier dans les terines suivants : 
<c S’il y a deux extremites, les lignes devraient ^tre d’abord simples 
{m= I, 2, ...), puis a m grand correspondront des vibrations 
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Les Tableaux tie nombres troiives dans ses notes montrenl que 
celte conviction se rattacbe aussi a Tctude des bandes du cyano^ene 
observees d’abord par Rayser et Runge (‘ ), puis par JungbUith (') 
et doiit les tetes sent a 3883,56; 3871 , 53 ; 386 1 , 85 et 3854,85 A. 

Voici en qiielques mots Tetat de la question: King (*)ayanl 
decouvert de noiivelles tetes dirigees dn cote des petites longueurs 
d’ondes, a cm pouvoir les coiisiderer comme les queues correspond 
dant aux tetes anciennement connues et les a associees en faisant 
chevaucher Jes bandes les unes sur les autres. Comme preuve de 
cetle coordination, il donne des relalions numeriques enlre les 
longueurs d’ondes des tetes et des queues. Elies sont contenues 
dans le Tableau suivant ; 



Qn 

•L 


Q, 

Qn 

3 3 (jo ,52 

3 * 203,8 \ 

I , 12069 

3883 ,60 

341 ) 5,139 

I , I *2 059 

3585,99 

3 180 , 58 

( , 1*2746 

3871,59 

3433,17 

1,1*2770 

3584 j *0 

3 1 60 , 3*2 

1, t'5409 

386 1,91 

3405,04 

1 , 134*7 


La valeur demonstrative de ce Tableau me parait faible. D'apres 
la loi de Deslandres, qui est applicable aux t^tes de bandes d’une 
s^rie, comme aux raies d une bande, les distances enlre les t^tes 
successives, mesurees a Fecbelle des frequences, forment une pro- 
gression arithmelique. Supposons que Ton associe deux series de 
bandes tournees en sens contraire et ob^lssant Tune et I’autre a 
cette loi, mais entitlement independantes quant a leur origine. 
Si les raisons des deux progressions sont voisines, comme cela 
arrive frequeminent (^), les distances entre les t^tes et les queues 
formeront elles aussi une progression arithmelique et cela poiirra 
se produire suivant que les raisons seront de m^me signe ou de 
signe contraire, quand on se deplace a partir des premieres bandes 
dans le inline sens ou en sens contraire (Criterlum de dependance 
invoque par Jungbluth). II en sera m^me ainsi quelles que soieat 
les deux premieres bandes que Ton associe et que I’on se deplace 
a partir de celle-ci dans le meme sens ou en sens contraire. 


(^) Kaysek et Runge, Wied, Aan.y l. XXWIII, 1889, p. 80. 

(') Jungbluth, Regularities in the Structure of the third Cyanogen Band 
{Astroph. Journal^ L. XX, 190^1, p. 237). 

( 3 ) King, Astroph, Journal,, t. XIV, 1901, p. 323 . 

{^) Voit\ par exernple, Fabry, J, de Phys., serie, t. IV, igoa, p. 245. 
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propos que « d partir de la f6o^ rate les fonctions v = f{ni) et 
se coniportent dearie nianiere non reguliere Nous 
aliens reveiiir sur ce point. II essaye encore 

i 4- a m- ^ 

I’eiTeur est un pen plus grande que ci-dessus. 

Dans une conversation, Ritz avait enonce line idee qui rattache 
ce qu’il appelle te caractere non regiilier de la fonction v pour 
les raies d^ordre eleve au mecanisme d’emission. 11 s’(^tait exprim^ 
a peu pres de la maniere suivante : 

On possede dans certaines bandes des nombres de raies considd- 
rables dont la position est determinee avec exactitude, mais quelle 
que soil la loi empirique avec laquelle on cherclie a reprdsenter la 
distribution des raies dans ces bandes, il arrive un moment oil, 
pour un numero d’ordre eleve des raies, cette loi est en ddfaut. 
Si Ton a recours a une representation graphique, la courbe tourne 
court avec une brusquerie que les formules habituelles ne rendent 
pas. 

Imaginons que la partie de I’atome, dont les vibrations dmettent 
des spectres de bandes, ait une structure analogue k celle d'une 
chaine composee de maillons de longueur determiiide. On congoit 
alors tres bien que ies vibrations se produisent pour la plus grande 
partie du pbenomene, comme si la chaine avait une structure con- 
tinue, tandis que, pour des longueurs d’ondes voisines de la lon- 
gueur du maillon (ou de certaines valeurs particulieres en relation 
avec eUe),les nombres de vibrations sontinflueneds par la grandeur 
finie de I’dldment. 

DEUXIEME PARTIE. — STRUCTURE DES BANDES. 

A la question qui lui avait ete adressee : N’est-il pas dtabli que 
les bandes ont quelquefois deux iStes^ Tune du cdte des grandes 
longueurs d’ondes, I’autre du c6te des petites? [hypothese de 
Thiele (‘)], Ritz avait repondu sans commentaires : « Cette idde 
n’est pas soutenable. » 


(’) Thiele, Aslroph. Journal^ 1 . VI, 1897, P* 
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La coordination des teles et des queues de Jungbluth esl done 
formelleinent en contradiction avec celle de King. En outre, chez 
Jungbluth les Landes completes de King chevauchant i) les 
unes sur les autres, sont remplacees par des bandes s’emboitant 
2 ) les unes dans les autres. 

Fig. I. 

Jungbluth, qui siguale expressement cette circonstance, ne craint 
pas d’ajouter (jue, rapprochee des relations numeriques de King, 
elle apporte aux idees de ce dernier une nouvelle confirmation. 

Pour rechercher quelle est exactemenl la porlee des experiences 

Fig. a. 

de Jungbluth, j ai marque dans le dessin (Jig- 3) les points obser- 
ves. La partie experiinentale, representee en traits pleins, se ter- 
mine, pour les quatre bandes, en^^, 6, c, d. Pour deux des bandes, 



en b et en c/, elle s’ecarte de la partie extrapolee par Jungbluth, 
representee en pointille, par une plus grande courbure, serablant 
donner raison a Pidee de Ritz, et rendant impossible Pattribution 
des queues faites par Jungbluth. 

Mais si Pon compare les experiences de Jungbluth a celle de 
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En premiere approximation, le quotient des frequences variera, 
lui aussi, en progression arithmetique. C’est ce que trouve King. 
En egard a la grande similitude des series de bandes successives, 
on ne saurait attribuer une portee quelconque a ce que ce quotient 
passe deuxfois approximativement par les m^ines trois valeurs. 

Get argument paraitneanmoins avoir pese d’un assez grand poids 
dans la conviction de Kayser ( ’), qui considere comme certain que 
King ait trouve les queues correspondant aux tetes et que par 
suite riiypoiliese de Thiele soit exacte. 

Jungbluth se propose de contr6ler cette liypothese en faisant de 
nouvelles mesures sur une partie des bandes ancienneinentconnues. 
Pour les discLiter, il porte en abscisses (-) les longueurs d’ondes et 
en ordonnees la difference des longueurs d’ondes de deux raies 
consecutives, Les courbes qu’il obtientainsi j)Ourquatre des bandes 
du cyanogene partent de leurs l^tes T|, To, T^, avec une allure 
approximativement parabollque, qui correspond a la loi 

V = A H- ( B /i -|- G ) “ 


(v = frec[uencej n = nombre entier) de DeslaiuJres 5 nials pour les 
raies de iiumeros d’ordre eleves la courbe est nettenient au-dessous 
de la parabole etl’dcart enire les raies consecutives passe inline par 
un maximum. Ces courbes experimentales sont continuees en poin- 
tille et semblent aboutir naturellement, dans le dessiii original de 
Jungbluth, pour les trois dernieres bandes a des queues Qo, Q3, Q4 
indiqudes par King. Pour la premiere, une tete de King faisant 
d^faut dans la region ou Jungbluth Taitend, il continue la courbe 
par continuity, et dytermine ainsi la position de la queue Qi, dans 
une rygionou elle est inobservable par suite de la presence d’une 
bande intense. 

Laissant celle-ci de coty, nous avons : 


T^Les d'aprds 
Jungblu th. 

T2 . . . . 3871 , 53 

T3.... 38 Gi ,85 

T,,.... 3854,85 


Tdtes d’apres 
King. 

4 ^^■•^,93 
4 T 58 , 22 

4 165,54 


Queues supposees. 
Q2 . . . . 3 Go 3 5 j 2 
Q3.... 3028,98 

Qv ^ 3658,27 


(^) Kayser, Handbuch der Spektrosk., t. II, p. 4S7. 

(^) La figure donn^e plus loin est celle de Jungbluth, I’edessince en remontant 
aux. Tableaux de nombres contenus dans son travail. 
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imporlant, la progression arithmetique, signalee par Jungblulh^ 
(ies ecartemenls maxima des raies des qualre bandes ( 2,23 ; 2 , 00 ; 
1,-5; 1,5 A.). Ce fait conserve sa valeur independammenl de luule 
hypolhese sur I’existence d'ane seule ou de deux tcHes. 

On pent done conciure de la maniere suivante : L'hjpothese de 
Thiele est appujee par : 

i" L'existence des tetes dirigees dans les deux sens ; 

2 “ L'existence d\m niaximum dans Tecartement des raies. 

Mais la dcmionslration de cette hypothese n’a pu ^Ire conlinuee 
jusqu'a present, ni par la possibilite de coordonner sans equivoque 
les tetes et les queues, ni par la poursuite de la decroissance de la 
distance des raies dans un intervalle assez etendu au dela du maxi- 
mum. L’ecartement des raies dans le voisinage de la queue 36o3 
j contredit formellement. 

L^idee de Ritz n’est pas en contradiction avec les faits, Mais les 
indications en sa faveur, qui restent dans les qualre bandes du 
cyanogene, sont un peu diminuees apres suppression de la partie 
fautive 6' 6 de Jungbluth. 

II y aurait grand inter^t a faire de nouvelles determinations sur 
des bandes composees d’un grand nombre de raies et, peut-^tre, 
a la reprise de la discussion des donnees deja connues. 


FIN, 
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Kayser et Range, la concordance qui esl bonne jasc[u’en cesse. 
On se rend compte facilement qiie Jungbluth a, en V ^ passe par 
inadvertance a des raies d’une bande voisine placee par rapport k 
celles de la bande suivie jiisque-Ia a pen pres comme les traits 
d’un vernier par rapport aceux: de reclielle principale. D’ailleurs, 
Jungbluth SLipprime dans son graphique la portion b. En defini- 
tive, sur les quatre bandes, la correlation enlre Jes l^tes et les 
queues est admissible a la rigiieur pour deux d’entre elles (To — Qo; 
T3-Q3). 

L’idee deRitz sur la nature non regiiliere de la fonction pour les 
raies d’ordre eleve, qui repose sur la brusquerie du coude en a 
done en parlie comme orlgine ime erreur de Jungbluth. 

11 semhle qu’a la suite clu travail de Jungbluth, la conviction 
que rhypolliese de Thiele est exacte se soil generalisee. En igoS, 
A. Hagenhach (*) rexprime clans line inonographie sur les 
spectres de bandes. On n’a pas remarque cju’en reality les con- 
clusions de Jungblutli a la fin de son travail sent heaucoup moiiis 
alfirmatives que ses courbes. 

On trouve encore dans les Notes de bitz Vindication suivante : 

{( Les queues de King, en particulier a 36o3, sont impossibles, 
parce qu’elles sont composees de raies relativemeiit intenses avec 
des differences presque constarites ^ tandis que les difTerences 
devraient croUre tres rapidement comme a la tete de la bande. )> 

Cette remarque est tres probablement suggeree par I’examen de 
la planche deKayser etRunge (-) sur laquelle il est ais^ derecon- 
naitre I’aspect dderit parRitz. On peuty evaliier la distance des 
raies a o, 5 A environ, ce qui porte Pare de courbe correspondant 
bien en dehors des limites de la figure. Le meme aspect est visible 
sur la planche de Jungbluth {^loc. cit,). 

Get argument semble definitivement ddtruire ce c[u’il reste de 
probability aux attributions faites par Jungbluth. Nous avons d^j^ 
fait justice incidemment de F argument cjue Jungbluth tire de ce 
que les longueurs des bandes varient en progression arithmytique. 
Menlioiinons c[iie, par contre, Ritz note avec soin, comme iin fait 


(^) A. Hagenbach, Wutlner-Festschrift^ iqoS, p. i33. 

(“) Akad, Berlin {Phys. Ahh. nicht zav Akad. gehor. Gelehrier^ 1. 1 , 1889, 

p. 44. 
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